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Uvodni informace

Tato stranka obsahuje moje poznamky z prednasky Martina Kouteckého z akademického roku 2020/2021 | MFF
(MFF UK). Pokud by byla nékde chyba/nejasnost, nebo byste rddi néco piidali, tak strdnku mizete upravit
pull requestem (pripadné mi dejte védét na mail.

1. prednaska
Nejveétsi parovani
e TLDR celé této ¢asti jsem zpracoval do YouTube videa

Definice: Parovani v G = (V,E)je M CE t. 2. Vv e VI<1lhranaec M :v€e

o maximalni (do inkluze) — pfidéni dals{ hrany pro dané parovani uz neni mozné; v prednésce nas nezajima
o nejvétsi — max(|M])

Definice (volny vrchol) (vzhledem k M) je vrchol, kterého se nedotyka zadnéd hrana parovani.

Definice (stfidava cesta) (vzhledem k M) je cesta, na které se stfidaji hrany v parovan{ a hrany mimo
parovani: ug, ..., ux, kde kazda sud4/lichd hrana je v M, lichd/sudd neni v M

o volna st¥idavé cesta (VSC) — krajni vrcholy jsou volné (viéi parovéni)

e = obsahuje lichy pocet hran, sudy pocet vrcholi
Tvrzeni: Necht G = (V, E) je graf, M péarovani v G. Pak G obsahuje VSC (vzhledem k M), pravé kdyz M
neni nejvétsi parovani v G.

e = pokud M m&a VSC, mohu M zvétsit prohozenim hran

e < pro spor necht M’ je parovani v G t. z |M'| > | M|

— uvazme H = (V, M U M’); pak mé kazdy vrchol stupeti 0,1 nebo 2 = komponenty souvislosti jsou
kruznice sudé délky a cesty (navic jsou stiidavé)
— (*): musi existovat komponenta, kterd m4 vice hran z M’ (je vétsi)
x neni to kruznice (musela by byt lichd a méli bychom méme kolizi ve vrcholu)
* je to volna (z definice, vzhledem k M) stiidavd (jinak by mély stejny pocet hran) cesta

Definice (kvét) licha ,stfidava“ kruznice s vrcholem vy, ke kterému priléhaji dvé hrany

¢ M Definice (stonek) stiidavd cesta z v; (i nulové) délky koncici volnym vrcholem [ — P —
(dal od kvétu)

e v; muze (a nemusi) byt volny vrchol — staci, aby byl volny vzhledem ke kvétu *

Definice (kytka) kvét + stonek [ S S



https://github.com/xiaoxiae/slama.dev/blob/master/_posts/
https://www.youtube.com/watch?v=3roPs1Bvg1Q

kvet

(U
parovaci

neparovaci

stonek

Definice (kontrakce hrany) Necht G = (V, E) je neorientovany graf a e = {u, v}
jeho hrana. Zapis G.e oznacuje graf vznikly z G kontrakei (,,smrsténim“) hrany e do
jednoho vrcholu:

G G-e

€ Ve

xr

Tvrzeni: Necht C je kvét v grafu G. Potom parovani M v G je maximdlni, pravé kdyz M \ E(C) je maximéln{
parovani v grafu G.C, tj. s kvétem C' zkontrahovanym do jediného vrcholu. Navic pokud znam VSC pro M.C,
tak v poly. ¢ase najdu VSC pro M v G.

Dikaz: Tady je sketchy dikaz, tady je min sketchy dukaz.

Algoritmus (Edmondstv ,zahradni/blossom®) vstupem je graf G a jeho libovolné parovani M, tieba
prazdné. Vystupem je parovani M’', které je alespon o 1 vétsi, nez M, pripadné M pokud bylo maximdlni.

e zkonstruujeme maximélni mozny Edmondsav les vzhledem k aktualnimu M tim, ze z volnych vrcola
pustime BFS a stiidavé pridavame vrcholy
— hrandm, které se v lese neobjevi, se fikd kompost a nebudou pro nas dulezité


http://www.cs.dartmouth.edu/~ac/Teach/CS105-Winter05/Handouts/tarjan-blossom.pdf
https://stanford.edu/~rezab/classes/cme323/S16/projects_reports/shoemaker_vare.pdf

0. hl

B

o pokud existuje hrana mezi (potencidlné rtiznymi) sudymi hladinami riznych stromi, pak méme volnou
stiidavou cestu, kterou zalterujeme a jsme hotovi (parovani je o 1 véts{)
o pokud existuje hrana mezi (potencidlné riiznymi) sudymi hladinami jednoho stromu, mame kvét C' — ten
zkontrahujeme a rekurzivné se zavolame
— vrati-li M’ = M, pak nic dalsiho nedéldme
— vrati-li néjaké vétsi parovani, tak z ného zkonstruujeme parovani v G
 neexistuje-li hrana mezi sudymi hladinami, pak M’ = M

Tvrzeni: Edmondsuv algoritmus spustény na G a M dobéhne v ¢ase O(n-(n+m)) a najde parovani M’ alespon
o 1 hranu vétsi nez M, piipadné oznami, ze M je nejvétsi = nejlepsi parovani lze nalézt v éase O(n?(n +m)).

Diikaz: nejvyse n-krat se vzdy zrekurzime s tim, ze pii kazdém rekurzeni prohleddme cely graf (O(n 4+ m)).
Tohle celé opakujeme nejvyse dokud nejsou vSechny vrcholy zparované, tedy n-krat.

2. prednaska

Definice (perfektni parovani) Parovani M je perfektni, pokud neexistuje v G zadny volny vrchol.

Tutteova véta

Definice (Tutteova podminka) VS C V : odd(G — S) < |S]|
e odd je pocet lichych komponent grafu.
Véta (Tutteova véta) G ma perfektn{ parovdni <= plati Tutteova podminka.

Diikaz: = obména: neplati TP = neni PP. Necht 35 C V t. z. odd(G — S) > |S|. V perfektnim parovéni se
alespon 1 vrchol z kazdé liché komponenty musi sparovat s néjakym z S, ale téch neni dostatek.

< necht G spliiuje Tutteovu podminku. |V| je sudd (nastavime S prazdnou). Dokdzeme, Ze G mé PP indukci
podle poctu nehran.

e zaklad: G = Ks,, ten PP ma
o indukéni podminka: G mé nehranu a kazdy graf na Vs poctem hran alespori o 1 vétsi nez |E| a plati
TP, pak ma perfektni parovani

Necht S ={v eV | deg(v) =n—1} = {v | v je spojeny se vSemi vrcholy}

¢ lehky pripad: kazda komponenta G — S je klika
— sudé kliky sparujeme trividlné
— v rémci liché kliky vypéruji vSe az na jeden vrchol, ten sparuji v rdmci S (S vidi vSechny) a zbytek
v S spéruji spolu (sudé komponenty do parity nepfispivaji, liché 4+ 1 z S také ne a v S tedy zbyde
sudy pocet vrcholu)



e alespon 1 komponenta K neni klika, tedy Jx,y € K nesousedni
— ti maji spoleéného souseda u (tvrzeni o tfesnicce), ktery neni v S
— pro u existuje vrchol v, se kterym neni spojeny (jinak by u byl v S, coz ale vime Ze neni)

X

‘\:f ;2
e
Y

e (¢¢): pfiddnim hrany do grafu se neporusi TP (VS C V podet lichych komponent G — S bud klesne o 2
nebo zustane stejny).

Indukujeme dvakrat: G; = G + e; a G2 = G + ey diky predchozimu pozorovani splnuji TP a spolu s IP = 3
PP Ml,Mg \% Gl,Gz

¢ jednoduchy ptipad: e; & My = M; je PP pro G, analogicky pro ey a Mo
Tézsi pripad: e; € My, es € My, H = (V, My U Ms)

e H obsahuje ,,dvoubarevné hrany* e € M; N M5 nebo stf¥idavé sudé cykly
e H neobsahuje izolované vrcholy a stfidavé cesty, protoze M, My byly perfektni

e jednodussi pripad tézstho pripadu: e; lezi v jiné komponenté H nez ey — staéi prealternovat hrany tak,
aby ani e; ani e; v H nelezely.



Véta (Petersen) kazdy 3-regularni 2-souvisly (vrcholové i hranové, pro 3-regularni grafy je to to samé; alter-
nativné muzeme Fict graf bez mostu a artikulaci) graf ma PP.

Diikaz: Necht G = (V, E) je 3-regularni a 2-souvisly. Chci ukdzat, ze G spliiuje TP. Pfedpoklddejme danou
SCV.

1. kazda komponenta G — S je v G spojena aspon dvéma hranami s .S
e je 2-souvisly, nemame mosty

2. dokézeme, ze kazdé lichd komponenta G — S je s S spojena lichym poc¢tem hran:
e mnecht L je lichd komponenta G — S; pak:

Z deg(z) e 3|V(L)| = 2(# hran vedoucich uvnitf L)+ 1(# hran vedoucich ven z L)
zeV (L)

liché ¢islo sudé ¢islo musi byt liché
o kombinace (1) a (2) fikd, ze kazd4 lichd komponenta G — S je s S spojena > 3 hranami:
— p = pocet hran mezi S a lichymi komponentami G — S
x p>3-0dd(G —S) (ukdzali jsme vyse)
*x p <3-|5] (kazdy vrchol S vysild ven < 3 hrany (z 3-regularity))



|S] > odd(G — 9), tedy TP plati a graf md perfektni parovani.

3. prednaska

Tutte v2.0

Lemma (o kontrahovatelné hrané = LoKH) Necht G je vrcholové 3-souvisly rtuzny od K. Potom G
obsahuje hranu t. z. G \ e je 3-souvisly.

Diikaz: Sporem — necht G je 3-souvisly ale neexistuje zddn4 hrana, kterd jde zkontrahovat. Tedy Ve € E : G\ e
neni 3-souvisly.

Lemma (pomocné) Ve = {z,y} Iz. € V\{z,y} t. z. {x,y, 2z} tvori vrcholovy fez v G, navic kazdy z {x, y, z. }
m4 alespori jednoho souseda v kazdé komponenté G \ {z,y, z. }.

e presné popisuje situaci, ze kontrakce libovolné hrany nam d4 ez velikosti 2

« ve skuteCnosti neplati (ale dovétek ano) a dokazujeme ho pouze v rdmci sporu!

o (¢¢) (které plati) S minimélni vrcholovy fez G, pak kazdy vrchol S mé souseda v kazdé komponenté
G\ S — kdyz to pro néjaky v neplati, tak S \ v je porad fez

Diikaz (zpusob z pfednasky) Vim, Zze G \ e neni 3-souvisly, tedy mé vrcholovy fez velikosti 2. Necht v, je
vrchol vznikly kontrakel e = {z,y}. Rez velikosti 2 obsahuje v, jinak by to byl fez uz pro G (obsahoval by
vrcholy z puvodniho grafu, které nekontrahujeme).



Ozna¢me Fez v, z.. Po rozkontrahovani vidime, Ze V {z, y, z. } musi mit souseda v kazdé komponenté (jinak spor
s 3-souvislost{). Tedy z. je hledany vrchol.

1 L
(2
Dikaz (moje intuice) Pokud by neplatilo (existovala by takovd hrana), tak mame hranu, pfes kterou kon-

trahujeme. Jelikoz pro tu hranu plati, Ze neexistuje z, které spolu s jejimi vrcholy tvoii fez, tak bude graf i po
kontrakci 3-souvisly.

Pro dikaz ptivodniho lemmatu si zvolim e = {z,y} € E a z. z pomocného tvrzeni tak, aby nejmensi komponenta
G — 2,y, z¢ byla co nejmensi (co do poctu vrchol).

ProtoZe z. méa souseda ve vSech komponentach, ma néjakého souseda u € C, f = {z.,u} (kde C je nase nejmensi
komponenta). Pomocné tvrzeni pro f dé néjaky zy € V t. z. {ze, 2y, u} je vrcholovy fez G. Chceme dokézat, ze
G — ze, zy,w ma mensi komponentu nez C'.

(1
T/

20

Necht D je komponenta G — z., zf, u neobsahujici z,y. Existuje, protoze x,y jsou spojené a graf se rozpadne
alesponl na 2 komponenty. Tvrdim, ze D C C'\ {u}, protoze D nemtze obsahovat z, zy,u (vrcholy Fezu), z,y
(z definice D), ale u ma néjakého souseda v D (podle pomocného tvrzeni, u mé sousedy ve vSech komponentich
fezu), takze v D jesté néco zbyde. Navic ho tam mélo w i pfedtim, takZe opravdu D C C'\ {u}. Tedy |D| < |C|,
coz je spor s minimalitou.

e netvrdim, ze D je nejmensi!

Véta (Tutteova charakterizace 3-souvislych grafii) Graf G je 3-souvisly <= existuje posloupnost
Ky~ Gy,Gy,...,Gp 2 G t. 2. Vi € [n],G;_1 vznikne z G; kontrake{ hrany, navic G; m4 vSechny vrcholy stupné
> 3.

Dikaz: = Induktivni aplikace lemmatu o kontrahovatelné hraneé.
< M¢gjme Gy, ..., G, dle predpokladu. Chceme, ze G,, = G je 3-souvisly. Indukei:

o K4 je 3-souvisly



e G;_1 je 3-souvisly = G; je 3-souvisly

Obmeénou necht G; mé vrcholovy Fez velikosti 2, ozna¢me ho R = {x,y}. Pak kazd4 komponenta G; — R m4
alespori 2 vrcholy (osamoceny vrchol z mohl sousedit jen s Fezem, ale ten je velikosti 2, coZ je spor se stupném
vrchold > 3 pro v).

Pak ale G;_; nebyl 3-souvisly, rozborem toho, kde vznikla hrana:

o e={z,y} = G;_1 m4 Tez velikosti 1.
o e celd obsazend v komponenté = {x,y} je stile fez v G;_1
e e ={z,y} pro z z néjaké komponenty = {zy,x} je fez v G;_1
— vyuzivdme predchozi pozorovani, Ze kazdd komponenta mé alesporti 2 vrcholy — kdyby ne, tak {zy, z}
nemusi nic odfiznout, pokud tam byla jednovrcholova komponenta

Minory

Definice (minor) Necht H,G jsou grafy. Pak H je minor G (nebo Zze G obsahuje H jako minor), znacime
H < G, pokud H lze ziskat z G posloupnosti mazani vrcholi, mazani hran nebo kontrakci hran.

o (¢%): =< je transitivni (prosté spojim posloupnosti operaci)
e (¢¢): H podgratf G = H minor G
— podgraf vznikd pfesné mazanim vrchol a mazanim hran
(¢¢) (spis fakt) G rovinny = jeho minory jsou také rovinné
— pro podgraf o¢ividné, je jen potfeba si rozmyslet kontrakci (Ze nic topologicky nerozbije)

Véta (Kuratowského) G rovinny <= neobsahuje déleni K5 ani K3 3
Véta (Kuratowski 1930, Warner 1937) Nésledujici jsou ekvivalentni:

1. G je rovinny
2. G neobsahuje déleni K5 ani K3 3 jako podgraf
3. G neobsahuje K5 ani K33 jako minor.

Dukaz:

o *1 = 2: 7 prvaku, protoze K5 ani K3 3 nejsou rovinné
e 3 = 2: obména: ,obsahuje déleni jako podgraf“ = ,obsahuje déleni jako minor*
e 1= 3: je-li rovinny, tak i minor bude rovinny (fakt vyse)
e *2 = 3: na predndsce nebyl, k precteni tady[l]
e *3 = 1: indukci podle |V(G)]
— pro |V(G)| < 4 vse funguje
— predpoklddam G m4 alespon 5 vrcholti a neobsahuje K5 ani K3 3 jako minor. Rozeberu pfipady podle
ky(G) (vrcholové souvislost G)
* k,(G) = 0 = nesouvisly graf, pouzijeme indukei
* ky(G) = 1 = artikulaénim vrcholem x rozpojime, podle IP nakreslime
x musi byt na vnéjsi sténé, coz umime pres trik s projekci z koule na rovinu
* ky(G) = 2 =, rozloZeni podél dvou vrchola tvoficich fez, ale opatrné — musime si rozmyslet, ze
muzeme obé Casti zkontrahovat do hrany mezi vrcholy, aby poté v nakresleni sly spojit

Pokracovani v dalsi prednéasce...

[1] Chceme ukézat, ze obsahuje-li graf K5 nebo K3 3 jako minor, obsahuje i déleni néjakého z téchto grafi jako podgraf. Uvazme
nejdiiv obecné graf G' obsahujici jak podgraf déleni H’ grafu H. H' dostaneme z G posloupnost{ mazdni vrcholi a mazdn{ hran.
H pak dostaneme z H' posloupnosti operaci inverznich k délen{ hran, coz jsou préavé kontrakce hran, pfi nichz mé vysledny vrchol
stejny stupen, jako jeden z kontrahovanych vrchold (a zdroven nekontrahujeme vrchol stupné 1, coz je ale to samé jako mazéni).
Vsimnéme si, ze tento specidlni tvar ma mimo jiné kazda kontrakce, pfi niz nevznikne vétsi stupen nez 3. Co kdyby tedy G obsahoval
minor K a navic A(K) <37 Od G ke K se muzeme dostat posloupnosti mazani vrchold, mazdni hran a kontrake{ hran. Vsimnéme
si ale, ze nikdy nemusime pouzit kontrakci, pfi které vznikne vétsi stupen nez 3, protoze vznikly vrchol musi byt stejné néasledné
smazan. To mizeme nahlédnout i tak, Ze v posloupnosti operaci se mohou operace libovolné predbihat (pokud je pfitom patfi¢né
pozménime), a tedy vSechny kontrakce si mizeme nechat nakonec. Z predchozich pozorovani vidime, Ze minory maximalniho stupné
nejvyse 3 a déleni jako podgrafy jsou generované stejnymi typy operaci a tedy specidlné obsahuje-li graf K3 3 jako minor, obsahuje
i néjaké jeho déleni jako podgraf. Zbytek dukazu pro K5 je lepsi s obrdzkem a lze najit na tomhle odkazu (Lemma 4.4.2).


https://www.math.uni-hamburg.de/home/diestel/books/graph.theory/preview/Ch4.pdf

4. prednaska

) > 3 = pouzijeme lemma o kontrahovatelné hrané: Je = {z,y} t. z. G\ e = G’ je 3-souvisly

(¢*): G’ nemuze obsahovat K5 ani K3 3 jako minor (kontrakei né¢eho, co je nemélo, je nevytvorime)
— G’ ... rovinné nakresleni G’ (existuje z IP)

— G’ = G" — v, (vrchol vznikly kontrakei e) = G — {z,y}

% (¢«¢): G” bude 2-souvisly (protoze G’ je 3-souvisly a G' vznikne odebranim vrcholu)

* (¢¢): taky rovinny (odebranim mi zddny minor nevznikne)

* G nakresleni G” vzniklé z G’ odebranim v,

. k(G

Oznaéme C kruznici ohranicujici sténu G”, v niz lezel (v G’ vrchol v.) — musi to byt kruznice, protoZe v rovinném
nakresleni kazdého 2-souvislého grafu je kazda sténa kruznice.

6 ()I G“

e N(x) - sousedi x
e N(y) — sousedi y
e N(z)UN(y)\{z,y} C C (kazdy soused x kromé y je i sousedem v, v G’, stejné pro y

3 pripady:
e |N(z) N N(y)| > 3 — nenastane, protoze kontrakeci dostanu K3, coz je spor s predpokladem

)
v

e Jdaj,az € N(xz) N C,3by,by € N(y) N C, na C jsou v poradi aq, by, as,bs — nenastane, protoze kontrakei
dostanu K3 3

10



 zbytek — nenasatane ani (1), ani (2)

— oznaéme ay,...,a; € N(xz) N C v poradi, jak se objevuji na C
— muzu nakreslit vSechny hrany zaq,...zax
— ai,...,a rozdéluji C na vnitiné disjunktni cesty P, ... Py (k > 2 protoZze G je 3-souvisly... z sousedi

s y a's > 2 dal§imi vrcholy)

* chceme: N(y) \ {z} patii do jediné P; (pro néjaké i), jinak by nastaly predchozi pfipady
— y nakreslim do té spravné stény, spojim s b; a mam hotovo

Kresleni grafii na plochy

Definice: Necht X C R™Y C R™. Potom homeomorfismus z X na Y je funkce f : X — Y, kterd je spojit4,
bijekce a f~! je spojitd. X, Y jsou homeomorfni (X 2 Y) pokud mezi nimi existuje homeomorfismus.

e mnéco jako isomorfismus u grafi (X &Y znamend, Ze se chovaji stejné)

11



Definice (plocha) kompaktni (uzaviend, omezend), souvisld (napft. obloukova — kazdé dva body muzu propojit
obloukem), 2-rozmérnd varieta bez hranice (dostatecné malé okoli kazdého bodu je homeomorfni otevienému
okolf v R?).

« napf. sféra v R? nebo torus v R?
e mneni to napf.
— R2, jelikoz neni kompaktni (omezen4)
— &tverec s hranici, jelikoz pro kazdy krajni body neni homeomorfni R?

Operace s plochami, ptres které umime vsechny zkonstruovat:

 pridani ucha (od hrnku)

— vyfiznu dva kruhy

— vezmu plast palce bez dna a vrchu

— ohnu a prilepim jej na diry po kruzich

— (¢#): teleport, do kterého kdyz vejdeme, tak na druhé strané vyjdeme opacéné (,,otoené*)
o piidéni kiizitka (cross-cupu):

— (*%): teleport, do kterého kdyz vejdeme, tak nds to pfesune naproti

Prog €{0,1,...} necht Zg znadi plochu zvniklou ze sféry piidanim g usi, tak fikdme, ze 3 g je orientovatelna
plocha rodu g.

v

Pro g€ {1,2,...} necht ] g znadi plochu zvniklou ze sféry pridanim g kiizitek, tak fikdme, ze [] g je neorien-
tovatelna plocha rodu g.

Fakt: Kazda plocha je homeomorfni pravé jedné z posloupnosti o, [1;,> 1, []ss---

e mame tu skryté tvrzeni, ze zadné dvé z této posloupnosti nejsou homeomorfni.
Fakt: Priddm-li ke sféfe (= Xg) & > 0 usi a | > 1 kiizitek, vznikne neorientovatelnd plocha homeomorfni

NV

~ ,pridani dvou kiizitek je jako pridani ucha,“ pokud uz tam bylo > 1 krizitko
2k+1 Je)

e > sféra
o [I;... projektivni rovina
e >, ... torus

o H2 ... kleinova ldhev

5. prednaska

Definice (nakresleni grafu) G = (V, E) na plochu I je zobrazeni ¢ t. zZ.:

o kazdému vrcholu v € V prifadi bod ¢(v) € T’

o kazdé hrané e € E pritadi prostou (neprotinajici se) kiivku ¢(e) € I spojujici konce p(z), ¢(y)

o vrcholy se nepiekryvaji: z,y € V : z # y = p(z) # ¢(y)

o hrany se prekryvaji nejvyse ve sdilenych vrcholech: e, f € E:e # f = ¢(e) No(f) = {p(x) |z € en f}
« vrcholy, které nelez{ na hrané se s ni neprotinaji: e € E,x € V:x € e = o(x) € ¢(e)

Definice (sténa nakresleni) souvisld komponenta I"\ (( féeE)) U (Ufg‘)))
e prosté souvislé komponenty toho, kdyz odeberu vSechna nakresleni hran a vrchola

Definice (buiikové nakresleni) kazd4 sténa je homeomorfn{ otevienému kruhu v R2.

11
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Pfipomenuti: G = (V, E) souvisly = v kazdém rovinném nakresleni plati |V| — |E| + S = 2
o vyuzivame faktu, Ze rovinné nakresleni G je bunkové <= G je souvislé

e 2 je specidlni pro rovinu

Definice (Eulerova charakteristika plochy) charakteristika plochy I je

_J2-g TI'=Jlg=1)
X(F)_{2—29 r=3(g>0

)
= 2 — # kifzitek — 2 - # ui

Véta (zobecnéna Eulerova formule) Necht mame nakresleni grafu G = (V, E) na plose T, které ma S stén.
Pak |V| —|E| + |S| > X(T). Pokud je bunkové, tak dokonce |V| — |E| 4 |S| = X(I).

Dukaz (rovnosti) idea je indukce podle rodu T’
o« ' Eo plati
Méjme bunkové nakresleni G = (V, E) na I = 11,

o pro I' = 3, se déla analogicky, jen trhdme obé ucha a vyjde to
o v(G),e(Q), s(G) zna¢ime pocet vrcholl, hran a stén

Necht K je kifzitko na T, 1, ..., 2k jsou body K (ne nutné vrcholy grafu), kde hrany G kiizi K

e (¢¢): k > 1, jinak by sténa obsahujici K nebyla buiika
e rovnéz predpokladdm, ze vrchol nelezi pfesné na kiizitku, jinak bych ho mohl BUNO posunout

Vytvoiime G’ pfidénim dvou délicich vrcholii na kazdou hranu kifzici K tésné vedle xz1,..., 2 (,pled a za
ki{zitkem*). Déldme to proto, Ze jedna hrana by mohla prochézet kiiZitkem na vice mistech a bylo by to pak
dost rozbity.

o« v(G) =v(G)+2k

o e(G') =e(Q) + 2k

o 5(G") =s(G)

e tedy: L(G') = L(G) (kde L je leva strana)

Vytvoiime G” pridanim cest délky 2 k sousednim vrcholim z predchoziho kroku. Vznikne tim kruznice C
obchéazejici K.

e v(G") =v(G") + 2k
o e(G") =e(G') + 4k
e s(G") = s(G") 4 2k (kazdou z k stén délim na 3 kusy)
e tedy: L(G") = L(G)
Vytvoiime G odebranim vseho uvnitt C.
. ,U(G///) — ,U(G//)
e e(G") =e(G") — k (k kifZicich-se hran uvnit¥ C')
e s(G")=5(G") —k+1 (,spojim* k stén do jedné)
o tedy: L(G"") = L(G")+ 1

L(G") =X(I;—1) =X(I') +1 | dle IP
L(G")—1=L(G") = L(G") = L(G) | z vypoctu
Tedy
X(T) = L(G)

Disledek: Kazdy graf G nakreslitelny na plochu I' splni |E| < 3|V | — 3X(T"), pokud |V| > 4

o dikaz pres to, Ze predpoklddame, Ze kazda sténa je trojihelnik a dosadime |S| = §|E |, jelikoz kazda sténa
je tvorena tfemi hranami a zaroven je kazda hrana ve dvou sténach
21B] o6 _ 6X(D)
v 7 ‘Vl B . . ‘V| v 7 7’ ’
— na zadnou zafixovanou plochu nelze nakreslit libovolné velky 7-regularni graf

e kazdy takovy graf mé& pramérny stupen
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— pro libovolné velky tplndk dokazeme vytvorit plochu, na kterou ho nakreslime

Tvrzeni: Necht T' je plocha, I' # Yy, necht G je graf nakresleny na I', potom G obsahuje vrchol stupné
< {5+\/49724X(F)J
2

Dukaz: Méjme G podle predpokladu. Opét znac¢ime v(G), e(G) jako pocet vrcholu a hran. Rozlisime 3 pfipady:

« X(I') =1 (tj. I' = [[;), dosazenim do pfedchoziho disledku dostdviame prumérny stupen < 6, tedy
existuje vrchol stupné < 5, coz jsme chtéli
o X(I) =0 (t.j. ' =[], nebo I 2 }",), pramérny stupen < 6 = 3 vrchol stupné < 6
e X(I') <0...6(G) = min. stupeil G; vime:
- 6(@) <6 - 5
— (@) <v(G) — 1 (Z&4dny vrchol nemé vic nez v(G) — 1 sousedu)
— chceme zjistit max. hodnotu §, coz je feseni dvou rovnic vysSe; dosazenim a vyfeSenim kvadratické
rovnice vyjde presné vyraz, ktery dokazujeme

Dusledek (Heawoodova formule, 1890) Pokud I' 2 )", tak kazdy graf nakreslitelny na I' je nejvys
H) =1+ {5+\/mJ Vh/mJ
= - -

= -obarvitelny

e vyplyva z predchoziho dusledku — pokud mé graf stupen nejvyse §, tak je & + 1-obarvitelny
e plati i pro stéru: véta o 4-barvich
« tento odhad je tésny pro vSechny plochy kromé [,
 na kazdou plochu I" 2 [ ], 1ze kreslit kliku velikosti H(I")
— (kazdy graf nakreslitelny na [ [, je dokonce 6-obarvitelny)

6. prednaska

Vrcholové barveni
o X(G) = barevnost G = nejmensi pocet barev, kterymi lze (dobie) obarvit vrcholy G
o A(G) = max. stupeni G =, §(G) = min. stupeit G

Definice: G je d-degenerovany = kazdy podgraf H grafu G méd 6(H) < d
o = kazdy podgraf ma vrchol stupné nejvyse d

Definice (eliminaéni poradi) Alternativni definice d-degenerovanosti: graf je d-degenerovany <= 3 poradi
vrcholl (eliminaéni) vy,...v, t. 2. Vi : G; := G —{v1,...,v;} : 6(G;) < d awv;—1 md < d sousedu v G;

e trhame vrcholy — kazdy dalsi odebrany mé nejvyse d sousedu a graf je stéle d-degenerovany
e (¢%¢): G je d-degenerovany = X(G) < d+ 1 (barvim indukei v potadi vy, ..., v1)

2-core

e z minule: pokud G je nakreslitelny na I' = G mé vrchol stupné nejvyse H(I') — 1 a G — v je stdle
nakreslitelny na I' = G je (H(T") — 1)-degenerovany = je H(I") obarvitelny
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(¢¢): G je A(G)-degenerovany (trivialné) = X(G) < A(G) + 1 (z pozorovéni vyse)
e s rovnosti plati napr. pro uplné grafy a liché cykly
Lemma: G souvisly graf a §(G) < A(G), pak X(G) < A(G)
o kdyz nas zajima predchozi otazka, tak se staci zamérit na néjaky regularni graf

Dikaz: Tvrdim, ze G je (A(G)—1)-degenerovany. Volme H neprazdny podgraf G a dokazujeme, ze v H existuje
v stupné < A(G) — 1

e pokud H obsahuje vsechny vrcholy = predpoklad
o jinak de={x,y}€Gt.z.2 € Hay¢g H
— degy(z) <degs(z) —1 < A(G) -1

Véta (Brooks, 1941) Necht G je souvisly graf ktery neni tiplny a nenf lichd kruznice. Pak

X(G) < A(G)

Dikaz: necht X = X(G), A = A(G) a navic predpokladam, Zze G je A-reguldrn{ (jinak viz pfedchozi lemma.

« A=1

— Ko: zakazané
« A=2

- Cgk: X=2

— Cojy1: zakazané
e A > 3; oznacme ky (G) = vrcholovd souvislost G a opét rozebereme piipady

1. ky(G)=1
« mame artikulaci, vrchol artikulace v mél souseda v obou ¢astech grafu, proto degg, (v),degg, (V) < A
o podle lemmatu (G a G nejsou reguldrni) lze G; i Gy A-obarvit a staci pfepermutovat barvy, aby
mél v obou obarvenich stejnou

2. ky(G) =2
o dobré pripady (lze slepit)
— bi(x) = bi(y) a ba(x) = ba(y)

)
= bi(x) # b1(y) a ba(x) # b2(y)
o tézsi pripad — na jedné strané stejné, na druhé rizné
= bi(z) = bi(y) a ba(x) # b2(y)
* pokud degg, (7) nebo degg, (y) < A —2, tak po piidani hrany piijde pouzit lemma a vrcholy
budou mit raznou barvu a mame dobry piipad
nemiiZe se stat, Ze by napt. druhy mél deg,, = A, protoze musi vidét i do druhé kompo-
nenty
* nebo degg, () = degg, (y) = A —1
pak musi degg, (z) = degg, (y) = 1 (stupen je celkové A)
z predpokladu méme k pouziti alespon 3 barvy, pfebarvim jimi x a y a mame dobry pripad
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{:start="3"} 3. ky(G) > 3 — pouziji lemma o tfesnicce (souvisly graf, ktery neni klika, obsahuje tfesnicku) -
sefadim vrcholy jako vy = z,v9 = y,...,v, = 2z tak, aby Vv; : 3 < i < n — 1 mél alesponi jednoho souseda
napravo a barvim (hladové): - umime ziskat jako BFS vrstvy od z, kromé x a y - 3-souvislost vyuzivam k tomu,
7e 1 po odstranéni z a y graf bude stéle néjakou kostru mit a bude tedy stéle souvisly - b(z) = b(y) =1 - b(v3) ...
m4 > 1 neobarveného souseda = je néjakd nepouzitd z A barev - ... - b(vy,) ... vSichni sousedé uz obarveni, ale
dva sousedé (z,y) maji stejnou barvu, tedy z vidi < A — 1 barev a jedna je volna

Par poznamek

Hadwigerova domnénka: K; A,, G (neni minor)= X(G) <t

e t=4...relativné jednoduché

e t=05... zobecnéni véty o 4 barvach

e t=06... pomoci véty o 4 barvach + hodné prace
e t>7...nevise

Tvrzeni: G nakreslitelny na Kleinovu lahev = G je 6-obarvitelny.
Dukaz: Z Eulerovy formule plyne, zZe plati jedno z nasledujicich:

e J(G)<5=Fv:deg(v) <5
— G —v...obarvim z indukce, pfiddm v a mam volnou barvu

¢ G je 6-regularni:
— G = K7 — nesmi, protoZe nejde nakreslit (je potfeba si rozmyslet)
— G % K; — primo Brooksova véta

Hranové obarveni

Definice: b : E — B (barvy) t. z. Ve # f € E,eN f # 0 = b(e) # b(f). Hranova barevnost G (“chromatic
index”) X'(G) je min. pocet barev pro hranové barveni G.

7. prednaska

Véta (Vizing, 1964) Pro kazdy graf G plati, ze A(G) < X'(G) < A(G) +1

o grafy Vizingovy t¥{dy 1 jsou grafy X'(G) = A(G), tiidy 2 jsou X'(G) = A(G) + 1
¢ je NP-tuplné rozhodnout, zda dany graf G ma VIzingovu t¥idu 1 (i pro grafy s A(G) = 3)
o dukaz jsem zpracoval do YouTube videa

Perfektni grafy

Véta (Slaba véta o perfektnich grafech, 1972) G je perfektni <= G je perfektni.

o dukaz jsem zpracoval do YouTube videa
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https://www.youtube.com/watch?v=Koc63QhxPgk

8. prednaska

Chordalni grafy

Definice (chordalni graf) Graf je chordalni, pokud neobsahuje Cj, k > 4 jako in. podgraf.
o alternativn{ pohled vychézejici ze jména: kazda kruznice mé chordu (tétivu)

Definice: Necht z,y dva nesousedni vrcholy G. R je z-y-fez, pokud je to fez takovy, ze x,y patii do rtznych
komponent G \ R.

Tvrzeni: G je chordalni <= pro kazdé dva nesousedni vrcholy z,y € V,z # y existuje z-y-Tez, ktery je klika.

Diikaz: < necht G neni chordalni, tedy obsahuje indukovanou kruznici C4. Uvazime-li dva jeji nesousedni
vrcholy, tak jakykoliv fez musi obsahovat vrcholy z horni a dolni cesty mezi x a y. Ty nesousedi, tedy fez
nebude klika.

= necht G je chordalni, x,y nesousedni. Necht R je x-y-Tez s co nejméné vrcholy. Tvrdim, ze R tvoii kliku.

Pro spor: R neni klika = obsahuje u, v nesousedy. Protoze R je nejmensi, ma w i v sousedy na obou stranach. Je-
likoz jsou to komponenty souvislosti, tak tam bude existovat cesta. Vezmu nejkratsi cesty P,, P, v komponentach
Gy, Gy. Vrcholy P, P, nesousedi (jinak by R nebyl fez), P, — u — P, — v tvoii indukovany cyklus.

6 6,

TP ™
L)

Definice: Vrchol z je v grafu G simplicidlni, pokud jeho sousedstvi Ng(x) tvoii kliku G.
Véta: Kazdy chordédlni graf (kromé prazdného) obsahuje simplicidlni vrchol.

o dokézeme pomoci silnéjsiho tvrzeni
Véta: Kazdy chordélni graf je bud tuplny, nebo obsahuje dva nesousedni simplicialni vrcholy.
Dikaz: indukei podle |V (G)|

o zdklad: |V(G)| =1 plati
e pro vice vrcholi
— G je uplny, plati
— nebo necht z,y nesousedi v G a R je z-y-fez tvorici kliku
* Gf = (komponenta G'\ R obsahujici x) U R, obdobné G\
x (¢¢): pokud G byl chordélni, pak H < G je také chordalni
* pouzijeme IP na G
- pokud G klika, vezmi jako s, libovolny vrchol G, (napt. x)
pokud G nenf klika, m4 dva simplicidlni vrcholy; nejvyse jeden mize lezet v R, jelikoZ je
to klika a za s, zvolim ten druhy; analogicky pro G;‘
(¢¢): jelikoz R je Tez, tak se sousedstvi nezmeéni: N+ (sz) = Ng(sz) (proto vlastné déldme
indukci pfes G, né jen pres G,
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O« 6,

Definice (PES) Perfektni eliminaéni schéma (PES) grafu G je potradi vrcholl
V1,...,Un t. 2. Vi € [n] plati, Ze levi sousedé v; (= {v; | j < i,vjv; € E}) tvoii kliku. |

Véta: G je chorddlni <= G mé PES.

Dikaz: < obménou necht G neni chordalni a ma tedy indukovanou kruznici velikosti
alespon 4. Pro spor necht mame PES. Nejlevéjsi vrchol Spatné kruznice v PES nemé
souseda na této kruznici, coz je spor s definici PES.

= necht G je chordalni. M4 tedy simplicidlni vrchol v,,. Jeho sousedé tvori kliku a G—v,,
je opét chordélni (indukovany graf chorddlniho je opét chorddlni) a opakujeme, ¢imz
vznikne PES pro G.

Dusledek: pro dany graf GG lze v polynomidlnim case rozhodnout, zda je chordalni.

Dikaz: Trhame simplicidlni vrcholy, které chordéalni graf musi vzdy mit — ty umime v polynomidlnim case
najit otestovanim vsech sousedt. Pokud simplicidlni vrchol v néjakém bodé nenajdeme, tak graf chordalni byt
nemohl.

Dusledek: chordalni grafy jsou perfektni.

Dikaz: Je-li graf G chordédlni, pak ma PES, pomoci kterého ho umime obarvit tak, aby mél nejvyse w(G).
Jelikoz je navic kazdy indukovany podgraf chordalniho grafu také chordalni, tak plati i pro indukované podgrafy,
coz potfebujeme pro perfektnost.

Definice: G je hamiltonovsky, pokud mé kruznici na n vrcholech (jako podgraf).

Véta (Bondyho-Chvatalova) Necht G je graf na n > 3 vrcholech. Necht z,y jsou nesousedé t. z. degg(z) +
degy(y) > n. Necht Gt = (V, EU {zy}). Pak G je hamiltonovsky <= G je hamiltonovsky.
Dikaz: = jasné
< necht C je hamiltonovské kruZnice G a z,y vrcholy spliiujici podminku.
e pokud C neobsahuje zy, pak C je hamiltonovska kruznice G
e jinak vy, ..., v, ocislujeme vrcholy C' a navic v = z,v, =y

chceme C" := (C'\ {zy, viviy1}) U {viy, vip12} je ham. kruznice v G
—L:={ie{2,....n =2} t. 2. {z,v;41} € E} (vrcholy dobré pro x)

* povoluji vrcholy vs, ..., v,_1, viz indexovani
- L:={ie{2,...,n—2} t. 2. {y,v;} € E} (vrcholy dobré pro y)
* povoluji vrcholy v, ..., v,_s, viz indexovani

— |I; U I1] < n — 3 (pozor, indexovani je posunuté!

— |I1] = dege(x) — 1 (nesmim pouzit vy)

— |I2| = degg(y) — 1 (nesmim pouzit v,—1)

— || 4 |I2| = degg(x) — 1 + deg(y) — 1 > n — 2 (z predpokladu)
— | U L] <3ale |I; + Iz| > n — 2 znamenad, Ze se prekryvaji

18



Véta (Dirac) G graf na n > 3 vrcholech s min. stupném > n/2 je hamiltonovsky.

Dikaz: Z Bondy-Chvéatalovy véty doplnime na K,,, ktery je hamiltonovsky.

9. prednaska
Tutteiv polynom

Definice (multigraf) G = (V, E) kde V jsou vrcholy a F multimnozina prvka z V' U (‘2/)
e odstranéni a kontrakce funguji intuitivné — kontrakce nezahazuje hrany, protoze mame multigraf
Definice (most) hrana e € F je most, v multigrafu G, pokud G — e m4 vice komponent nez G
e k(G) = k(V, E) = polet komponent
Definice (hodnost/rank) E je r(E) := |V| — k(G)
o intuice: ~ velikost nejvétsi ,neredundantni* podmnoziny F C E (t. z. k(G) = k(F))
Diikaz: Chceme dokazat, Ze F' neobsahuje cykly a ze r(E) = r(F). Vime, Ze k(G) = k(F).
Postupné pfiddvani hran z F' (pravé tohle zarucuje, Ze neméame cykly):

e sniZuje pocet komponent, vzdy o 1, tedy k(F) = |V| — | F|
o zvySuje rank vzdy o 1 (nastédvd druhy piipad z tabulky dole), tedy r(F) = |F|

Spojenim dostévame r(F) = |F| = |V| — k(F) = |V| — k(G) = r(E).

Dikaz (alternativni) Pokud je rank |V|—1, tak je graf souvisly a presné to odpovidd po¢tu hran jeho kostry.
Pokud m4 2 komponenty souvislosti, tak bude mit |V| — 2 hran, protoze jednu hranu z kostry odebereme a graf

tim roztrhneme. Pro vice komponent souvislosti opakujeme a tedy r(E) = |V| — k(G)

Definice (nulita) E je n(E) := |E| — r(E)

e intuice: velikost nejvétsi redundantni“ podmnoziny F' C E (t. Z podet komponent se nezméni po jejim
odebréani) — to dava smysl, jelikoz je to |E| — r(E) a jelikoz rank udéva pocet téch uzitecnych, tak nulita

téch neuziteénych

Piiklad: G = (V, E)

zména r(E) n(E)
pridén{ hrany bez zmény poctu r(F) n(E)+1
komponent
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zména r(E) n(E)

pridani hrany se zménou poétu r(E)+1 n(E)
komponent

o odpovidd intuici — hrana, kterd se pfidala ale nezménila souvislost (byla tedy zbyteénd), zvysi nulitu,
kdezto uzite¢nad hrana zvysi rank

Definice (Tutteav polynom) multigrafu G = (V, E) je polynom proménnych x,y definovany jako

Tela,y) = Y (x — 17O (1))
FCE

Tvrzeni: pro G souvisly je T(1,1) pocet koster G

Diikaz: Dosadim do polynomu a ziskdm 07(F)=m(F)0n(F) Vim, 7e 2° = 1, tedy vyraz bude poet F takovych,
zer(E)=r(F)an(F)=0.

o 7z predpokladu souvislosti je pocet komponent 1
— F musi mit také pouze 1, protoze r(E) = r(F)
o n(F) =0 znamena, ze 0 = |F| — |V| -1, tedy |F|=|V| -1
¢ kombinace poc¢tu hran a souvislosti dava, Ze je to strom a tedy kostra
Tvrzeni: Necht Gy = (V1, E1), G2 = (Va, G3) jsou multigrafy, t. z. [Vi NVa| < 1, |Ex N E3] = 0 (protinaji se
nejvyse v jednom vrcholu a v zZaddné hrané). Definujeme G = (V, E), kde V. =V, U Vs a E = E; U Es. Potom
TG(':L" y) = TGl (1’, y) : TGz (.’ﬁ, y)

Dukaz: V definici kvantifikuji pres podmnoziny hran. Ty ale mtazu vzdy rozdélit na disjunktni sjednoceni podle
FEy{ a E,. Navic:

o 7(F)=r(F1)+r(F2) (z pohledu jako nejvétsi neredundantni mnozina hran)

o n(F) =n(F1)+ n(F>) (analogicky, opét z intuice)
Pak rozepisu:

To(a,y) = Y (x — 1))y — 1))
FCE

Z Z (.’L‘ _ 1)r(E1UE2)—7’(F1UF2)(y _ 1)n(F1UF2)
W CE; FoCEs

Z Z (:L' _ 1)T(E1)—’I‘(F1)+’I‘(E2)—’I‘(Fz)(y _ 1)TL(F1)+71(F2)

F1CE) F2CE2

Z Z (z — 1)T(E1)*T(F1)(x _ 1)T(E2)*T(F2)(y _ 1)"(F1)(y _ 1)”(F2)
FCEy FoCE>

= Z (z — 1)"ED—r(F) (5 — 1)n(F) Z (z — 1)"E2)=r(F2) (o) _ 1)n(F2)
FlgEl F2QE2

= TGl (:Evy) ' TG2 (xvy)

Dusledek: dva grafy se stejnym Tutteovym polynomem nemusi byt stejné.

e vyplyva piimo z predpokladu — Ze se mohou protinat v nejvyse 1 vrcholu
e mneobsahuje tedy informaci o poc¢tu komponent ¢i poctu vrcholi

Véta: Necht G = (V| E) je multigraf. Potom T¢(z,y) je jednoznacné uréen rekurencemi:
most e | Tg(z,y) = v - Ta—c(z,y) = 2 - Tene(2,y) |
| posledni rovnost: z dusledku vyse |

smycka e | Tg(z,y) =y Ta—c(z,y) =y Ta\e(@,y) |
| posledni rovnost: odstranéni smycky je to stejné jako jeji kontrakce |

jindy | TG(xay) = TGfe(xvy) + TG\e(xvy) |
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Dtikaz: Pro E = () jasné, jinak rozdélime:

To(w,y)= Y, (@—1)EO7E (y—)n® 4 N (g —1)rE =y — 1)t
FCE,e¢dF FCE,e€F

51 S2

Stad¢i dokédzat nasledujici (a dosazeni do vyrazu vyse):

1. pokud e neni most, tak s;1 = Tg_.(z,y)
o ¢ neni most, jeho odebranim se rank nezméni, tedy r(E) = r(E \ {z})
2. pokud e je most, tak s1 = (x — 1) - Tg—e(x,y)
¢ e je most, jeho odebranim se rank zmensi o 1, tedy r(E) = r(E\ {z}) + 1
3. pokud e neni smycka, tak sy = T\ (z,y)
o e neni smycka, kontrakce vSak zachova zbylé hrany (jsme v multigrafu) jako smycky a nulita se tedy
nezméni (jelikoz, pokud to chdpu spravné, se spojenim vlastné zmensi jak pocet hran, tak vrcholi)
4. pokud e je smycka, tak so = (y — 1) - T\ e(, y)
e e je smycka, kontrakei se nulita zmensi o 1, tedy ()

Poté pro vétu staci nasledujici:

e ejemost: (2) + (3)

o ¢ jesmycka: (1) + (4)

¢ neni most ani smycka: (1) + (3)
Definice (chromaticky polynom) multigrafu G = (V, E) je funkce chg(b) : Ng — Ny, kde pro b € Ny je
chg (b) := poCet dobrych obarveni (posunuti udéld nové obarveni) G pomoci barev {1,...,b}.

o pokud G mé smycku, pak chg(b) = 0,Vb

Véta: Pro kazdy multigraf G = (V, E) plat{

che(b) = (—1)/VITHE &) (1 — b, 0)

10. prednaska

Formalni mocniné rady

Definice: Pro posloupnost redlnych &sel ag, aj, . .. je formalnf mocninnd fada (FMR) zépis tvaru ag + ajzt +
- ,
asr?+... =70 a;x’

e R[z]... vSechny FMR nad =
e pro A(x) = ag + a1z + azx?® + ... je [z"]A(x) = a,
o pro FMR A(z), B(z) je
— A(x) + B(z) = (ag + bo) + (a1 +b1)x + (ag + ba)ax® + ...
— A(x) - B(x) = cg + c1z + cox® + ..., kde ¢, = agby, + a1by_1 + ... + an_1b1 + a,by (konvoluce)
Fakt: R[z] tvori (komutativni) okruh (méme +,-,0,1)
e 0= A(x) s nulovymi koeficienty
e 1= A(x) s ap =1 a zbytek nulové koeficienty
Fakt: R[z] tvoii vektorovy postor (ndsobeni konstantou je FMR pro ag = c)
Definice (prevracena hodnota) FMR A(z) je takova FMR, Ze A(x) - B(x) = 1
o A(z)=c...B(z)=1
« A(z) =z...B(z) neni (muselo by byt néco jako 1)
e Al@)=1-2...Bx)=1+x+22+...
— C(z)=A(x)-Blx)=Q+x+22+...)— (z+2*+ 23+ ...), kde [2"]C(x) bude nulové pro n > 1
(pozere se to), proto (1 +z 4+ 22 +...) =

1—x
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Tvrzeni: Necht A(z) = Y 07 ja,z" je FMR. Potom ﬁ existuje, pravé kdyz ag # 0 (a pak je jednoznacéné
urcena).

Ditkaz: Hledejme inverz. Rozepsanim A(z) - B(z) = 1 + 0z + 022 + ... nam dava soustavu takovychto rovnic,
které maji jednoznacné reseni:

1
aobo =1 bo = ;O
1
agbr +a1bg =0 b, = %(—albo)
1
apby + a1b1 + azby =0 by = ;(_albl — ashs)
0

Definice (sloZeni) A(x) = a,z", B(z) = Y. bya™ jsou FMR. Slozeni je A(B(z)) = apB(z)° + a1 B(x)* +. ..
. Obecné je problém to zadefinovat, potfeboval bych znat hodnotu souctu, ale jde to, kdyz:

1. A(z) je polynom (= 3ng € N t. 7. VYn > ng : a, = 0)

aoB(2)° + a1 B(x) + asB(x)? + ... + an, B(x)™ + ...
—_—
=0
2. b() = 0
o chci ukazat, ze soucet [2"] A(B(z)) = [2"] agB(z)? + [2"] a1 B(x)! + ... je kone¢ny
— [2°] B(z) =bo =0
— B(x) = xB(a}‘) pro B(z) FMR
— B(xz)" = 2" B(x)", koeficient u ¥, 2¥2, ... 20 je nulovy, tedy vSechny koeficienty [2*] A(B(z))
pro k > n jsou nulové
Definice (derivace) FMR A(z) znafend £ A(z) =3 anq1(n+1)2"™ = a + 2a0z + 3azz® + ..

Pi#iklad: Mizu mit také FMR vice proménnych, napt. A(x,y) = 2"207””20 anm - 2"y € Rz, y]

Obycejné vyvorujici funkce
Definice (OVF) Necht A je mnozina, jejiz kazdy prvek oo € A mé definovanou velikost || € Ny, predpokldddme
ze VYn € Ny je v A konecné mnoho prvku velikosti n.

e A, ={ae Al l|a| =n},a, = |A,]
Potom oby¢&ejna vytvoiujici funkce pro A je FMR

OVF(A) = Z anx"
n>0

Priklad: Jidla (7 = PUH):

o Polévky (P)

— guldsova: 30

— knedlickova: 35
Hlavni jidla (H)

— gulas: 100

— Tizek: 100

— smazak: 90

e P(x) = OVF(P) = 2%0 4 2%
o H(x)=OVF(H) = 2% 4 22100
e J(x)=P(z)+ H(x)
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« (+¢): OVF(AUB) = OVF(A) + OVF(B)
e (+%): OVF(A) - OVF(B) = OVF(A x B)

)-
P(z) - H(xz) = kartézsky soucin dvojic (polivka, hlavni jidlo)
- [ 130)(J(x) - J(x)) = pocet uspofddanych dvojic jidel, které se se¢tou na 130

11. prednaska

Exponencialni vytvorujici funkce

Chei dojit k L(z), coz bude vytvorujici funkce pro pocet lest na n vrcholech, pomoci S(z) vytvorujici funkce
pro pocet stromt na n vrcholech.

Necht s,, je pocet stromt na vrcholech {1,...,n}

an— € R[]

n>0

Necht k,, je poCet kruznic na vrcholech {1,...,n}

Definujeme A(x) = S(z) - K(z) a ag,a1,. .. tak, aby A(z) =3, 5o an - z

n!

Potom plati, Ze a, = Z?:o (’;) - 8j - kn—j, tedy a, = pocet grafii na n vrcholech majici dvé komponenty

souvislosti, z nichz jedna je strom a druha kruznice:

Definujeme B(z) = S(z)? a by, by, ... tak, aby B(z) = D ons0bn 5

e pocet zpusobu, jak rozdélit vrcholy na cervené a modré a vytvorit strom na kazdé barvé

n
n
bnzz<,) D
=0
Déle definujeme hromadu dalSich véci:
« C() jako ¢, = %, abychom méli poéet lesi se dvéma komponentami, tedy C(z) = 3 B(z) = 152(x).
o D(z) = S*(z), tedy d, je pocet usporadanych k-tic stromii tvoifci rozklad vrcholt

k
e E(x)= Sk(lz), tedy e, je poéet lesii s k komponentami

Konecné vyjadiime




V nasledujicich definicich a pozorovanich je takovghle text odkaz na to, co si pod tim pfredstavovat v ramci
minulého prikladu.

Definice (EVF) Méjme mnozinu A (vSechny konecné stromy s ocislovanymi vrcholy), predpokladejme:

1. kazdy prvek o € A (néjaky strom) mé mnozinu vrchola (vrcholi) V(a) € N, V() konecnd
2. pro kazdou koneénou V' C N existuje konecné mnoho v € A t. z. V() =V
o (existuje konecné mnoZstvi stromai)
3. pro dvé konefné mnoziny VW C N t. z. |V| = |W| plati, Ze pocet @ € A t. z. V(a) =V je stejny jako
a€ At z. V(a) =W (co do poCtu, zalezi jen na velikosti mnoziny vrcholu)
o (dvé stejné velké mnoZiny vrcholi maji stejny pocet stromi)

Potom exponencialni vytvorujici funkce pro A je

x'rl
EVF(A) =) n—

n>0

kde
an=#acAt. 2. V(a)={1,...,n}

(¢¢): Necht A(z) je EVF(A), B(x) = EVF(B), potom:

1. pokud A, B jsou disjunktn{ (ptiklad vyse), pak A(x) + B(z) je EVF(AU B)
o stejné jako u OFV, protoze [z"] (A(z) + B(z)) = % + ba = dutbs
2. A(z) - B(x) = ch%, kde ¢, je pocet usporadanych dvojic (a, ) t.z. a € A, 8 € B,V(a) UV (B) =
{1,...,n} (tvori rozklad)
3. A¥(z) = Y dn 27, kde d,, je pocet uspofddanych k-tic (v, ..., ax), kde

n!?

oq,...,ozkEAt.i.V(oq)U...UV(ak):{1,...,n} *

4. pokud V(«) # 0,Va € A, pak

Ak (x) x"
A L
kde e,, je pocet k-prvkovych mnozin spliujicich %
5. pokud Va € A : V() # 0, pak

2 n
exp(A(z)) = eA® =1+ A(z) + A 2(1‘) +...= gfna;”

kde f, je pofet mnozin {aq,...,ar} C A, kde V() U...UV (o) ={1,...,n}

Groupy a Burnside

Definice (akce grupy) necht A je mnozina, necht I' je grupa, 1r jeji neutrdlni prvek. Potom akce grupy I' na
mnoziné A je bindrni operace - : I' X A — A t.7.

l.VxeA:lr-xz==x
2. Vv, 0 el Ve e A:vy-(0-2)=(y)) -z
e pozor, - a vyd jsou jiné operace
(¢¢): Pokud v € I,y ! je inverzni prvek k v, potom Vo, y € A:v- 2=y < vy - y=u

Dusledek: Vp € I' : zobrazeni « — p - = je bijekce A +— A

12. prednaska

Definice (mnozina pevnych bodu) v € T, znacend Fix(y) = {z € A | yz = =}
Definice (stabilizator) prvku € A je Stab(z) = {y € ' | vz = 2}
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(¢¢):yel,z € A:veStab(z) < z€Fix(y) < yr ==
(¢%): Stab(z) je podgrupa I'

o 1p € Stab(x), protoze 1rz =z
e 7 € Stab(z) = v~! € Stab(z) z pozorovani vz =y <= xz =71y
e 7,0 € Stab(z) = yx = z,0x = x, dosazenim dostédvam ydx = x

Prvky z,y € A jsou ekvivalentni (znac¢im = ~p y), pokud Iy € I' t.z. va =y

o (¢%): ~r je to ekvivalence:
— reflexivni — x = 1rx
— symetrickd — vz =y <= v ly=12
— transitivnl —yx =y Ayy =z = (dy)z =2

Definice (orbita) obsahujici prvek « € A je mnozina
[zlp={yeAlz~ry}={yz|y€eT}
mozinu orbit zna¢ime A/T.

Priklad: Kolacky (mék, tvaroh, povidla).

K:{abd |a,b,c,de{T,M,P}} K| =3*=81

I' = {otodenf o nasobky 90° mod 360°} = {0°,90°, 180°, 270°}

e akce odpovidaji otocenim kolacku.

b
Fix(180°) = ¢|a, a|| a,b e {T, M, P}}

b

T [e]
. Stab(MPM = {0°}

T T M P M
. {MPM| —{MPM, P T MM | TMP}

Lemma (o orbité stabilizatoru) Necht T' je konecnd grupa s akef na mnoziné A. Potom
Va € A : |Stab(x)| - | [z]| = |T|

Diikaz: Necht mnozina Map(x,y) je mnoZina akci a, pro které a-x = y. Pro akce o € Map(x,y) pomoci cac~—*

lze definovat bijekci mezi Map(x, z). Poté

Ve e AT = Z [Map(z,y)| = Z [Stab(z)| = |[x]||Stab(z)]
yEla] y€la]

Véta (Burnsideovo lemma) Necht I" je koneénd grupa s akei na A
1. (jednoduchd) pokud A je kone¢nd, pak
1 .
|A/T] = T > [Fix(y)]
el

= pocet orbit je roven ,,pramérnému poctu pervnych boda“
2. Nechf kazdé orbita o € A/T" mé pfifazenou vihu w(o). Potom

> wlo) =Y 3w

o€ A/T vyeTl zeFix(y)
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Diikaz: (2) = (1), kdyz jsou véhy 1.

(2) — dvojim pocitdnim s := 3> ) crya ypey w([2])

5= Z Z w([x]) z definice

V€T zeFix(y)

s = Z Z w([z]) pocitani obracené, pres Stab
€A yEStab(x)

= Z Z Z w([z]) zévisi pouze na véaze orbity

0€A/T" T€0 yEStab(x)

Z Z |Stab(z)|w(o) vnitin{ suma zavisi na Stab(z)

o€A/T" z€0

I
= Z Z | | lemma o orbité a stabilizatoru
0€A/T €0

r
= Z lo| —w(o) obsah sumy zavisi na velikosti orbity

I
=
(]
=3
S

Poté prvni a druhy zptisob ddm do rovnosti, vydélim velikosti grupy a hotovo.

Priklad: Koldcky na steroidech: mnozina kolackt R, v kazdé ¢asti nezdporny pocet rozinek, akce jsou stejné.
Pro k € Ny, aj, = pocet orbit, jejichz kolacky majf celkem k rozinek. Cil je ziskat vzorec pro A(z) =3, 5o ana™
Pouzijeme obecnéjsi Burnsideovo lemma. Chceme, aby

M= w0 =Y T

0€A/T YED z€Fix(vy)

Vahu orbity s k rozinkami nastavime na z*. Pro ¢ € R ozna¢im r(q) pocet rozinek v ¢, w([q]) = z"(@).

¥ 1r 90°, 270° 180°
Fix(y) R vsude je stejny pocet protéjsi strany maji
rozinek stejny pocet rozinek

> gerix(y) w(la]) (%IY L (ﬁ)Q

Vytvorujici funkce z tabulky jsme odvodili nasledné:

S =S w3 gerbrerd o (Z xa>4: (1:@)4

g€Fix(y)=R  q€R (a,b,c,d)ENG a€Ng

Z Zx 17x4

g€Fix(v)={(a,a,a,a)|a€Np} a€Ng
1 2
2a
>z (ze) - ()
g€Fix(y)={(a,b,a,b)|a,beENg} a€Np beNy

Tedy dostavame, ze




13. prednaska

Extremalni teorie

Definice: pro graf H ozna¢im ex(n, H) nejvétsi m t.Z. existuje graf G s n vrcholy, m hranami a neobsahujici
H jako podgraf.

o ex(n, K3) = |E(K |2 127) = |5] - [5]
o ex(n,Cy) = O(n*?) = O(ny/n)

— viz poznamky z Kombinatoriky a Grafi |

’I’L2

I

Definice: k,n € N, oznaéme Ty (n) uplny k-partitni graf na n vrcholech, jehoz vSechny partity maji velikost

| %] nebo [#]. Necht t(n) = |E(Tk(n))|

e Uplny k-partitni znamend, Ze kazdé 2 partity jsou Uplny bipartitni graf
o (%) k-partitni je to samé jako k-obarvitelny (X(G))
o partity mohou byt i prazdné (k-partitni je i k’-partitni, pro &’ > k)

(¢¢): Vr e Nyr > 2 :ex(n, K,) > t,—1(n), protoze T,_1(n) neobsahuje K, (z kazdé partity si klika vezme < 1
vrchol, tedy nejvyse r — 1)

Lemma (1) Kazdy k-partitni graf na n vrcholech ma nanejvys ¢x(n) hran.
e tr(n) jsou mezi k-partitnimi nejlepsi
Diukaz: Necht G = (V, E) je k-partitni, Py, ..., Py jsou jeho partity. Navic |P;| < |Pa| < ... < |Pg|

o bud |Py| < |P1| + 1, pak G = Ty(n)
o jinak pro spor |Py| > |Py| + 2
— idea dukazu je ta, ze vezmeme vrchol z posledni partity a presuneme ho do prvni
— necht 2 € Py, necht G je tGplny k-partitni s partitami P; U {z}, P2, P3,..., P\ {z}; potom |E(G)| >
|E(G)], coz je spor:
* stupné pro P, ..., Py se neméni (vrcholy stéle vidi z, jen je ted jinde)
* stupné pro P; klesne o 1 (vrcholy prestanou vidét x)
* stupné pro Py \ {z} vzroste o 1 (vrcholy zacnou vidét z)
* stupné pro x vzroste alespon o 1 (x prestane vidét Py a zacne vidét Py)
Lemma (2) Necht G = (V, E) je graf neobsahujic{ K, jako podgraf. Potom 3H = (V, Ey) (r — 1)-partitni t.z.
degg(z) < dogyy(z) (a tudiz |E(G)| < |E(H))
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o = pro graf neobsahujici K, jako podgraf jsou (r — 1)-partitni nejlepsi
Dikaz: indukci podle r

e 7 =2 = G neobsahuje K> a je tedy nemd hrany; G = H spliiuje tvrzeni (celé tvoii jednu partitu)
e 1 > 2: G neobsahuje K,:

Necht « € V(G) je vrchol max. stupné v G

e S = Ng(x) (sousedstvi)
o Gs = G|[5] (podgraf indukovany S)
— (¢%): Gg neobsahuje k,_1, jinak G [S U {z}] obsahuje k,
— vyuzijeme IP: 3(r — 2)-partitni graf Hg = (S, Eny)
* splituje (dle IP), ze Yy € s : degy, (y) > degg, (y)
x V'\ S zadefinuji jako ((r — 1).) partitu a vSe patfi¢né spojim, ¢imz ziskam H

Ovétime Vo € V : degy(z) < degy ()
1. ye V\ S:degy(y) =|S| =degy(z) = degn(x) > deg(y) (z je vrchol s nejvétsim stupném)

P
2. y € S:degy(y) =degy,(y) + |V \ S| = degg (y) + [V \ 5| = degg(y)
o rozdélili jsme to na dva pripady podle toho, co vidi uvnitf a co vné S
¢ posledn{ nerovnost plyne z toho, Ze y v G vid{ sousedy v G + nanejvys viechny z V' \ S

Véta (Turan, 1941) Vr > 2 : ex(n, K,) = t,—1(n)
Dikaz: Vezmu G néjaky graf bez K.

o uZ jsme (v pozorovani vyse) vidéli ex(n, K,) > t,_1(n) (protoze T;._1(n) neobsahuje K)
o dle tvrzeni (2) 3(r — 1)-partitni graf H t.z. |[E(G)| < |E(H)|
o dle tvrzeni (1) je |[E(H)| < tr—1(n) = |E(G)| < tr_1(n) = ex(n, K;) < t,._1(n)

Spojeni odhadt dava rovnost.

Poznamka: t;(n) = 22 (1) + O(n) = 52n% + O(n)

Pro minory

Definice: pro graf H : ex<(n, H) je maximalni po¢et hran grafu G na n vrcholech bez H jako minoru.
(¢%): ex(n, H) > ex<(n, H), protoze graf bez H-minoru nemd ani H-podgraf
e obracené platit nemusi.
(¢): ex<(n, K3) =n — 1 (dostdvam stromy!)
Véta: Vr > 33c, > 0:Vn:ex<(n,K,) <c¢ -n

o jinymi slovy: kazdy graf G = (V, E) s |E| > ¢, - n obsahuje K,-minor

zévisejici pouze na r)
Diikaz: dokazeme pro ¢, = 273, indukei dle r

e zaklad r = 3, coz jsou lesy a vime, Ze plati
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e 7 > 3, sporem
— 3G = (V, E) neobsahujici K,-minor ale |E| > ¢, - |V| a zdroveni min. pro |V|+ |E|
— pokud G’ = (V’, E’) je vlastni minor G, tak |E’| < ¢, - |V, jinak bychom zvolili G’
Pomocné tvrzeni: V{z,y} = e € E plati [N(z) "N N(y)| > ¢,
Dikaz: Vezmu G’ = G.e
o |E| > ¢ - |V] (protoze G je protipiiklad)
o |E'| <cr-|V'|=¢ (V| —1) (protoze G’ neni protipiiklad)
Odeétem nerovnosti mame |E| — |E’| > ¢,. Navic |E| — |E'| = 14 |N(z) N N(y)| (zanikaji hrany do spoleénych
sousedil a navic hrana e), dosazenim dostdvdme hledanou nerovnost.
K dtkazu pavodniho vyberu z € V(G), S = Ng(z),Gs = G [S].
« dle pomocného tvrzeni Vy € S : degg (y) > ¢, jelikoz vSichni sousedé z lezi v .
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o [E(Gs)| = F 15 = 5=[S] = ¢ralS]
— dle IP musi Gg obsahovat K,_; minor a ten spolu s z tvoii v G K,-minor, coz je spor

Poznamka: odhad byl dost hruby, véta plati dokonce pro ¢, = O(r - /logr)

Pronikajici systémy mnozin

Definice: k-uniformni hypergraf je dvojice (V, E), kde E C (‘2)

o f(k,n) := max. m t.z. 3 k-uniformni hypergraf H = (V, E) t.z. |V| = n,|E| = m a E je ,pronikajici
systém mnozin® (t.j. Ve,e’ € E:ene’ # ()
— bran{ vSech hran nemus{ fungovat (musf se protinat vSechny dvojice)
(¢%): rozebereme nékolik pripadi:
e k>n: f(k,n) =0, protoze neexistuji hyperhrany
o k<n<2k: f(kn)= (Z), protoZe kazdé dvé mnoziny z (Z) se protinaji
e n>2k: f(k,n)> (}7]) — konstrukce, kde E = {{1} Ue'|e e ({21;':1”})}

— jednd se o tzv. ,slunecnicovou konstrukci® (viz tvar)

7
**Véta (Erdos-Ko-Rado, 196%)** Vk,n € N:n > 2k = f(k,n) = (}7})

k-1
Diukaz: dokazujeme dva odhady:

« dolni odhad f(k,n) > (}~) ze slune¢nicové konstrukee

e horni odhad f(k,n) < (Zj) méme H = (V, E) k-uniformni hypergraf t.z. E je protinajici systém mnozin
Definice: cyklické poradi {1,...,n} je n&jaka 1-cyklovd permutace {1,...,n}

« k-intervaly (v tomhle piikladé 3-intervaly) permutace C' = (3,1, 5,4, 2,7, 6, 8) jsou 315, 154, 542, 768, 683, 831
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(¢¢): intervali daného potradi C je n
(¢¢): cyklickych poradi je (n — 1)!
e kvili tomu, ze libovolnou permutaci miazu posunout o n mist a stale to bude stejny cyklus
(¢¢): pokud e = {ay,...,ax} je vici C interval, pak 3 < k — 1 dalsich hran ¢’ t.Z. jsou intervaly vuéi C

Dukaz: Muze nastat vzdy pravé jeden z nésledujicich pripadi, protoze z predpokladu je E pronikajici systém
mnozin (a €’ s €’ by byly disjunktni):

4 v
O | Guey @ &3 t)

By b,
.Q/l .L”

Dvojic je tedy nejvyse r — 1.
Dukaz véty bude dvoji pocitani (e, C) t.z. e € E, ¢ cyklické poradi a e tvori v C interval.

1. vezmu e a chci tvorit cyklické poradi t.z. e tvoif interval: e zpermutuji k! zpisoby a V' \ e zpermutuji
(n — k)! zptisoby, pro kazdou hranu, tedy

#(e,C) = |E|- k! (n—k)!

2. vezmu C: téch je (n —1)!
e podle pozorovani je e tvoricich interval nanejvys k, tedy

#(e,C) < k- (n—1)!

n—1
<
EL_<k_1>

Spojenim dostavam

Zdroje/materialy

e stranky prednasky
o poznamky Véclava Koncického z roku 2019

Podékovani

o Eldaru Urmanovi za upozornén{ na nékolik pieklepti/chyb v dikazech a definicich
o Matéji Kripnerovi za dikazy nékterych tvrzeni a opravy pieklepi
o Kateriné Sulkové za naprosto nesmyslny napad prejmenovat Burnsideovo lemma na ,,Rumcajsovo*
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https://research.koutecky.name/db/teaching:kg22021_prednaska
https://kam.mff.cuni.cz/~koncicky/notes/kag2/pdf
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