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0. Uvodem

Tento spisek vznikl jako ucebni text k prednasce z grafovych algoritmi, kte-
rou pfednésim na Katedre aplikované matematiky MFF UK v Praze. Rozhodné si
neklade za cil dikladné zmapovat celé v dnesni dobé€ jiz zna¢né rozkosatélé odvétvi
informatiky zabyvajici se grafy, spiSe se snazi ukazat nékteré typické techniky a te-
oretické vysledky, které se pii navrhu grafovych algoritmu pouzivaji. Zkratka je to
takovy turisticky privodce krajinou grafovych algoritmi.

Jelikoz prednaska se fadi mezi pokrocilé kursy, dovoluji si i v tomto textu pred-
pokladat zéakladni znalosti teorie grafti a grafovych algoritmi. V pfipadé pochybnosti
doporucuji obratit se na nékterou z knih [41], [17] a [38]. V¥bornou referenéni pfiruc-
kou, ze které jsem Castokrat cerpal i ja pfi sestavovani prednasek, je také Schrijverova
monumentalni monografie Combinatorial Optimization [48].

M¢é diky patii studentlim Seminafe z grafovych algoritmi, na kterém jsem
na jafe 2006 prvni verzi této pfednasky uvadél, za vyborné zpracované zapisky, jez
se staly prazdkladem tohoto textu. Jmenovité:

Toky, vezy a Fordiv-Fulkersontiv algoritmus: Radovan Sestdk

Dinictv algoritmus: Bernard Lidicky

Globdlni souvislost a pdrovdni: Jiri Peinlich a Michal Kirka

Gomory-Hu Trees: Milan Straka

Minimdlni kostry: Martin Krulis, Petr Susil, Petr Skoda a Tomds Gavenciak
Pocitini na RAMu: Zdenék Vilusinsky

Q-Heapy: Cyril Strejc

Suffixové stromy: Tomds Mikula a Jan Krdl

Dekompozice Union-Findu: Ales Snupdrek

Dékuji také tvircim vektorového editoru Vrr, v némz jsem kreslil vétsinu obrazk.

V Praze v bfeznu 2007
Martin Mares

Znaéeni
V celém textu se budeme drzet tohoto zakladniho znaceni:
e G bude znacit koneény graf na vstupu algoritmu (podle potfeby budto
orientovany nebo neorientovany; multigraf jen bude-li explicitné feéeno).
e V a FE budou mnoZiny vrcholi a hran grafu G (pfipadné jiného grafu
uvedeného v zévorkéch). Hranu z vrcholu u do vrcholu v budeme psat uv,
at uz je orientovana nebo ne.
e n a m bude podet vrcholi a hran, tedy n := |V|, m := |E]|.
e Pro libovolnou mnozinu X vrchold nebo hran bude X oznacovat doplnék
této mnoziny; pritom z kontextu by mélo byt vzdy jasné, vzhledem k ¢emu.

Také budeme bez jmy na obecnosti pfedpokladat, ze zpracovavany graf je souvisly.

vvvvv

protoze vime, ze n = O(m).
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1. Toky, rezy a Forduv-Fulkersontuv algoritmus

V této kapitole nadefinujeme toky v sitich, odvodime zakladni véty o nich a
také Forduv-Fulkersoniv algoritmus pro hledani maximalniho toku. Také ukazeme,
jak na hleddni maximalniho toku pfevést problémy tykajici se fezli, separatori a
parovani v bipartitnich grafech. Dalsi tokové algoritmy budou nasledovat v pristich
kapitolach.

Toky v sitich

Intuitivni pohled: sit je systém propojenych potrubi, ktery pfepravuje tekutinu
ze zdroje s (source) do spotiebice ¢ (target), pficemz tekutina se nikde mimo tato
dvé mista neztraci ani nevznika.

Definice:
e Sit je usporddand pétice (V| E, s,t,c), kde:
e (V,E) je orientovany graf,
® scV zdroj,

e t € V spotrebi¢ neboli stok a
® ¢: ' — R funkce udéavajici nezaporné kapacity hran.

® Ohodnocent hran je libovolna funkce f : F — RR. Pro kazdé ohodnoceni
f muzZeme definovat:

FFoy= Y fle), fw= > fle), fAv)=frw)—f (v)
e=(-,v) e=(v,-)

[co do vrcholu pfiteée, co odtece a jaky je v ném prebytek].
® Tok je ohodnoceni f: F — IR, pro které plati:

e Ve:0< f(e) <cle), (dodriuje kapacity)
o Vv #s,t: fAv)=0. (Kirchhoffiv zdkon)

o Velikost toku: |f| = —f2(s).

® Rez (tokovy): mnozina vrcholit C' C V takova, ze s € C, t ¢ C. Rez
miizeme také ztotoznit s mnoZzinami hran C~ = EN(C x C) [tém budeme
iikat hrany zleva dopraval] a C* = E N (C x C) |[hrany zprava doleva).

® Kapacita fezu: |C| = .- c(e) (bereme v ivahu jen hrany zleva dopra-
va).

o Tok pies fez: [5(C) = Yreoe £e)s 17(C) = Yco fe)s 15(C) =
@) = f7(O).

e Cirkulace je tok nulové velikosti, ¢ili f takové, ze f2(v) = 0 pro viechna v.

Zakladnim problémem, kterym se budeme zabyvat, je hledani mazimdlniho
toku (tedy toku nejvétsi mozné velikosti) a minimdiniho fezu (fezu nejmensi mozné
kapacity).
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Véticka: V kazdé siti existuje maximéalni tok a minimalni fez.

Diikaz: Existence minimélniho fezu je trivialni, protoze fezui v kazdé siti je konec-
né mnoho; pro toky v sitich s redlnymi kapacitami to ovSem neni samoziejmost a
je k tomu potfeba trocha matematické analyzy (v prostoru vSech ohodnoceni hran
tvori toky kompaktni mnozinu, velikost toku je linearni funkce, a tedy i spojité, pro-
¢eZ nabyva maxima). Pro racionalni kapacity dostaneme tuto véticku jako diisledek
analyzy Fordova-Fulkersonova algoritmu. Q@

Pozorovani: Kdybychom velikost toku definovali podle spotiebic¢e, vyslo by totéz.
Plati totiz:
FA(s) + F2() ZfA =D fle)=f(e)=0
e

(prvni rovnost plyne z Kirchhoffova zakona — viechna ostatni f2(v) jsou nulova;
druhé pak z toho, Ze kazd4 hrana pfispé&je k jednomu f*(v) a k jednomu f~(v)).
Proto je |f| = —f2(s) = f2(t).

Stejné tak mizeme velikost toku zmérit na libovolném fezu:
Lemma: Pro kazdy fez C plati, ze |f| = —f2(C) < |C].
Diikaz: Prvni ¢ast indukci: kazdy fez mizeme ziskat postupnym pridavanim vrchold
do trividlniho fezu {s} [¢ili pfesouvadnim vrcholt zprava doleval, a to, jak ukéze
jednoduchy rozbor p¥ipadii, nezméni f2. Druha &ast: —f2(C) = f~(C) — fH(C) <
) <icy

Vime tedy, ze velikost kazdého toku lze omezit kapacitou libovolného fezu.
Kdybychom nasli tok a fez stejné velikosti, mizeme si proto byt jisti, ze tok je
maximalni a fez minimalni. To se nam opravdu povede, plati totiz nasledujici véta:
Véta (Ford, Fulkerson): V kazdé siti je velikost maximélniho toku rovna velikosti
minim&lniho fezu.
Diikaz: Jednu nerovnost jsme dokézali v pfedchozim lemmatu, druhéd plyne z dua-
lity linedrniho programovani [max. tok a min. fez jsou navzdjem dudlni tlohy], ale
k péknému kombinatorickému dtikazu pijde opét pouzit Fordtv-Fulkersoniv algo-
ritmus. @

Forduv-Fulkersonuv algoritmus

Nejpiimocarejsi zptsob, jak bychom mohli hledat toky v sitich, je zacit s né-
jakym tokem (nulovy je po ruce vidy) a postupné ho zlepSovat tak, Ze nalezneme
néjakou nenasycenou cestu a posleme po ni ,,co pujde“. To bohuZel nefunguje, ale
mizeme tento postup trochu zobecnit a byt ochotni pouzivat nejen hrany, pro které
je f(e) < c(e), ale také hrany, po kterych néco tece v protisméru a my miizeme tok
v nasem smeéru simulovat odectenim od toku v protisméru. Trochu formalnéji:
Definice:

® Rezerva hrany e = (v, w) pfi toku f se definuje jako r(e) = (c(e) — f(e)) +
f(€), kde ¢/ = (w,v). Pro Glely tohoto algoritmu budeme pfedpokladat,

ze ke kazdé hrané existuje hrana opac¢nd; pokud ne, dodefinujeme si ji a

dame ji nulovou kapacitu.
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® Zlepsujici cesta je orientovana cesta, jejiz vSechny hrany maji nenulovou
rezervu.

Algoritmus:

1. f < nulovy tok.

2. Dokud existuje zlepsujici cesta P z s do t:

3. € < min.ep r(e).

4. Zvétsime tok f podél P o e (kazdé hrané e € P zvétsime f(e),
piipadné zmensime f(e’), podle toho, co jde).

Analyza: Nejdiive si rozmysleme, Ze pro celo¢iselné kapacity algoritmus vzdy dobéh-
ne: v kazdém kroku stoupne velikost toku o € > 1, coz mize nastat pouze konec¢né-
krat. Podobné pro raciondalni kapacity: pfenasobime-li vSechny kapacity jejich spo-
leénym jmenovatelem, dostaneme sit s celodiselnymi kapacitami, na které se bude
algoritmus chovat identicky a jak jiz vime, skonéi. Pro iracionalni kapacity obecné
dobéhnout nemusi, zkuste vymyslet protiptiklad.

Uvazme nyni situaci po zastaveni algoritmu. Funkce f je urcité tok, protoze jim
byla po celou dobu béhu algoritmu. Prozkoumejme ted mnozinu C' vrchold, do nichz
po zastaveni algoritmu vede zlepSujici cesta ze zdroje. Jisté s € C, t & C, takze
tato mnozina je fez. Navic pro kazdou hranu e € C~ musi byt f(e) = c(e) a pro
kazdou e’ € CT je f(e') = 0, protoZe jinak by rezerva hrany e nebyla nulova. TakZe
f7(C)=1Cla fH(C) =0, dili |f| = |C].

Nasli jsme tedy k toku, ktery algoritmus vydal, ez stejné velikosti, a proto,
jak uz vime, je tok maximéalni a fez minimélni. Tim jsme také dokézali Fordovu-
Fulkersonovu vétu'!) a existenci maximalniho toku. Navic algoritmus nikdy nevy-
tvari z celych ¢isel neceld, ¢imz ziskdme:

Dusledek: Sit s celodiselnymi kapacitami mé maximdlni tok, ktery je celo¢iselny.
Casova slozitost F-F algoritmu mtize bj’t pro obecné sité a nesikovnou volbu zlep-
Sujicich cest obludné, ale jak dokazali Edmonds s Karpem, pokud budeme hledat
cesty prohledédvanim do $ifky (coz je asi nejpfimocatejsi implementace), pobé&zi v ¢a-
se O(m?n). Pokud budou viechny kapacity jednotkové, snadno nahlédneme, Ze staci
O(nm). Edmondstv a Karptiv odhad nebudeme dokazovat, misto toho si v p¥isti
kapitole predvedeme efektivnéjsi algoritmus.

Rezy, separitory a k-souvislost
Teorie tokd ndm rovnéz poslouzi ke zkoumani nasobné souvislosti grafi.
Definice: Pro kazdy neorientovany graf G a libovolné jeho vrcholy s,t zavedeme:

® st-fez je mnozina hran F takova, ze v grafu G — F jsou vrcholy s, t v riz-
nych komponentach souvislosti.

(1) Dokonce jsme ji dokazali i pro realné kapacity, protoze miiZzeme algoritmus spus-
tit rovnou na maximalni tok misto nulového a on se ihned zastavi a vyda certifikujici
fez.
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® st-separdtor je mnozina vrchold W takova, ze s,t ¢ W a v grafu G — W
jsou vrcholy s,t v rtiznych komponentach souvislosti.

® Rez je mnoZina hran, kterd je xy-Fezem pro néjakou dvojici vrcholl z, y.

® Separdtor je mnozina vrcholu, ktera je xy-separatorem pro néjakou dvojici
vrcholi x, y.

® (5 je hranové k-souvisly, pokud |V| > k a vSechny fezy v G maji alespon k
hran.

® (G je vrcholové k-souvisly, pokud |V| > k a vSechny separdtory v G maji
alesponl k£ vrchold.

Vsimnéte si, ze nesouvisly graf ma fez i separator nulové velikosti, takze vr-
cholové i hranova 1l-souvislost splyvaji s obycejnou souvislosti pro vSechny grafy
o alespori dvou vrcholech. Hranové 2-souvislé jsou pravé (netrividlni) grafy bez mos-
ti, vrcholové 2-souvislé jsou ty bez artikulaci.

Pro orientované grafy muzeme st-fezy a st-separatory definovat analogicky
(totiz, ze po odstranéni pfislu$né mnoziny hran ¢ vrcholt neexistuje orientovand
cesta z s do t), globdlni Yezy a separdtory ani vicendsobné souvislost se obvykle
nedefinuji.

Poznamka: Minimdalni orientované st-fezy podle této definice a minimalni tokové
fezy podle definice ze zacatku kapitoly splyvaji: kazdy tokovy fez C' odpovida st-
fezu stejné velikosti tvofenému hranami v C'~; naopak pro minimalni st-fez musi
byt mnozina vrchold dosazitelnych z s po odebrani fezu z grafu tokovym Fezem, opét
stejné velikosti. [Velikost méfime souctem kapacit hran.] Déva tedy rozumny smysl
fikat obojimu stejné. Podobné se chovaji i neorientované grafy, pokud do ,tokového*
fezu pocitdme hrany v obou smérech.

Analogii tokti je pak existence néjakého poc¢tu disjunktnich cest (vrcholové nebo
hranové) mezi vrcholy s a t. Analogii F-F véty pak budou zndmé Mengerovy véty:

Véta (Mengerova, lokalni hranova orientovana): Bud G orientovany graf a s, t néjaké
jeho vrcholy. Pak je velikost minimalniho st-fezu rovna maximalnimu poc¢tu hranoveé
disjunktnich st-cest.(?

Diikaz: 7 grafu sestrojime sit tak, Ze s bude zdroj, ¢ spotiebi¢ a vSem hrandm na-
stavime kapacitu na jednotku. Rezy v této siti odpovidaji fezfim v piivodnim grafu.
Podobné kazdy systém hranové disjunktnich st-cest odpovida toku stejné velikosti
a naopak ke kazdému celoc¢iselnému toku dovedeme najit systém disjunktnich cest
(hladové tok rozklddame na cesty a priibézné odstratiujeme cirkulace, které objevi-
me). Pak pouzijeme F-F vétu. @

Véta (Mengerova, lokdlni vrcholova orientovand): Bud G orientovany graf a s,t
néjaké jeho vrcholy takové, ze st ¢ E. Pak je velikost minimélniho st-separdtoru
rovna maximalnimu po&tu vrcholové disjunktnich st-cest. (3

) orientovanych cest z s do ¢
() Tim myslime cesty disjunktni az na krajni vrcholy.
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Diikaz: Podobné jako v dikazu piedchozi véty zkonstruujeme vhodnou sif. Tentokrat
ovsem rozdélime kazdy vrchol na vrcholy v+ a v~, vSechny hrany, které ptivodné
vedly do v, piepojime do vT, hrany vedouci z v povedou z v~ a pfiddme novou hranu
z v do v~. VSechny hrany budou mit jednotkové kapacity. Toky nyni odpovidaji
vrcholové disjunktnim cestam, fezy v siti separatorim. Q

>ﬂ<% 3% U:

Rozdéleni vrcholu

Podobné dostaneme neorientované lokalni véty (neorientovanou hranu nahra-
dime orientovanymi v obou smérech) a z nich pak i globélni varianty popisujici
k-souvislost grafi:

Véta (Mengerova, globalni hranova neorientovana): Neorientovany graf G je hranové
k-souvisly prave tehdy, kdyz mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje alespon k hranoveé
disjunktnich cest.

Véta (Mengerova, globalni vrcholova neorientovana): Neorientovany graf G je vr-
cholové k-souvisly praveé tehdy, kdyZ mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje alespon k
vrcholové disjunktnich cest.

Maximalni parovani v bipartitnim grafu

Jinym problémem, ktery lze snadno prevést na hleddni maximalniho toku, je
nalezeni maximdlniho pdrovdni v bipartitnim grafu, tedy mnoziny hran takové, Ze
zadné dvé hrany nemaji spoleény vrchol. Maximalnim minime vzhledem k poctu
hran, nikoliv vzhledem k inkluzi.

Z bipartitniho grafu (A U B, E) sestrojime sit obsahujic{ v8echny pivodni vr-
choly a navic dva nové vrcholy s a t, dale pak vSechny ptvodni hrany orientované
z A do B, nové hrany z s do vSech vrcholu partity A a ze vSech vrcholt partity B
do t. Kapacity vSech hran nastavime na jednicky:

Nyni si vSimneme, Ze parovani v puvodnim grafu odpovidaji celociselnym to-
kium v této siti a ze velikost toku je rovna velikosti parovani. Staci tedy nalézt
maximalni celoéiselny tok (tfeba F-F algoritmem) a do parovani umistit ty hrany,
po kterych néco tece.

Podobné mizeme najit souvislost mezi fezy v této siti a vrcholovymi pokrytimi
zadaného grafu — to jsou mnoziny vrcholu takové, ze se dotykaji kazdé hrany. Tak
z F-F véty ziskame jinou standardni vétu:
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Véta (Konigova): V kazdém bipartitnim grafu je velikost maximalniho parovani rov-
na velikosti minimalniho vrcholového pokryti.

Diikaz: Pokud je W vrcholové pokryti, musi hrany vedouci mezi vrcholy této mnozi-
ny a zdrojem a spotfebi¢em tvorit stejné velky fez, protoze kazda st-cesta obsahuje
alesponi jednu hranu bipartitniho grafu a ta je pokryta. Analogicky vezmeme-li li-
bovolny st-fez (ne nutné tokovy, sta¢i hranovy), mizeme ho bez zvétSeni upravit
na st-fez pouzivajici pouze hrany ze s a do t, kterému pfimocare odpovida vrcholo-
vé pokryti stejné velikosti. Q

Nékteré algoritmy na hledani maximéalniho parovani vyuzivaji také volné stii-
davé cesty:

Definice: (Volnd) stridavd cesta v grafu G s parovanim M je cesta, kterd zacind i
kon¢i nesparovanym vrcholem a stfidaji se na ni hrany lezici v M s hranami mimo
parovani.

Vsimnéte si, ze pro bipartitni grafy odpovidaji zlepsujici cesty v prislusné siti
pravé volnym stiidavym cestam a zlepsSeni toku podél cesty odpovida prexorovanim
parovani volnou stfidavou cestou. Fordiv-Fulkersontiv algoritmus tedy lze velice
snadno formulovat i v feci stfidavych cest.
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2. Dinicuv algoritmus a jeho varianty

Maximalni tok v siti uz umime najit pomoci Fordova-Fulkersonova algoritmu
z minulé kapitoly. Nyni pojedname o efektivnéjsim Dinicové algoritmu a o rtznych
jeho variantach pro sité ve specidlnim tvaru.

Dinicav algoritmus

Dinictiv algoritmus je zalozen na nésledujici myslence: Ve Fordové-Fulkersonoveé
algoritmu nemusime pricitat jen zlepsujici cesty, ale je mozné pric¢itat rovnou zlep-
Sujici toky. Nejlépe toky takové, aby je nebylo obtizné najit, a pfitom aby ptivodni
tok dostatecné obohatily. Vhodnymi objekty k tomuto ticelu jsou blokujici toky:

Definice: Blokujici tok je tok takovy, ze kazda orientovana st-cesta obsahuje ale-
spoil jednu nasycenou hranu. [Tj. takovy tok, ktery by nasel F-F algoritmus, kdyby
neuvazoval rezervy v protismeéru.|

Algoritmus (Dinic):

1. Zac¢neme s libovolnym tokem f, napiiklad prazdnym (vSude nulovym).
2. Tterativné vylepSujeme tok pomoci zlepsujicich toki: (vnéjsi cyklus)

3.

4.

o

© x>

10.
11.

12.
13.

Sestrojime sif rezerv: vrcholy a hrany jsou tytéz, kapacity jsou
uréeny rezervami v puvodni siti. Dale budeme pracovat s ni.
Najdeme nejkratsi st-cestu. Kdyz zadna neexistuje, skonc¢ime.
Procistime sit, tj. ponechdme v ni pouze vrcholy a hrany na nej-
kratsich st-cestach.
Najdeme v procisténé siti blokujici tok fp:
fB + prdzdny tok
Postupné ptiddvame st-cesty: (vnitini cyklus)
Najdeme st-cestu. Napf. hladové — rovnou za nosem*.
Posleme co nejvice po nalezené cesté.
SmaZeme nasycené hrany. (Pozor, smazanim hran mo-
hou vzniknout slepé ulicky, ¢imZ se znecisti sit a nebude
fungovat hladové hledéni cest.)
Dodistime sif.
Zlepsime f podle fp

S t

Procisténa sit rozdélena do vrstev

Slozitost algoritmu: Oznacme [ délku nejkratsi st-cesty, n pocet vrchold sité a m
pocet hran sité.
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e Jeden prichod vnitfnim cyklem trva O(l), coz mizeme odhadnout jako
O(n), protoze vzdy plati I < n.

® Vnitini cyklus se provede maximéalné m-krat, protoze se vzdy alespon
jedna hrana nasyti a ze sité vypadne, takze krok 6 mimo podkroku 12
bude trvat O(mn).

o Cisténi a dodistovani sité dohromady provedeme takto:

® Rozvrstvime vrcholy podle vzdalenosti od s.

e Zatizneme dlouhé cesty (delsi, nez do vrstvy obsahujici t).

e Drzime si frontu vrcholt, které maji deg™ = 0 ¢ deg™ = 0.

® Vrcholy z fronty vybirame a zahazujeme vcetné hran, které
vedou do/z nich. A p¥ipadné pfiddvame do fronty vrcholy, kte-
rym pfi tom klesl jeden ze stupnt na 0. Vymazou se tim slepé
ulicky, které by vadily v podkroku 9.

Takto kroky 5 a 12 dohromady spotiebuji ¢as O(m).
e Jeden pruchod vnéjsim cyklem tedy trva O(mn).
e Jak za chvili dokdzeme, kazdym prichodem vnéjsim cyklem [ vzroste,

takze priichodi bude maximalné n a cely algoritmus tak pobézi v Case
O(n*m).

Korektnost algoritmu: Kdyz se Dinictiv algoritmus zastavi, nemize uz existovat
7adna zlepSujici cesta (viz krok 4) a tehdy, jak uz vime z analyzy F-F algoritmu, je
nalezeny tok maximalni.

Véta: V kazdém priichodu Dinicova algoritmu vzroste [ alespon o 1.

Diikaz: Podivame se na prubéh jednoho priichodu vnéjsim cyklem. Délku aktualné
nejkratsi st-cesty oznacme [. VSechny ptvodni cesty délky ! se béhem prichodu
zarucené nasyti, protoze tok fp je blokujici. Musime vSak dokazat, Ze nemohou
vzniknout zadné nové cesty délky [ nebo mensi. V siti rezerv totiz mohou hrany
nejen ubyvat, ale i pfibyvat: pokud posleme tok po hrané, po které jesté nic neteklo,
tak v protisméru z dosud nulové rezervy vyrobime nenulovou. Rozmysleme si tedy,
jaké hrany mohou piibyvat:

Vnéjsi cyklus zac¢ina s neprocisténou siti. Piiklad takové sité je na néasledujicim
obrazku. Po procisténi zlistanou v siti jen ¢erné hrany, tedy hrany vedouci z i-té
vrstvy do (i + 1)-ni. Cervené a modré‘® se zahodi.

Nové hrany mohou vznikat vyhradné jako opacné k Gernym hrandm (hrany
ostatnich barev padly za obéf procisténi). Jsou to tedy vzdy zpétné hrany vedouci
7z i-té vrstvy do (i — 1)-ni. Vznikem novych hran by proto mohly vzniknout nové
st-cesty, které pouzivaji zpétné hrany. Jenze st-cesta, ktera pouzije zpétnou hranu,
musi alespon jednou skocit o vrstvu zpét a nikdy nemuze skocit o vice nez jednu
vrstvu dopfedu, a proto je jeji délka alespon [ 4 2. Tim je véta dokézana. Q

{(4) Modré jsou ty, které vedou v ramci jedné vrstvy, ¢ervené vedou zpét & za spo-
tfebic¢ ¢i do slepych ulicek. Pti vytisténi na papir vypadaji vSechny cerné.
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Neprocisténa sif. Obsahuje zpétné hrany, hrany uvnit¥ vrstvy a slepé ulicky.

Cesta uzivajici novou zpétnou hranu

Poznamky

® Neni potfeba tak puntickarské ¢isténi. Vrcholy se vstupnim stupném 0
nam nevadi — stejné se do nich nedostaneme. Vadi jen vrcholy s vystupnim
stupném 0, kde by mohl havarovat postup v podkroku 9.

® Je mozné délat prohledavani a ¢isténi soucasné. Jednoduse prohledédvanim
do hloubky: ,Hrrr na nél“ a kdyz to nevyjde (dostaneme se do slepé
ulicky), kus ustoupime a pfi Gstupu ¢istime sit odstrafiovanim slepé ulicky.

e Uz pfi prohledavani si rovnou udrzujeme minimum z rezerv a pri zpa-
teéni cesté opravujeme kapacity. Snadno zkombinujeme s prohleddvanim
do hloubky.

® V pritbé¢hu vypocétu udrzujeme jen sif rezerv a tok vypocéteme az nakonec
z rezerv a kapacit.

® Kdyz budeme chtit hledat minimalni fez, spustime po Dinicovu algoritmu
jesté jednu iteraci F-F algoritmu.

Specialni sité (ubirdme na obecnosti)

Pfi pfevodu riznych dloh na hleddni maximélniho toku ¢asto dostaneme sit
v néjakém specidlnim tvaru — tfeba s omezenymi kapacitami ¢i stupni vrcholu. Po-
divame se proto podrobnéji na chovani Dinicova algoritmu v takovych ptipadech a
ukdZeme, Ze Casto pracuje prekvapivé efektivné.
Jednotkové kapacity: Pokud sit neobsahuje cykly délky 2 (dvojice navzajem opac-
nych hran), vSechny rezervy jsou jen 0 nebo 1. Pokud obsahuje, mohou rezervy byt i
dvojky, a proto sit upravime tak, Ze ke kazdé hrané prfidame hranu opac¢nou s nulo-
vou kapacitou a rezervu proti sméru toku pfitkneme ji. Vzniknou tim sice paralelni
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hrany, ale to tokovym algoritméim nikterak nevadi.(®’

Pfi hledani blokujiciho toku tedy budou mit vSechny hrany na nalezené st-
cesté stejnou, totiz jednotkovou, rezervu, takze vzdy z grafu odstranime celou cestu.
KdyZ mame m hran, pocet zlepSeni po cestich délky ! bude maximélné m/I. Proto
slozitost podkrokt 9, 10 a 11 bude m/l - O(l) = O(m).(® Tedy pro jednotkové
kapacity dostavame slozitost O(nm).

Jednotkové kapacity znovu a lépe: Vnitini cyklus lépe udélat neptjde. Je potieba
alespon linearni ¢as pro ¢isténi. Mtizeme se ale pokusit 1épe odhadnout pocet iteraci
vnéjsiho cyklu.

Sledujme stav sité po k iteracich vnéjsiho cyklu a pokusme se odhadnout, kolik
iteraci jesté algoritmus udéla. Oznacme [ délku nejkratsi st-cesty. Vime, ze | > k,
protoze v kazdé iteraci vzroste [ alespon o 1.

Mame tok fir a chceme dostat maximalni tok f. Rozdil f — f; je tok v siti
rezerv (tok v pivodni siti to ovSem byt nemusi!), ozna¢me si ho fr. Kazda iterace
velkého cyklu zlepsi fj, alespori o 1. Tedy ndm zbyva jesté nejvyse | fr| iteraci. Proto
bychom chtéli omezit velikost toku fr. Napiiklad fezem.

Najdeme v siti rezerv n&jaky dost maly fez C. Kde ho vzit?(” Pocitejme jen
hrany zleva doprava. Téch je jisté nejvysSe m a tvori alespon k rozhrani mezi vrstvami.
Tedy existuje rozhrani vrstev s nejvyse m/k hranami‘®’. Toto rozhrani je fez. Tedy
existuje fez C, pro néjz |C| < m/k, a algoritmu zbyva maximalné m/k dalsich krok.
Celkovy pocet krokti je nejvys k +m/k, takze staci zvolit k = \/m a ziskdme odhad
na pocet kroktt O(y/m).

Tim jsme dokazali, ze celkova slozitost Dinicova algoritmu pro jednotkové ka-
pacity je O(m?3/2). Tim jsme si pomohli pro ¥dké grafy.
Jednotkové kapacity a jeden ze stupiiii roven 1: Ulohu hle-
dani maximalniho parovani v bipartitnim grafu, pfipadné
hledéani vrcholové disjunktnich cest v obecném grafu lze pie-
vést (viz predchozi kapitola) na hleddni maximélniho toku
v siti, v niZ ma kazdy vrchol v # s,t budto vstupni nebo
vystupni stuperi roven jedné. Pro takovou sit miZeme pred-
chozi odhad jesté trosku upravit. Pokusime se nalézt v siti
po k krocich néjaky maly fez. Misto rozhrani budeme hle-
dat jednu malou vrstvu a z malé vrstvy vytvoiime maly fez
tak, Ze pro kazdy vrchol z vrstvy vezmeme tu hranu, ktera
je ve svém sméru sama.

) Casto se to implementuje tak, Ze protismérné hrany viibec nevytvoime a kdyz
hranu nasytime, tak v siti rezerv prosté obratime jeji orientaci.

{6) Nebo by §lo argumentovat, tim Ze kazdou hranu pouZzijeme jen 1x.

(7} Pteci v feznictvi. Kdepak, spie v cukrarné. Myslite, Ze v cukrarné maji Dinicovy
fezy? Myslim, Ze v cukrarné je vétSina fezti minimalni. (odposlechnuto na predndsce)
{8 Princip holubniku a né&jaka ta +1.
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Po k krocich méme alespoii k vrstev, a proto existuje vrstva ¢ s nejvyse n/k
vrcholy. Tedy existuje fez C o velikosti |C| < n/k (ziskdme z vrstvy ¢ vySe popsanym
postupem). Algoritmu zbyva do konce < n/k iteraci vnéjsiho cyklu, celkem tedy
udéld k + n/k iteraci. Nyni staéi zvolit k = y/n a slozitost celého algoritmu vyjde

Mimochodem, hledadni maximalniho parovani pomoci Dinicova algoritmu je ta-

ké ekvivalentni zndmému Hopcroft-Karpové algoritmu [31]. Ten je zaloZen na st¥i-
davych cestach z predchozi kapitoly a v kazdé iteraci nalezne mnozinu vrcholové
disjuktnich nejkratsich st¥idavych cest, ktera je maximalni vzhledem k inkluzi. Tou-
to mnozinou pak aktualni parovani pfexoruje, ¢imz ho zvétsi. Vsimnéte si, ze tyto
mnoziny cest odpovidaji pravé blokujicim toktim v procisténé siti rezerv, takze mu-
zeme i zde pouzit nas odhad na pocet iteraci.
Treti pokus pro jednotkové kapacity bez omezeni na stupné vrchola v siti: Hlavni
myslenkou je opét po k krocich najit néjaky maly fez. Najdeme dvé malé sousedni
vrstvy a vSechny hrany mezi nimi budou tvofit ndmi hledany maly fez. Budeme
tentokrat predpoklddat, Ze naSe sif neni multigraf, pfipadné Ze nésobnost hran je
alespon omezena konstantou.

Oznacme s; pocet vrcholl v i-té vrstvé. Soucet poctu vrcholi ve dvou soused-
nich vrstvach oznacime t; = s; + s;41. Bude tedy platit nerovnost:

Podle holubnikového principu existuje ¢ takové, ze t; < 2n/k, ¢ili s; + s;41 < 2n/k.
Pocet hran mezi s; a s;11 je velikost fezu C, a to je shora omezeno s; - ;1. Nejhorsi
piipad nastane, kdy# s; = s;+1 = n/k, a proto |C| < (n/k)?. Proto pocet iterac
velkého cyklu je < k + (n/ k)2. Chytfe zvolime k = n?/3. Slozitost celého algoritmu
pak bude O(n?/3m).

Obecny odhad pro celoéiselné kapacity: Tento odhad je zaloZen na velikosti maxi-
malniho toku f a predpokladu celociselnych kapacit. Za jednu iteraci velkého cyklu
projdeme malym cyklem maximalné tolikrat, o kolik se v ném zvedl tok, protoze
kazda zlepsujici cesta ho zvedne alespon o 1. ZlepSujici cesta se tedy hledad maxi-
mélné | f|-krat za celou dobu béhu algoritmu. Cestu najdeme v ¢ase O(n). Celkem
na hledani cest spotfebujeme O(|f|-n) za celou dobu béhu algoritmu.

Nesmime ale zapomenout na ¢isténi. V jedné iteraci velkého cyklu nas stoji
¢isténi O(m) a velkych iteraci je < n. Proto celkové slozitost algoritmu ¢ini O(| fin+
nm)

Pokud navic budeme predpokladat, ze kapacita hran je nejvyse C' a G neni
multigraf, mizeme vyuzit toho, ze |f| < C'n (omezeno Fezem okolo s) a ziskat odhad
O(Cn? + nm).

Skalovani kapacit

Pokud jsou kapacity hran vétsi celd ¢isla omezena néjakou konstantou C';, mi-
zeme si pomoci nasledujicim algoritmem. Jeho zékladni myslenka je podobné, jako
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u t¥idéni ¢isel postupné po fadech pomoci radix-sortu neboli pfihradkového tiidé-
ni. Pro jistotu si ho pfipomeinime. Algoritmus nejprve setiidi ¢isla podle posledni
(nejméné vyznamné) cifry, poté podle pfedposledni, pFedpfedposledni a tak dale.

V nasem ptipadé budeme postupné budovat sité ¢im dal podobnéjsi zadané siti
a v nich pocitat toky, az nakonec ziskame tok pro ni.

Presnéji: Maximalni tok v siti G budeme hledat tak, Ze hrandm postupné bu-
deme zvétsovat kapacity bit po bitu v binarnim zépisu az k jejich skutecné kapaciteé.
Pritom po kazdém posunu zavoldme Dinicav algoritmus, aby dopocital maximélni
tok. Pomoci pfedchoziho odhadu ukazeme, Ze jeden takovy krok nebude pfilis drahy.

010
001 ) 100
110 111
S 101 t
011

Pivodni sit, na hranach jsou jejich kapacity v bindrnim zapisu

Oznaéme k index nejvyssiho bitu v zapisu kapacit v zadané siti (k = |log, C']).
Postupné budeme budovat sité G; s kapacitami c¢;(e) = |c(e)/2¥7]. Gy je nejoie-
zand&jsi sit, kde kazda hrana mé kapacitu rovnou nejvyssimu bitu v bindrnim zapisu
jeji skuteéné kapacity, az Gy je ptivodni sif G.

Sité Go, G1 a Ga, jak vyjdou pro sit z pfedchoziho obrazku

Pritom pro kapacity v jednotlivych sitich plati:

© 2¢;(e), pokud (k —i— 1)-ty bit je O,
C; e) =
i 2¢;(e) + 1, pokud (k — i — 1)-t§ bit je 1.

Na spocteni maximalniho toku f; v siti G; zavolame Dinictv algoritmus, ovsem
do zacatku nepouzijeme nulovy tok, nybrz tok 2f;_1. Rozdil toku z inicializace a
vysledného bude maly, totiz:
Lemma: |f;| — [2fi—1]| < m.
Diikaz: Vezmeme minimélni fez R v G;_;. Podle F-F véty vime, ze |f;_1| = |R|. Rez
R obsahuje < m hran, a tedy v G; ma tentyz Fez kapacitu maximalné 2|R| + m.
Maximalni tok je omezen kazdym fezem, tedy i fezem R, a proto tok vzroste nejvyse
o m. v

Podle pfedchoziho odhadu pro celociselné kapacity vypoéet toku f; trva O(mn).
Takovy tok se bude poéitat k-krét, procez celkova slozitost vyjde O(mnlogC).
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Algoritmus t¥i Indua

Prekvapeni na konec: Diniciiv algoritmus 1ze pomérné snadno zrychlit i ve zce-
la obecném ptipadé. Malhotra, Kumar a Maheshwari vymysleli efektivnéjsi algorit-
mus [39] na hledani blokujiciho toku ve vrstevnaté siti, ktery bézi v case O(n?) a
pouzijeme-li ho v Dinicové algoritmu, zrychlime hledani maximalniho toku na O(n?).
Tento algoritmus vesel do déjin pod nazvem Metoda tfi Indd.

M¢jme tedy n&jakou vrstevnatou sif. Zacneme s nulovym tokem a budeme
ho postupné zlepsovat. Pribézné si budeme udrzovat rezervy hran r(e)<9> a také
nasledujici rezervy vrcholi:

Definice: T (v) je soudet rezerv vSech hran vstupujicich do v, r~(v) soudet rezerv
hran vystupujicich z v a kone¢né r(v) := min(r*(v), 7~ (v)).

V kazdé iteraci algoritmu nalezneme vrchol s nejnizs$im r(v) a zvétsime tok tak,
aby se tato rezerva vynulovala. Za timto Géelem nejdiive pfepravime r(v) jednotek
toku ze zdroje do v: u kazdého vrcholu w si budeme pamatovat plin p(w), coz bude
mnozstvi tekutiny, které potfebujeme dostat ze zdroje do w. Nejdiive budou pla-
ny vSude nulové az na p(v) = r(v). Pak budeme postupovat po vrstvich smérem
ke zdroji a plany vSech vrcholi splnime tak, ze je pfevedeme na plany vrchold v na-
sledujici vrstveé, az doputujeme ke zdroji, jehoz plan je splnén trivialné. Nakonec
analogickym zptisobem protlac¢ime r(v) jednotek z v do spotfebice.

Bé&hem vypoétu pritbézné prepodéitdvame viechna rT, r~ a r podle toho, jak se
méni rezervy jednotlivych hran (pfi kazdé tpravé rezervy to zvlddneme v konstant-
nim ¢ase) a sit ¢istime stejné jako u Dinicova algoritmu.

Algoritmus: (hledani blokujiciho toku ve vrstevnaté siti podle ti{ Indi)

1. fp < prdzdny tok.

2. Spocitdme rezervy vSech hran a 7+, v~ a r vSech vrcholt. (Tyto hod-
noty budeme posléze udrzovat pii kazdé zméné toku po hrang.)

3. Dokud v siti existuji vrcholy s nenulovou rezervou, vezmeme vrchol v
s nejmensim r(v) a provedeme pro néj: (vnéjsi cyklus)

4. Pievedeme 7(v) jednotek toku z s do v nasledovné:

5. Polozime p(v) < r(v), p(-) = 0.

6. Prochézime vrcholy sité€ po vrstvach od v smérem k s. Pro
kazdy vrchol w provedeme:

7. Dokud p(w) > 0:

8. Vezmeme libovolnou hranu ww a tok po ni zvysime

06 = min(r(uw), p(w)). Tim se p(w) snizi o ¢ a p(u)
zvysi o 4.

9. Pokud se hrana uw nasytila, odstranime ji ze sité€ a
sit docistime.
10. Analogicky pfevedeme 7(v) jednotek z v do t.

9 poéitame pouze rezervu ve sméru hrany, nebof nam sta¢i najit blokujici tok,
ne nutné maximalni
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Analyza: Nejprve si vSimneme, ze cyklus v kroku 8 opravdu dokéze vynulovat p(w).
Soucet vSech p(w) pres kazdou vrstvu je totiz nejvyse roven r(v), takze specidlné
kazdé p(w) < r(v). JenZe r(v) jsme vybrali jako nejmensi, takze p(w) < r(v) <
r(w) < r+(w), a proto je planovany tok kudy p¥ivést. Proto se algoritmus zastavi a
vydéa blokujici tok.

Zbyva odhadnout casovou slozitost: Kdyz oddélime prevadéni pland po hra-
nach (kroky 7-9), zbytek jedné iterace vngjsiho cyklu trvd O(n) a téchto iteraci je
nejvyse n. VSechna prevedeni planu si rozdélime na ta, kterymi se néjaka hrana na-
sytila, a ta, ktera skon¢ila vynulovanim p(w). T&ch prvnich je O(m), protoze kazdou
takovou hranu vzapéti odstranime a ¢isténi, jak uz vime, trva také linedrné dlouho.
Druhy pfipad nastane pro kazdy vrchol nejvyse jednou za iteraci. Dohromady tedy
trvaji vSechna ptrevedeni O(n?), stejné jako zbytek algoritmu. Q@

Prehled variant Dinicova algoritmu

varianta cas

standardni O(n*m)

jednotkové kapacity O(ym -m) = O(m?3/?)
jednotkové kapacity, 1 stupen < 1 O(y/n-m)

jednotkové kapacity, prosty graf O(n?/>m)

celoéiselné kapacity O(|f] - n+ nm)
celociselné kapacity < C O(Cn? + mn)
celodiselné kapacity < C' (8kdlovani) O(mnlogC)

t¥i Indové O(n?)
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3. Bipartitni parovani a globalni k-souvislost

V predeslych kapitolach jsme se zabyvali aplikacemi tokd na hledani maximal-
niho parovani a miniméalniho st-fezu. Nyni si pfedvedeme dva algoritmy pro podobné
problémy, které se obejdou bez tokt.

Maximalni parovéani v regularnim bipartitnim grafu [1]

Nejprve si nadefinujme operaci §tépeni grafu, kterd zadany graf G = (V, E) se
v8emi vrcholy sudého stupné a sudym poc¢tem hran v kazdé komponenté souvislosti
rozlozi na disjunktni podgrafy G1 = (V, E1) a G2 = (V, Es), v nichz bude pro kazdy
vrchol v platit degg, (v) = degg,(v) = degg(v)/2. Tuto operaci miZeme snadno
provést v linearnim case tak, ze si graf rozdélime na komponenty, v kazdé nalezneme
eulerovsky tah a jeho hrany budeme pridavat stfidavé do G a do Gs.

Stépeni nAm pomfize ke snadnému algoritmu pro nalezeni maximalniho péro-
véani ve 2t-regularnim bipartitnim grafu.(!® Komponenty takového grafu maji uréité
sudy pocet hran, takZe jej miizeme rozstépit na dva 2!~ !l-regularni grafy. Libovol-
ny jeden z nich pak opét rozstépime atd., az dostaneme l-regularni graf, ktery je
perfektnim parovanim v G. To vSe jsme schopni stihnout v linedrnim case, jelikoz
velikosti grafl, které Stépime, exponencialné klesaji. Také bychom mohli rekurzivné
zpracovavat obé Casti a tak se v ¢ase O(mlogn) dobrat ke kompletni 1-faktorizaci
zadaného grafu. ('

Pokud zadany graf nebude 2¢-reguldrni, pomizeme si tim, Ze ho novymi hra-
nami doplnime na 2'-reguldrni a pak si pii stépenich budeme vybirat ten podgraf,
do kterého padlo méné novych hran, a ukdzeme, ze nakonec vsechny zmizi. Abychom
graf prilis nezvétsili, budeme se snazit misto pfidavani aplné novych hran pouze zvy-
Sovat nasobnost hran existujicich. Pro kazdou hranu e si tedy budeme pamatovat
jeji ndsobnost n(e).

Stépeni grafu s ndsobnostmi pak budeme provadét nasledovné: hranu e s na-
sobnosti n(e) umistime do G7 i do G2 s nésobnosti [n(e)/2] a pokud bylo n(e) liché,
pfidame hranu do pomocného grafu G’. Vsimnéte si, ze G’ bude graf bez nasobnosti,
v némz maji vSechny vrcholy sudy stupen, takze na néj mizeme aplikovat ptivodni
Stépici algoritmus a G} pfifadit ke G;. To vSe zvlddneme v ¢ase O(m).

Méjme nyni k-regularni bipartitni graf. Obé€ jeho partity jsou stejné velké,
oznaéme si poéet vrcholtt v kazdé z nich n. Zvolme t tak aby 2! > kn. Zvolme
dale parametry o := [2!/k| a B := 2° mod k. Kazdé ptivodni hrané nastavime na-
sobnost « a pfiddme trividlni parovani F' (i-ty vrchol vlevo se spoji s i-tym vrcholem
vpravo) s ndsobnosti 8. VSimnéte si, Ze 8 < k, a proto hran v F' (véetné nasobnosti)
bude méné nez 2¢.

(10) Viimnéte si, ze takové parovani bude vidy perfektni (viz Hallova véta).

(1) To je rozklad hran grafu na disjunktni perfektni parovani a ma ho kazdy regu-
larni bipartitni graf.
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Takto ziskdme 2'-reguldrni graf, jehoz reprezentace bude linedrné velka. Na
tento graf budeme aplikovat operaci $té€peni a budeme si vybirat vZdy tu polovinu,
kde bude méné hran z F'. Po t iteracich dospéjeme k parovani a jelikoz se v kazdém
kroku zbavime alespori poloviny hran z F', nebude toto parovani obsahovat zadnou
takovou hranu a navic nebude obsahovat ani nasobné hrany, takze bude podgrafem
zadaného grafu, jak potiebujeme.

Casova slozitost algoritmu je O(mlogn), jelikoz provadime inicializaci v ¢ase
O(m) a celkem log, kn = O(logn) iteraci po O(m).

Stupen souvislosti grafu

Problém zjisténi stupné hranové souvislosti grafu lze prevést na problém hle-
dani minimalniho fezu, ktery jiz pro zadanou dvojici vrchold umime feSit pomoci
Dinicova algoritmu v ¢ase O(n?/%m). Pokud chceme najit minimum ze viech ezt
v grafu, miizeme vyzkouSet v8echny dvojice (s,t). To v8ak lze snadno zrychlit, po-
kud si uvédomime, Ze jeden z vrcholt (tfeba s) muZzeme zvolit pevné: vezmeme-li
libovolny ez C', pak jisté najdeme alespon jedno ¢, které padne do jiné komponenty
nez pevné zvolené s, takze minimalni st-fez bude nejvyse tak velky jako C'. V orien-
tovaném grafu musime projit jak fezy pro s — t, tak i ¢ — s. Algoritmus bude mit
slozitost O(n®/3m).

U vrcholové k-souvislosti to ovSem tak snadno nepujde. Pokud by totiz fixovany
vrchol byl sou¢ésti néjakého minimalniho separatoru, algoritmus muze selhat. Presto
ale nemusime prochazet vSechny dvojice vrchold. Staci jako s postupné zvolit vice
vrcholti, nez je velikost minimalniho separdtoru. Algoritmus si tedy bude pamato-
vat, kolik vrcholt uz prosel a nejmensi zatim nalezeny st-separator, a jakmile pocet
vrcholti prekroci velikost separatoru, prohlasi separator za minimalni. To zvladne
v éase O(k(G) -n3/?m), kde x(G) je nalezeny stupeii souvislosti G.

Pro minimalni fezy v neorientovanych grafech ovSem existuje nasledujici rych-
lejsi algoritmus:

Globalné minimalni fez (Nagamochi, Ibaraki [42])

Bud G neorientovany multigraf s nezdpornym ohodnocenim hran. Oznacime si:
Znaceni:

e r(u,v) bud kapacita minimélniho uv-fezu,

¢ d(P,Q) bud kapacita hran vedoucich mezi mnozinami P,Q C V,

® d(P) = d(P, P) bud kapacita hran vedoucich mezi P C V a zbytkem
grafu,

e d(v) = d({v}) bud kapacita hran vedoucich z v (tedy pro neohodnocené
grafy stupeii v),

e analogicky zavedeme d(v,w) a d(v, P).

Definice: Legdlnim uspotdddnim vrcholi (LU) budeme nazyvat linedrni uspofadani
vrchold vy ... v, takové, ze plati d({vi...vi—1},v;) > d({vi...vi—1},v;) pro kazdé
1<i<ji<n.
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Lemma: Je-li vy ...v, LU na G, pak 7(v,_1,v,) = d(vy).
Diikaz: Bud C libovolny fez oddélujici v,_1 a v,. DokdZeme, Ze jeho velikost je
alespoii d(v,,). Utvofme posloupnost vrcholl u; takto:
1. Uug ‘= V1
2. u; :=vj; tak, ze j > 4, v; a v; jsou oddéleny fezem C' a j je minimalni
takové. [Tedy v; je nejblizsi vrchol na druhé strané fezu.]

Kazdé u;_1 je tedy bud rovno u;, pokud jsou v; a v;_1 na stejné strané re-
zu, nebo rovno v;, pokud jsou v; a v;_1 na stranach opac¢nych. Z toho dostavame,
ze d({v1...vi—1},ui) < d({vy...v;—1},u;—1), protoze budto w;—; = u;, a pak je
nerovnost splnéna jako rovnost, nebo je u;—; = v; a nerovnost plyne z legalnosti
usporadani.

Chceme ukazat, ze velikost naseho fezu C' je alespon takova, jako velikost Fezu
kolem vrcholu v,,. VSimneme si, ze |C| > Z?;ll d(v;,u;). Hrany mezi v; a u; jsou
totiz navzajem ruzné a kazda z nich je soucasti fezu C. Ukazeme, Ze prava strana je
alespoii d(vy,):

Z_:d(vi,ui) = Z ({’Ul vi},ui) —d({vl...vi_l},ui) Z

Z d({vy...vi},u) —d({vr .. vimi ) uimr) =

1
{Ul .. 'Un—l}; un—l) — d({’Ul e ’Uo},UO) =
{v1. . Vn_1},05) — 0 =d(vy).

Q@

Dokazali jsme, ze libovolny fez separujici v,_1 a v, je alespon tak velky jako
jednoduchy fez sklddajici se jen z hran kolem v,,. Kdyz tedy sestavime néjakou LU
posloupnost vrcholt, budeme mit k dispozici jednoduchy minimalni fez v,_1 a v,.
Nésledné vytvorime graf G’, v némz v,,_1 a v, kontrahujeme. Rekurzivné najdeme
minimdlni fez v G’ (sestrojime nové LU atd.). Hledany minimélni fez poté budto
oddéluje vrcholy v, a v,_1, a potom je fez kolem vrcholu v,, minimalni, nebo vrcholy
v, & v,_1 neoddéluje, a v takovém pripadé jej najdeme rekurzivné. Hledany fez je
tedy mensi z rekurzivné nalezeného fezu a fezu kolem v,,.

Zbyva ukazat, jak konstruovat LU. Posta¢i hladové: Pamatujeme si Vv #
V1 ...0;—1 hodnotu d({vy...v;—1},v), oznacme ji z,. V kazdém kroku vybereme
vrchol v s maximéalni hodnotou z,, prohlasime ho za v; a prepocitame z,.

Zde se hodi datova struktura, kterd dokaze rychle hledat maxima a zvysSo-
vat hodnoty prvkt, naptiklad Fibonacciho halda. Ta zvladne DeleteMax v Case
O(logn) a Increase v O(1) amortizované. Celkem pak nas algoritmus bude mit
slozitost O(n(m + nlogn)) pro obecné kapacity.

Pokud jsou kapacity mala celd ¢isla, mizeme vyuzit prihradkové struktury.
Budeme si udrzovat obousmérny seznam zatim pouzitych hodnot z,, kazdy prvek
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takového seznamu bude obsahovat vSechny vrcholy se spole¢nou hodnotou z,. Kdyz
budeme mit seznam sefazeny, vybrani minimalniho prvku bude znamenat pouze
podivat se na prvni prvek seznamu a z né€j odebrat jeden vrchol, pfipadné cely prvek
ze seznamu odstranit. Operace Increase poté bude reprezentovat pouze presunuti
vrcholu o maly pocet prihradek, pripadné zalozeni nové prihradky na spravném
misté. DeleteMaz proto bude mit slozitost O(1), vSechny Increase dohromady O(m),

jelikoz za kazdou hranu preskakujeme maximélné jednu ptrihradku, a cely algoritmus
O(mn).
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4. Gomory-Hu Trees

Cilem této kapitoly je popsat datovou strukturu, kterd velice kompaktné po-
pisuje minimalni st-fezy pro vSechny dvojice vrcholt s,t v daném neorientovaném
grafu. Tuto strukturu poprvé popsali Gomory a Hu v ¢ldnku [27].

Zatim umime nalézt miniméalni st-fez pro zadanou dvojici vrchol v neorien-
tovaném grafu v ¢ase 7 = O(n?/%m) pro jednotkové kapacity, O(n?m) pro obecné.
Nalézt minimélni st-fez pro kazdou dvojici vrcholti bychom tedy dokazali v Case
O(n?1). Tento vysledek budeme chtit zlepsit.

Znadeni: Mame-li graf (V,E) a U C V, §(U) znaci hrany vedouci mezi U a U,
formélné tedy 6(U) = EN((U x U)U (U x U)). Kapacitu fezu §(W) budeme znacit
d(W) a r(s,t) bude kapacita nejmensiho st-fezu.
Pozorovani: Minimalni fez rozdéluje graf jen na dvé komponenty (vSimnéte si, Ze pro
separatory nic takového neplati) a kazdy minimalni fez je tim padem vzdy mozné
zapsat jako §(W) pro néjakou mnozinu W C V.

Gomory-Hu Tree

Definice: Gomory-Hu Tree (dale jen GHT) pro neorientovany neziporné ohodnoceny
graf G = (V,E) je strom T = (V, F) takovy, Ze pro kazdou hranu st € F' plati:
Oznac¢ime-li K; a Ky komponenty lesa T \ st, je 6(K1) = §(K2) minimdlni st-fez.
[Pozor, F' nemusi byt podmnozina ptvodnich hran E.]

Dalsi znaceni: Pro e € F budeme fezem §(e) oznacovat fez 6(K1) = §(K3) a r(e)
bude jeho kapacita.

K ¢emu takovy GHT je (existuje-li)? To ndm povi nasledujici véta:

Véta (o vyuziti GHT): Bud T libovolny GHT pro graf G a méjme dva vrcholy s a t.
Dale necht P je cesta v T mezi vrcholy s a t a e je hrana na cesté P s minimalnim
r(e). Pak §(e) je minimalni st-fez v G.

Diikaz: Nejprve si dokdzeme jedno drobné lemmatko:

Lemmatko: Pro kazdou trojici vrchola x, y, z plati, Ze:
r(x,z) = min(r(z,y),r(y, 2))-

Diikaz: Bud W minimalni zz-fez.

Vrchol y musi byt v jedné z komponent, Pokud je v komponenté s x, pak
r(y,z) < d(W), protoze §(W) je také yz-fez. Pokud v té druhé, analogicky
plati r(x,y) < d(W). @
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Zpét k dikazu véty: Chceme dokézat, Ze d(e) je minimdlni st-fez. To, Ze je to néjaky
fez, plyne z definice GHT. Minimalitu dokazeme indukci podle délky cesty P:

e | P| = 1: Hrana e je v tomto piipadé piimo st, takZe i minimalita plyne
z definice GHT.

e | P| > 1: Cesta P spojuje vrcholy s a t, jeji prvni hranu ozna¢me sz. NaSe
pravé dokdzané lemmaéatko ¥ika, ze r(s,t) > min(r(s,x),r(z,t)). Urdité je
pravda, ze r(s,z) > r(e), protoZe e byla hrana cesty P s nejmensim r(e).
To, ze r(x,t) > r(e), plyne z indukéniho pfedpokladu, protoZe cesta mezi x
a t je kratsi neZ cesta P. Dostavame tak, ze r(s,t) > min(r(s, x), r(z,t)) >

r(e). Q

Pokud dokazeme GHT sestrojit, nalézt minimalni st-fez pro libovolnou dvojici
vrcholti dokazeme stejné rychle jako nalézt hranu s nejmensi kapacitou na cesté
mezi s a t v GHT. K tomu miZeme pouzit napiiklad Sleator-Tarjanovy stromy,
které tuto operaci dokdZou provést v amortizovaném ¢ase O(logn), nebo muizeme
vyuzit toho, ze mame spoustu ¢asu na predvypocet, a minimalni hrany si pro kazdou
dvojici prosté prichystat predem. Také lze vymyslet redukci na problém nalezeni
spoleéného pfedchtidce vrcholl ve stromé (nebude to GHT) a pouzit jedno z fesSeni
tohoto problému.

Konstrukce GHT

Nyni se nau¢ime GHT konstruovat, ¢imz také rozptylime obavy o jejich exis-
tenci. Nejprve vsak budeme potfebovat jedno uzitecné lemma s hnusné technickym
dikazem:

Hnusné technické lemma (HTL): Budtez s,t vrcholy grafu (V, E), 6(U) minimalni
st-fez a u # v dva ruzné vrcholy z U. Pak existuje mnozina vrchola W C U takova,
7e 6(W) je minimaln{ uv-fez. (12)

U V\U

Diikaz: Necht je §(X) minimélni uv-fez. BUNO mutzeme piedpokladat, 7e s € U
atgU,ue Xav¢g X ase X.Pokud by tomu tak nebylo, mizeme vrcholy
preznacit nebo nékterou z mnozin nahradit jejim doplnkem.

(12) To dalezité a netrivialni je, ze celda W lezi v U.
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Nyni mohou nastat nasledujici dva piipady:

t ¢ X. Tehdy si vSimneme, Ze plati:

AU LX) > d(U), o X ‘o
dAUNX)+dUUX) <dU)+d(X) (2) I
Prvni nerovnost plyne z toho, ze §(UUX)
je néjaky st-fez, zatimco §(U) je minimal-
ni st-fez. Druhou dokazeme rozborem pii-
padi.
MnoZinu vrchold si disjunktné rozdélime na X \U, XNU, U\ X a ostatni.
Kazdy z fezii vystupujicich v nerovnosti (2) mizeme zapsat jako sjedno-
ceni hran mezi nékterymi z téchto skupin vrcholi. Vytvorime tedy ta-
bulku hran mezi ¢tyfmi oznacenymi skupinami vrcholt a kazdému fezu
z (2) ozna¢ime jemu odpovidajici hrany. ProtoZe je graf neorientovany,
sta¢i nam jen horni trojuhelnik tabulky. Pro pfehlednosti si oznacime
X\U XnNnU U\X ostatni

X\U — L, PP Ly, Py

XnU — L1,P L1, L, P, P

U \ X - L27 Pl

ostatni —
Vidime, Ze ke kazdé hrané fezu na levé strané nerovnosti mame vpravo
jeji protéjsek a navic hrany mezi U \ X a X \ U pocitdme jenom vpravo.
Nerovnost (2) tedy plati.
Nyni staci nerovnosti (2) a (1) odeéist, ¢imz ziskdme:

dUNX) <d(X),
coz spolu s obrazkem dokazuje, ze §(U N X) je také minimalni uv-fez.
t € X. Postupovat budeme obdobné jako
v predchozim pripadé. Tentokrat se bu-
dou hodit tyto nerovnosti: X
d(X\U) =z d(U) (3) U
AU\ X)+d(X\U) < dU) +d(X)  (4)

Prvni plati proto, ze §(X \ U) je n&jaky
st-fez, zatimco §(U) je minimdlni st-fez,
druhou dokazeme opét dikladnym rozbo-
rem piipadu.
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Oznaéme L1 = 0(U\ X),Ly = (X \U),PL = §(U) a P, = §(X) a
vytvoifme tabulku:

X\U XnU U\X ostatni

X\U — Lo, P1 L1, L3, P, Py Lo, P
XnU - L., P Py, Py
U\ X — L., P
ostatni —

Stejné jako v pfedchozim pfipadé nerovnost (4) plati. Odeétenim (4) a (3)
ziskame:
d(U\ X) < d(X),

z &ehoz opét dostaneme, ze 6(U \ X) je také minimélni uv-Fez. @

Nyni se koneéné dostavame ke konstrukci GHT. Abychom mohli pouzivat indukci,
zavedeme si trochu obecnéjsi GHT.

Definice: Mé&jme neorientovany graf (V, E). Cdstecny Gomory-Hu Tree (alias CGHT)
pro podmnozinu vrcholi R C V je dvojice ((R, F), C), kde (R, F') je strom a mnozina
C ={C(r) | r € R} je rozklad mnoziny vrcholti V. Tento rozklad nam fika, k jakym
vrcholim CGHT mame piilepit které vrcholy ptivodniho grafu. Navic musi platit,
ze:

1. Vr : r € C(r), neboli kazdy vrchol CGHT je ptilepen sam k sobg, a

2. Vst € F: 6 (Upex, C(r)) = 6 (Upex, C(r)) je minimalni st-Fez, kde K7 a

K> jsou komponenty (R, F) \ st.

Véta (o existenci CGHT): Bud (V, E) neorientovany nezdporné ohodnoceny graf.
Pro kazdou podmnozinu vrcholtt R existuje CGHT.

Diikaz: Dokéazeme indukci podle velikosti mnoziny R.

¢ |R| = 1: CGHT ma4 jediny vrchol r € Ra C(r) = V.

® |R| > 1: Najdeme dvojici vrcholt s,t € R takovou, Ze jejich minim&lni
st-fez 6(W) je nejmensi mozny. Nyni vytvorime graf Gy z grafu G kontra-
hovanim vsech vrcholtt mnoziny W do jednoho vrcholu, ktery oznac¢ime vy,
a vytvofime graf G z G kontrahovanim vsech vrcholtt z W do jednoho
vrcholu vg.(13)

{(13) " Pro¢ to délame ,tak slozite* a p¥idavame do Gy vrchol v1? Na prvni pohled to

preci vypada zbytecné. Problém je v tom, ze i kdyz dle HTL lezi vSechny minimalni
fezy oddélujici vrcholy z W v mnoziné vrcholt W, hrany téchto fezi celé v podgrafu
indukovaném W lezet nemusi. K témto fezim totiz patii i hrany, které maji ve W
jenom jeden konec. Proto jsme do Gy pridali v; — do néj vedou vSechny zajimavé
hrany, které maji ve W jeden konec. Tim zajimavé myslime to, ze z kazdého vrcholu
w € W vede do v nejlevnéjsi hrana, kterd z néj vedla do mnoziny V' \ W, pfipadné
zadné, pokud do této mnoziny zadna hrana nevedla.

25 2019-01-16



G1 G2

Déle vytvofime mnoziny vrcholda Ry = RNW a Ry, = RN W. Dle
indukéniho piedpokladu (R; i Ry jsou mensi nez R) existuje CGHT
Tl = ((RhFl),Cl) pro R1 na Gl a TQ = ((RQ,FQ),CQ) pro R2 na GQ.
Nyni vytvofime CGHT pro puvodni graf. Ozna¢me 7 ten vrchol Ri,
pro ktery je v; € C1(r1), a obdobné ro. Oba CGHT Ty a Ty spojime
hranou 7179, takze CGHT pro G bude T = ((R1 U Ry, F1 U Fo Ury19), C).
Ttidy rozkladu C' zvolime tak, Ze pro r € Ry bude C(r) = Cy1(r) \ {v1}
a pro r € Ry bude C(r) = Ca(r) \ {v2} [odebrali jsme vrcholy v1 a vy
z rozkladu C|.

Chceme ukézat, Ze tento T je opravdu CGHT. C je uréité rozklad vsech
vrcholt a kazdé r € C(r) z indukéniho predpokladu, takze podminka 1 je
splnéna. Co se tyce podminky 2, tak:

e pro hranu ry7s je §(W) ur¢ité minimalni rro-fez, protoze fez
mezi s a t je soucCasné i rirp-fezem a je ze vsech moznych
miniméalnich fezi na R nejmensi,

® pro hranu e # 7173 je d(e) z indukce minimalni fez na jednom
z grafi G1, Go. Tento fez také presné odpovida fezu v grafu G,
protoze v G1 i v G2 jsme pocitali s hranami vedoucimi do v,
vy a protoze jsme CGHT napojili pfes vrcholy, k nimz byly v;
a vy prilepeny.

HTL nam navic fika, Ze existuje minimalni fez, ktery Zije pou-
ze v piislusném z grafi G, G2, takZe nalezeny fez je minimalni
pro cely graf G. @

Nyni vime, ze GHT existuji, a také vime, jak by se daly konstruovat. Nicméné
nalezeni vrchold s, t tak, aby byl minimalni st-Fez nejmensi mozny, je casové narocné.
Proto si posledni vétu jesté o néco vylepsime.

VylepSeni véty o existenci CGHT: Na zacatku dikazu neni nutné hledat vrcholy
s a t takové, aby byl miniméalni st-fez nejmensi mozny. Staci zvolit libovolné vrcholy
s,t € R a zvolit 6(W) jako minimalni st-fez.
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Diikaz: Nejprve si uvédomme, pro¢ jsme v predchozim diitkazu potfebovali, aby byl
§(W) nejmens{ ze véech moznych st-fezti. Bylo to jenom proto, Ze jsme jim v CGHT
nakonec separovali vrcholy r1 a 79 a potfebovali jsme zdruku, aby byl §(W) oprav-
du minimélni r179-fez. Nyni musime ukdzat, Ze ndmi nalezeny st-fez §(W) je také
minimalnim rqry-fezem.

Pro spor tedy predpokladejme, Zze néjaky rire-fez §(X) mé mensi kapacitu nez
d(W). Navic vezméme ten piipad, kdy se to stalo ,poprvé“, takze pro kazdé mensi
R je vSechno v poradku (to mtZeme, protoZe pro |R| = 1 v8echno v poradku bylo).

Protoze (W) je minimélni st-fez a §(X) méd mensi kapacitu, §(X) nemize
separovat s a t. Pfitom ale separuje r a ro, takZe musi separovat bud s a r{, nebo

t a ry. BUNO nechf X separuje s a 1.

Podivejme se nyni na CGHT T (vime, Ze ten je korektni) a naleznéme v ném
nejlevnéjsi hranu e na cesté spojujici s a r;. Tato hrana definuje fez 6(U), coz je
minimalni srq-Fez, podle HTL i v celém G. Protoze 6(X) je sri-fez, je d(U) < d(X) <
d(W). Ted si staci uvédomit, ze v; € C(ry), takze 6(U) separuje nejenom s a 1, ale
také s a v;. Tim padem ale separuje také s a t. To je spor, protoze d(U) < d(W), a
pfitom §(TW) mél byt minimAlni. @

Ted uz dokdzeme GHT konstruovat efektivné — v kazdém kroku vybereme
dva vrcholy s a t, nalezneme v ¢ase O(7) minimalni st-fez a vysledné komponenty
s pridanymi vy, vy zpracujeme rekurzivné. Celou vystavbu tedy zvladneme v Case
O(nr), &li O(n®/3m) pro neohodnocené grafy.
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5. Minimalni kostry

Tato kapitola uvede problém minimalni kostry, zakladni véty o kostrach a klasické
algoritmy na hledani minimalnich koster. Budeme se inspirovat Tarjanovym pfistu-
pem z knihy [51]. VSechny grafy v této kapitole budou neorientované multigrafy a
jejich hrany budou ohodnoceny vahami w : £ — R.

Minimalni kostry a jejich vlastnosti

Definice:

® Podgrafem budeme v této kapitole minit libovolnou podmnoZinu hran,
vrcholy vzdy ztistanou zachovany.

e Pridani a odebrdni hrany budeme znacit T+e := TU{e}, T —e := T\ {e}.

® Kostra (Spanning Tree) souvislého grafu G je libovolny jeho podgraf, kte-
ry je strom. Kostru nesouvislého grafu definujeme jako sjednoceni koster
jednotlivych komponent. [Alternativné: kostra je minimalni podgraf, ktery
mé komponenty s tymiz vrcholy jako komponenty G.]

® Viha podgrafu F' C E je w(F) = .pw(e).

e Minimalni kostra (Minimum Spanning Tree, mezi pfateli téz MST) bu-
deme tikat kazdé kostte, jejiz vaha je mezi vSemi kostrami daného grafu
minimalni.

Toto je sice standardni definice MST, ale jinak je dosti nesikovné, protoze
vyzaduje, aby bylo vahy mozné s¢itat. UkadZeme, Ze to neni potfeba.

Definice: Bud T' C G né&jakd kostra grafu G. Pak:

e Tz, y| bude znadit cestu v T, kterd spojuje = a y. (Cestou opét minime
mnozinu hran.)

® Tle] := T[z,y] pro hranu e = zy. Této cesté budeme fikat cesta pokrytd
hranou e.

e Hrana e € E \ T je lehkd vzhledem kT = e’ € Tle] : w(e) < w(e').
Ostatnim hrandm nelezicim v kostie budeme fikat tézke.

Véta: Kostra T' je minimalni < neexistuje hrana lehké vzhledem k 7.

Tato véta ndm dava péknou alternativni definici MST, ktera misto s¢itani vah
vahy pouze porovnava, €ili ji misto Cisel staci linearni (kvazi)uspofadani na hra-
nach. Nez se dostaneme k jejimu dtikazu, prozkoumejme nejdtive, jak se d& mezi
jednotlivymi kostrami prechazet.

Definice: Pro kostru 7' a hrany e, e’ zavedme swap(T,e,e’) :=T —e + €.

Pozorovani: Pokud €' ¢ T a e € T[¢'], je swap(T, e, ') opét kostra. Staci si uvédomit,
Ze pfidanim e’ do T vznikne kruznice (konkrétné T'[e'] + ¢’) a vynechanim libovolné
hrany z této kruznice ziskdme opét kostru.
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Jeden krok dikazu swapovaciho lemmatu

Lemma o swapovani: Mame-li libovolné kostry T a T’, pak lze z T' dostat T” koned-
nym poctem operaci swap.

Diikaz: Pokud T' # T’, musi existovat hrana ¢’ € T\ T, protoze |T| = |T’|. KruZnice
T[e'] + ¢ nemlze byt celd obsazena v T’, takze existuje hrana e € T[e¢/] \ T” a
T := swap(T, e, ¢') je kostra, pro kterou |T AT’| = |T AT’| — 2. Po koneéném poctu
t&chto krokt tedy musime dojit k 7". Q@
Monoténni lemma o swapovani: Je-li T kostra, k niz neexistuji zadné lehké hrany,
a T’ libovolna kostra, pak lze od T k T’ prejit posloupnosti swapti, pfi které vaha
kostry neklesa.

Diikaz: Podobné jako u pfedchoziho lemmatu budeme postupovat indukeci podle
|T AT'|. Pokud zvolime libovolné hranu ¢’ € T\ T a k ni e € T[e/] \ 7", musi
T := swap(T, e, ') byt kostra blizsi k T" a w(T) > w(T), jelikoz ¢’ nemtize byt lehké
vzhledem k T, takZze specialné w(e’) > w(e).

Aby mohla indukce pokracovat, potiebujeme jesté dokdzat, Zze ani k nové kostie
neexistuji lehké hrany v 7"\ T. K tomu nadm pomize zvolit si ze viech moznych
hran e’ tu s nejmensi vahou. Uvazme nyni hranu f € 77\ T. Cesta T[f] pokryta
touto hranou v nové kostie je budto ptivodni T'[f] (to pokud e ¢ T[f]) nebo T[f] A C,
kde C je kruznice T'[e'] + ¢’. Prvni pfipad je trividlni, ve druhém si sta¢i uvédomit,
ze w(f) > w(e') a ostatni hrany na C jsou lehéi nez ¢’ V)
Dukaz véty:

® 7 lehka hrana = T neni minimalni.
Necht Je lehkd. Najdeme e’ € Tle] : w(e) < w(e’) (ta musi existovat
z definice lehké hrany). Kostra T" := swap(T, e, ¢’) je lehéi nez T.

e K T neexistuje lehk& hrana = T je minimalni.
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Uvazme néjakou minimalni kostru 7,,;, a pouzijme monoténni swapova-

ci lemma na T a Tyipn. Z 0éj plyne w(T) < w(Timin), a tedy w(T) =
Véta: Jsou-li vSechny vahy hran navzdjem rtzné, je MST urdena jednoznacné.
Diikaz: Mame-li dvé MST T} a Ts, neobsahuji podle pfedchozi véty lehké hrany, takze
podle monoténniho lemmatu mezi nimi lze preswapovat bez poklesu vahy. Pokud
jsou ale vahy rtzné, musi kazdé swapnuti ostfe zvysit vahu, a proto k zadnému
nemohlo dojit. Q
Poznamka: Casto se nam bude hodit, aby kostra, kterou hleddme, byla uréena jed-
noznacné. Tehdy mazeme vyuzit predchozi véty a vahy zménit o vhodné epsilony,
respektive kvaziusporadani rozsifit na lineadrni usporadani.

Cervenomodry meta-algoritmus

Vsechny tradi¢ni algoritmy na hledani MST lze popsat jako specidlni pfipady
nasledujiciho meta-algoritmu. Rozeberme si tedy rovnou ten. Formulujeme ho pro
pripad, kdy jsou vSechny vahy hran navzajem rtzné.

Meta-algoritmus:

1. Na pocatku jsou vSechny hrany bezbarvé.

2. Dokud to lze, pouzijeme jedno z nasledujicich pravidel:

3. Modré pravidlo: Vyber fez takovy, ze jeho nejleh¢i hrana neni
modr4, 1% a obarvi ji na modro.

4. Cervené pravidlo: Vyber cyklus takovy, Ze jeho nejtézsi hrana neni
¢ervena, a obarvi ji na Cerveno.

Véta: Pro Cervenomodry meta-algoritmus spustény na libovolném grafu s hranami
linedarné usporadanymi podle vah plati:
1. Vzdy se zastavi.

2. Po zastaveni jsou vSechny hrany obarvené.
3. Modfe obarvené hrany tvoii minimalni kostru.

Diikaz: Nejdiive si dokdzeme nékolik lemmat. Jelikoz hrany maji navzajem rtzné
vahy, mizeme pfedpokladat, ze algoritmus ma sestrojit jednu konkrétni minimalni
kostru T',ir,-

Modré lemma: Je-1i libovolna hrana e algoritmem kdykoliv obarvena na modro, pak
e € Thin-

Diikaz: Sporem: Hrana e byla omodfena jako nejleh¢i hrana néjakého fezu C'. Pokud
e & Tpin, musi cesta Tp,in[e] obsahovat néjakou jinou hranu e’ fezu C. JenzZe e’
je t8z8i nez e, takze operaci swap(Tinin, €', €) ziskdme jesté lehéi kostru, coZ neni
mozné. Q@

(14) Za touto podminkou nehledejte zadn4 kouzla, je tu pouze proto, aby se algorit-

mus nemohl zacyklit neustalym provadénim pravidel, ktera nic nezméni.
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Situace v diikazu Modrého a Cerveného lemmatu

Cervené lemma: Je-li libovolna hrana e algoritmem kdykoliv obarvena na &erveno,
pak e & Tin.

Diikaz: Opét sporem: Predpokladejme, Ze e byla obarvena cervené jako nejtézsi
na néjaké kruznici C a ze e € Typin. Odebranim e se ndm 7,;, rozpadne na dvé
komponenty T, a T;,. Nékteré vrcholy kruznice pfipadnou do komponenty 7, ostatni
do T),. Na C' ale musi existovat néjaka hrana e’ # e, jejiz krajni vrcholy lezi v riznych
komponentéch, a jelikoz hrana e byla na kruznici nejtézsi, je w(e’) < w(e). Pomoci
swap(Tinin, e,€') proto ziskdme leh¢i kostru, a to je spor. V)
Bezbarvé lemma: Pokud existuje néjakd neobarvené hrana, lze jesté pouzit nékteré
z pravidel.

Diikaz: Necht existuje hrana e = xy, ktera je stale bezbarva. Oznacime si M mnoZzinu
vrchold, do nichz se lze z x dostat po modrych hrandch. Nyni mohou nastat dvé
moznosti:

® y € M (tj. existuje modré cesta z x do y): Modra cesta je v minimdlni
kostte a k minimélni kostie neexistuji zadné lehké hrany, takze hrana e je
nejdrazsi na cyklu tvofeném modrou cestou a touto hranou a mohu na ni
pouzit éervené pravidlo.

Be.

Situace v dukazu Bezbarvého lemmatu

e y ¢ M: Tehdy fez 6(M) neobsahuje zaddné modré hrany, takze na tento
fez mizeme pouzit modré pravidlo. Q

Dikaz véty:

® Zastavi se: Z Cerveného a modrého lemmatu plyne, Ze zadnou hranu nikdy
neptrebarvime. Kazdym krokem pfibude alespon jedna obarvena hrana,
takze se algoritmus po nejvyse m krocich zastavi.
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® Obarvi vse: Pokud existuje alesponn jedna neobarvena hrana, pak podle
bezbarvého lemmatu algoritmus pokracuje.

® Najde modrou MST: Podle ¢erveného a modrého lemmatu lezi v T,
pravé modré hrany. V)

Poznamka: Cervené a modré pravidlo jsou v jistém smyslu dudlni. Pro rovinné grafy
je na sebe pfevede obyéejna rovinnd dualita (stac¢i si uvédomit, Zze kostra dudlniho
grafu je komplement dualu kostry primarniho grafu), obecnéji je to dualita mezi
matroidy, kterd prohazuje fezy a cykly.

Klasické algoritmy na hledani MST

Kruskalav neboli Hladovy: (1%

1. Setfidime hrany podle vah vzestupné.
2. Za¢neme s prazdnou kostrou (kazdy vrchol je v samostatné kompo-
nenté souvislosti).
3. Bereme hrany ve vzestupném poradi.
4. Pro kazdou hranu e se podivame, zda spojuje dvé rizné kompo-
nenty — pokud ano, pfidame ji do kostry, jinak ji zahodime.

Cervenomodry pohled: péstujeme modry les. Pokud hrana spojuje dva stromec-
ky, je urc¢ité minimalni v fezu mezi jednim ze stromecki a zbytkem grafu (ostatni
hrany téhoZ fezu jsme je§té nezpracovali). Pokud nespojuje, je maximalni na néjakém
cyklu tvofeném touto hranou a néjakymi dfive pridanymi.

Potfebujeme ¢as O(m log n) na setfidéni hran a déle datovou strukturu pro udr-
Zovani komponent souvislosti (Union-Find Problem), se kterou provedeme m operaci
Find a n operaci Union. Nejlepsi znamé implementace této struktury dava slozitost
obou operaci O(a(n)) amortizovang, takze celkové hladovy algoritmus dobéhne v ¢a-
se O(mlogn + ma(n)).

Boruvkuv:

Opét si budeme péstovat modry les, avsak tentokrat jej budeme rozsifovat
ve fazich. V jedné fazi nalezneme ke kazdému stromecku nejlevnéjsi incidentni hranu
a vSechny tyto nalezené hrany nardz pfidame (aplikujeme nékolik modrych pravidel
najednou). Pokud jsou v8echny vahy rtizné, cyklus tim nevznikne.

Pocet stromeckt klesa exponencialné = fazi je celkem log n. Pokud kazdou fazi
implementujeme linedrnim prichodem celého grafu, dostaneme slozitost O(mlogn).
Mimo to lze kazdou fazi vytecné paralelizovat.

Jarnikav:

Jarnikiv algoritmus je podobny Bortivkovi, ale s tim rozdilem, Ze nenechame
rust cely les, ale jen jeden modry strom. V kazdém okamziku nalezneme nejlevnéjsi
hranu vedouci mezi stromem a zbytkem grafu a pfidame ji ke stromu (modré pravi-
dlo); hrany vedouci uvnitf stromu prubézné zahazujeme (Gervené pravidlo). Kroky

(15) Mozna hladovy s malym ‘h’, ale tento algoritmus je pradédeckem vSech ostatnich

hladovych algoritmt, tak mu tu ¢est prejme.
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opakujeme, dokud se strom nerozroste pres vSechny vrcholy. Pfi Sikovné implemen-
taci pomoci haldy dosdhneme asové slozitosti O(mlogn), v pristi kapitole ukdzeme
implementaci jesté Sikovnéjsi.

Cvi€eni: Naleznéte jednoduchy algoritmus pro vypocéet MST v grafech ohodnocenych
vahami {1, ...k} se slozitost{ O(mk) nebo dokonce O(m + nk).
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6. Rychlejsi algoritmy na minimalni kostry

V této kapitole popiseme nékolik pokrocilejsich algoritmi pro problém minimal-
ni kostry. Vesmeés to budou rtizné vylepSeni klasickych algoritmi z minulé kapitoly.

Upravena verze Boruvkova algoritmu pro rovinné grafy

Vyjdeme z myslenky, Ze mizeme po kazdém kroku piivodniho Bortivkova al-
goritmu vzniklé komponenty souvislosti grafu kontrahovat do jednoho vrcholu a tim
ziskat mensi graf, ktery miuZzeme znovu rekurzivné zmensovat. To funguje obecné,
ale ukazeme, Ze pro rovinné grafy tak dosdhneme linearni casové slozitosti.

Pozorovéni: Pokud F C MST(G) (kde MST(G) je minimalni kostra grafu G), G’ je
graf vznikly z G kontrakci podél hran z F', pak kostra grafu G, ktera vznikne
z MST(G') zpétnym expandovanim kontrahovanych vrcholt, je MST(G). Pokud
kontrakci vzniknou smycky, mtzeme je ihned odstranovat; pokud paralelni hrany,
ponechédme z nich vzdy tu nejlehéi. To nés vede k nasledujicimu algoritmu:

Algoritmus: MST v rovinnych grafech [40]

vz

1. Ke kazdému vrcholu najdeme nejlevnéjsi incidentni hranu — dostaneme
mnozinu hran F C F.
2. Graf kontrahujeme podle F' nésledovné:

3. Prohledame do sitky graf (V, F) a pfitadime kazdému vrcholu éislo
komponenty, v niz se nachézi.

4. Precislujeme hrany v G podle ¢isel komponent.

5. Odstranime nasobné hrany:

6. Setfidime hrany lexikograficky pfihradkovym t¥idénim (nésobné
hrany jsou nyni pospolu).

7. Projdeme posloupnost hran a z kazdého tiseku multihran odstra-

nime vSechny az na nejlevnéjsi hranu. Také odstranime smycky.
8. Pokud stale mame netrividlni graf, opakujeme pfedchozi kroky.

9. Vratime jako MST v8echny hrany, které se v pribéhu algoritmu dostaly
do F.

Casova slozitost: Oznacéme si n; a m; pocet vrcholt a hran na poc¢atku i-té ite-
race. Kazdy z krokt 1-7 trva O(m;), proto i cely cyklus algoritmu trvd O(m;).
Pocet vrcholi grafu klesd s kazdym cyklem exponencialné: n; < n/2'. Na zacat-
ku kazdého cyklu je graf rovinny (kontrakci hrany v rovinném grafu se rovinnost
zachovavd) a neni to multigraf, takZe pocet jeho hran je linedrni v poétu vrcholt:
m; < 3n;. Celkovou ¢asovou slozitost dostaneme jako soucet dob trvani vSech cyklu:

O, mi) = O ni) = O(n).
Minorové uzaviené tridy

Predchozi algoritmus ve skute¢nosti funguje v linearnim case i pro obecnéjsi
tfidy grafl, nez jsou grafy rovinné. Tim spravnym universem jsou minoroveé uzaviené
t¥idy:
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Definice: Graf H je minorem grafu G (znac¢ime H =< (), pokud lze H ziskat z G
mazanim vrcholt ¢ hran a kontrahovanim hran (s odstranénim smy¢ek a ndsobnych
hran).

Pozorovani: Relace < je ¢astetné uspofadani na ti¥idé v8ech grafii (reflexivita a tran-
zitivita plynou pfimo z definice, pro antisymetrii si stac¢i vSimnout, Ze jak mazanim,
tak kontrakcemi klesa souéet poc¢tu vrcholl s poétem hran).

Pozorovani: Pokud je graf H podgrafem grafu G, pak je také jeho minorem. Opacéné
to neplati: napfiklad C3 je minorem libovolné delsi kruznice, ale urcité ne jejim
podgrafem.

Definice: Ttida graft C je minorové uzavrend, pokud kdykoliv G € C a H < G, plati
také H € C.

Priklady: Tfida vSech grafi a prazdna tfida jsou jisté minorové uzaviené. Tém Fi-
kdme trivialni t¥idy. Mezi ty netrividlni patii tfeba lesy, rovinné grafy, grafy na-
kreslitelné na dalsi plochy, grafy nakreslitelné do R? tak, Ze zadné kruZnice netvoii
uzel.

Definice: Pro tfidu grafi C definujeme Forb(C) jako t¥idu vSech grafti, jejichz mino-
rem neni zadny graf z C. Pro zjednoduSeni znaceni budeme pro konec¢né t¥idy psat
Forb(Gy, ..., Gk) namisto Forb({G, ..., Gi}).

Piiklady: Forb(K>) je t¥ida vSech graffi, které neobsahuji zddnou hranu. Forb(Cs) je
tiida vSech lest. Forb(K5, K3 3) jsou vSechny rovinné grafy — to je minorova analogie
Kuratowského véty (pokud graf G obsahuje déleni grafu H, pak je H < G; opa¢né
to obecné neni pravda, ale zrovna pro dvojici K5 a K3 3 to funguje; zkuste si sami).

Lze kazdou minorové uzavienou tfidu C zapsat jako Forb(F) pro néjakou tii-
du F zakdzanych minort? Zajisté ano, stac¢i naptiklad zvolit F jako doplnék t¥idy C.
Slavna Robertsonova-Seymourova véta [46] dokonce zarucuje existenci konecéné t¥idy
zakdzanych minort. To neni samo sebou, dokazuje se to dosti obtizné (a je to jedna
z nejslavnéjsich kombinatorickych vét za poslednich mnoho let), ale plyne z toho
spousta zajimavych dtsledki. My si vystacime s daleko jednodussimi prostiedky a
zdjemce o hlubsi studium minorové teorie odkdzeme na Diestelovu knihu [18].

Ve zbytku této sekce dokazeme nasledujici vétu, kterd je zobecnénim klasického
tvrzeni o hustoté rovinnych grafi na minorové uzaviené tiidy:

Definice: Hustotou neprazdného grafu G nazveme o(G) = |E(G)|/|V (G)|. Hustotou
t¥idy o(C) pak nazveme supremum z hustot vSech neprazdnych grafii lezicich v této
tridé.

Véta (o hustoté minorové uzavienych t¥id): Pokud je t¥ida grafii C minorové uzavie-
n4 a netrividlni (alespoii jeden graf v ni lezi a alespoii jeden nelezi), pak méa kone¢nou
hustotu.

Dusledek: Pokud pouzivame kontrahujici Boruvkiv algoritmus na grafy lezici v néja-
ké netrivialni minoroveé uzaviené tiidé, pak vSechny grafy, které algoritmus v prubéhu
vypoctu sestroji, lezi také v této tridé, takze na odhad jejich hustoty muzeme pouzit
predchozi vétu. Opét vyjde, Ze Casova slozitost algoritmu je linedrni.
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Diikaz véty: Ukazeme nejprve, ze pro kazdou t¥idu C existuje néjaké k takové, ze
C - Forb(Kk).

Uz vime, Ze C lze zapsat jako Forb(F) pro néjakou tfidu F. Ozna¢me F' graf
z F s nejmensim poc¢tem vrcholil; pokud existuje vice takovych, vybereme libovolny.
Hledané k zvolime jako pocet vrcholt tohoto grafu.

Inkluze tvaru A C B je ekvivalentni tomu, Ze kdykoliv né&jaky graf G nelezi
v B, pak nelezi ani v A. Mé&me tedy néjaky graf G ¢ Forb(K}). Proto K < G.
OvsSem trividlné plati F' < K}, a relace ,byt minorem® je tranzitivni, takze F' < G,
a proto G € C.

Vime tedy, ze C C Forb(K}). Proto musi platit o(C) < o(Forb(K})). Takze
postacuje omezit hustotu tfid s jednim zakdzanym minorem, ktery je tiplnym grafem,
a to plyne z nésledujici Maderovy véty. @
Véta (Maderova): Pro kazdé k > 2 existuje c(k) takové, Ze kdykoliv m4 graf hustotu
alespoi ¢(k), obsahuje jako podgraf néjaké déleni grafu Kj.

Dukaz: Viz Diestel [18].

Jarnikuv algoritmus s Fibonacciho haldou

Ptvodni Jarnikiv algoritmus s haldou méa diky ni slozitost O(mlogn), to zlep-
$ime pouzitim Fibonacciho haldy H, do které si pro kazdy vrchol sousedici se zatim
vybudovanym stromem 7" uloZime nejlevnéjsi z hran vedoucich mezi timto vrcholem
a stromem 7. Tyto hrany bude halda udrzovat usporadané podle vah.

Algoritmus: Jarnikuv algoritmus #2 (Fredman, Tarjan [25])

1. Za¢neme libovolnym vrcholem vy, T' <+ {vg}.
2. Do haldy H umistime vSechny hrany vedouci z vg.
3. Opakujeme, dokud H # 0:

4. vw < ExtractMin(H), pficemz v ¢ T,w € T.

5. T« T U {vw}

6. Pro vSechny sousedy u vrcholu v, ktefi dosud nejsou v T', upravime
haldu:

7. Pokud jesté v H neni hrana incidentni s u, pfidame hranu uv.

8. Pokud uz tam néjaka takova hrana je a je-li tézsi nez wv,

nahradime ji hranou uv a provedeme DecreaseKey.

Spravnost algoritmu p¥imo plyne ze spravnosti Jarnikova algoritmu.

Casova slozitost: Slozitost tohoto algoritmu bude O(m+mnlogn), nebof vnéjsi cyklus
se provede nanejvys n-krat, za FrtractMin v ném tedy zaplatime celkem O(nlogn),
za pridavéni vrcholtt do H a nalézéni nejlevnéjSich hran zaplatime celkem O(m)
(na kazdou hranu takto sdhneme nanejvys dvakrét), za snizovan{ vah vrchola v hal-
dé rovnéz pouze O(m) (nanejvys m-krat provedu porovndni vah a DecreaseKey

v kroku 8 za O(1)).

Toto zlepseni je dulezitéjsi, nez by se mohlo zdat, protoze nam pro grafy s mno-
ha hranami (konkrétné pro grafy s m = Q(nlogn)) dava linedrni algoritmus.
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Kombinace Jarnikova a Boruvkova algoritmu

K dalsimu zlepSeni dojde, kdyz pfed pfedchozim algoritmem spustime loglogn
cyklt Bortvkova algoritmu s kontrahovanim vrcholi, ¢imz graf zahustime.
Algoritmus: Jarnikav algoritmus #3 (puvod neznamy)

1. Provedeme log logn cyklt upraveného Bortivkova algoritmu s kontra-
hovanim hran popsaného vyse.
2. Pokracujeme Jarnikovym algoritmem #2.
Casova slozitost: Slozitost prvni ¢asti je O(mloglogn). Pocet vrcholi se po prvni

7 w7z

Gasti algoritmu snizi na n’ < n/logn a slozitost druhé ¢asti bude tedy nanejvys
O(m +n'logn’) = O(m).
Jarnikav algoritmus s omezenim velikosti haldy

Jesté veétsiho zrychleni dosdhneme, omezime-li Jarnikovu algoritmu #2 vhodné
velikost haldy, takze nam nalezne jednotlivé podkostticky zastavené v rustu pre-

tecenim haldy. Podle téchto podkostficek graf nasledné skontrahujeme a budeme
pokracovat s mnohem mensim grafem.

Algoritmus: Jarniktv algoritmus #4 (Fredman, Tarjan [25])

1. Opakujeme, dokud mame netrividlni G (s alespon jednou hranou):
2. t+ |V(G).

3. Zvolime k < 22"/t (velikost haldy).
4. T + 0.
5. Opakujeme, dokud existuji vrcholy mimo 7"
6. Najdeme vrchol vy mimo 7.
7. Spustime Jarnikav alg. #2 pro cely graf od vy. Zastavime ho,
pokud:
8. |H| > k (byla pfekrodena velikost haldy) nebo
9. H = () (dosli sousedé) nebo
10. do T jsme pridali hranu oboustranné incidentni s hra-
nami v T' (pfipojili jsme novou podkostru k néjaké uz
nalezené).
11. Kontrahujeme G podle podkoster nalezenych v T'.

Pozorovani: Pokud algoritmus jesté neskondil, je kazda z nalezenych podkoster v T
incidentni s alespoii k& hranami (do toho poc¢itdme i vnitini hrany vedouci mezi
vrcholy podkostry). Jak to vypada pro jednotlivd ukonéeni:

8. |H| > k — vSechny hrany v haldé jsou incidentni s T a navzijem rtazné,
takze incidentnich je dost.
9. H = ) — nemlZe nastat, algoritmus by skonéil.
10. Pfipojim se k uz existujici podkostie — jen ji zvétsim.
Casovi sloZitost: Diisledkem piedchoziho pozorovani je, ze poéet podkoster v jednom
prichodu je nanejvys 2m/k. Pro ¢’ a k’ v nasledujicim kroku potom plati ¢’ < 2m/k
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a k' = 22m/t" > 9k Priichodi bude tedy nanejvys log* n{1®), protoze priichod s k > n
bude uz urcité posledni. P¥itom jeden vnéjsi priichod trva O(m +tlogk), coz je pro
k = 22/t rovno O(m). Celkové tedy algoritmus pobézi v ¢ase O(mlog* n).

I odhad log* n je ale piilis hruby, protoZe nezadindme s haldou velikosti 1,
nybrz 227/™ Miuzeme tedy poéet priichodt presnéji omezit funkei /3 (m,n) = min{i :
log” n < m/n} a casovou slozitost odhadnout jako O(m/S(m,n)). To nam dava
linearni algoritmus pro grafy s m > nlog(k) n pro libovolnou konstantu k, jelikoz
B(m,n) tehdy vyjde omezena konstantou.

Dalsi vysledky

¢ O(ma(m,n)), kde a(m,n) je obdoba inverzni Ackermannovy funkce de-
finovana podobnég, jako je 3(m,n) obdobou log*. [11], [43]

e O(T(m,n)), kde T(m,n) je hloubka optimalniho rozhodovaciho stromu
pro nalezeni minimalni kostry v grafech s patfiénym poc¢tem hran a vrcho-
1t [44]. Jelikoz kazdy deterministicky algoritmus zaloZeny na porovnavani
vah lze popsat rozhodovacim stromem, je tento algoritmus zarucené opti-
malni. Jen bohuzel nevime, jak optimalni stromy vypadaji, takze je stéale
otevieno, zda lze MST nalézt v linearnim case. Nicméné tento algoritmus
pracuje i na Pointer Machine, procez vime, Ze pokud je linearni slozitosti
mozné dosdhnout, neni k tomu potieba vypocetni sila RAMu. (1"

e O(m) pro grafy s celo¢iselnymi vahami (na RAMu) [24] — ukdZeme v jedné
z néasledujicich kapitol.

e O(m), pokud uz mame hrany setfidéné podle vah: jelikoz vime, Ze zélezi
jen na usporadani, mtzeme vahy precislovat na 1...m a pouzit pfedchozi
algoritmus.

e O(m) pramérné: randomizovany algoritmus, ktery pro libovolny vstupni
graf dobéhne v ocekdvaném linedrnim case [33].

e Na zjisténi, zda je zadand kostra minimélni, sta¢i O(m) porovnéani [37]
a dokonce 1ze v linedrnim ¢ase zjistit, kterd to jsou [36]. Z toho ostatné
vychézi predchozi randomizovany algoritmus.

(16) log* n je inverzni funkce k ,,véZi z mocnin®, &ili min{s : log(i) n < 1}, kde log(i) n
je i-krat iterovany logaritmus.

(7 O vypocetnich modelech viz p¥isti kapitola.
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7. Vypocetni modely

Kdyz jsme v predeslych kapitolach studovali algoritmy, nezabyvali jsme se tim,
v jakém pfesné vypocetnim modelu pracujeme. Konstrukce, které jsme pouzivali,
totiz fungovaly ve vSech obvykljch modelech a mély tam stejnou ¢asovou i prostorovu
slozitost. Ne vzdy tomu tak je, takze se vypocetnim modeltim podivejme na zoubek
trochu blize.

Druhy vypocetnich modelu

Obvykle se pouzivaji nasledujici dva modely, které se lisi zejména v tom, zda
je mozné pamét indexovat v konstantnim case ¢i nikoliv.
Pointer Machine (PM) [6] pracuje se dvéma typy dat: ¢isly v pevné omezeném roz-
sahu a pointery, které slouzi k odkazovani na data uloZend v paméti. Pamét tohoto
modelu je slozend z pevného poctu registri na ¢isla a na pointery a z neomeze-
ného poctu krabicek. Kazdé krabicka mé pevny pocet polozek na c¢isla a pointery.
Na krabicku se Ize odkazat pouze pointerem.

Aritmetika v tomto modelu (az na trividlni pfipady) nefunguje v konstantnim
Case, datové struktury popsatelné pomoci pointerti (seznamy, stromy . . . ) funguji pfi-
mocafe, ovéem pole musime reprezentovat stromem, takze indexovéani stoji ©(logn).

Random Access Machine (RAM) [16] je rodinka modelti, které maji spole¢né to,
Ze pracuji vyhradné s (pfirozenymi) ¢isly a uklddaji je do paméti indexované opét
¢isly. Instrukce v programu (podobné assembleru) pracuji s operandy, které jsou bud
konstanty nebo builky paméti adresované piimo (éislem buiiky), pfipadné nepfimo
(index je uloZen v néjaké buiice adresované ptimo). Je vidét, ze tento model je alespori
tak silny jako PM, protoze odkazy pomoci pointerid lze vzdy nahradit indexovanim.

Pokud ovsem povolime pocitat s libovolné velkymi ¢isly v konstantnim cCase,
dostaneme velice silny paralelni pocita¢, na némz spocitdme téméi vse v konstant-
nim ¢ase (modulo kédovani vstupu). Proto musime model néjak omezit, aby byl
realisticky, a to lze udélat vice zptsoby:

® Zavést logaritmickou cenu instrukci — operace trva tak dlouho, kolik je
pocet bitl ¢isel, s nimiz pracuje, a to véetné adres v paméti. Elegantné
odstrani absurdity, ale je dost tézké odhadovat casové slozitosti; u vét-
Siny normaélnich algoritmti nakonec po dlouhém pocitani vyjde, ze maji
slozitost ©(logn)-krat vétsi nez v neomezeném RAMu.

o Omezit velikost ¢isel na néjaky pevny pocet bitd (budeme mu fikat §irka
slova a znadit w) a operace ponechat v ¢ase O(1). Abychom mohli alespoit
adresovat vstup, musi byt w > log N, kde N je celkova velikost vstupu.
Jelikoz aritmetiku s O(1)-nasobnou pfesnosti 1ze simulovat s konstantnim
zpomalenim, mizeme predpokladat, Zze w = Q(log N), tedy Ze lze piimo
pracovat s ¢isly polynomidlné velkymi vzhledem k N. Jesté bychom si
méli ujasnit, jakou mnozinu operaci povolime:

o Word-RAM — ,céckové“ operace: +, —, *, /, mod (aritmeti-
ka); <<, >> (bitové posuvy); A, V, ®, = (bitovy and, or, xor
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a negace).

o AC°-RAM - libovolné funkce vy¢islitelné hradlovou siti po-
lynomialni velikosti a konstantni hloubky s hradly o libovol-
né mnoha vstupech.(!® To je teoreticky &istdi, patii sem ve
z predchozi skupiny mimo nasobeni, déleni a modula, a také
spousta dalsich operaci.

® Kombinace predchoziho — tj. pouze operace Word-RAMu, kte-
ré jsou v ACO.

Ve zbytku této kapitoly ukizeme, ze na RAMu lze poéitat mnohé véci efektiv-
néji neZz na PM. Zaméfime se na Word-RAM, ale podobné konstrukce jdou provést
i na AC°-RAMu. (Kombinace obou omezeni vede ke slabsimu modelu.)

Van Emde-Boas Trees

Van Emde-Boas Trees neboli VEBT [59] jsou RAMovéa struktura, ktera si pa-
matuje mnozinu prvkit X z né&jakého omezeného universa X C {0,...,U — 1}, a
umi s ni provadét ,stromové operace* (vkladéni, mazani, nalezeni naslednika apod.)
v ¢ase O(loglog U). Pomoci takové struktury pak napiiklad dokdzeme:

pomoci VEBT  nejlepsi zndmé pro celé cisla
tFidéni O(nloglogU)  O(nloglogn) [29]
MST O(mloglogU)  O(m) [viz ptisti kapitola]
Dijkstra  O(mloglogU) O(m + nloglogn) [54], neorientované O(m) [53]

My se piidrzime ekvivalentni, ale jednodussi definice podle Erika Demaine [16].
Definice: VEBT(U) pro universum velikosti U (BUNO U = 2% = 22Z) obsahuje:

® min, maz reprezentované mnoziny (mohou byt i nedefinovand, pokud je
mnozina moc mald),

® prihrddky Po, ..., P s obsahujici zbyvajic hodnoty.('® Hodnota z padne
do P, 7| Kazdé piihradka je ulozena jako VEBT(V/U), ktery obsahuje
piislusna &sla mod v/U. [Bity kazdého ¢isla jsme tedy rozdélili na vyssich
k/2, které indexuji pfihrddku, a nizsich k/2 uvnit¥ pfihradky.|

e Navic jesté ,sumdrni“ VEBT(v/U) obsahujici &isla neprazdngch p¥ihra-
dek.

(18) Pro zvidavé: AC* je tiida vSech funkci spocitetelnjch polynomidlné velkou
hradlovou siti hloubky O (log" n) s libovolné-vstupovymi hradly a NC* totéz s ome-
zenim na hradla se dvéma vstupy. Vsimnéte si, ze NC° C AC® C NC! C AC! C
NC?C....

(19 Alespoti jedno z min, maz musi byt ulozeno zvlast, aby strom obsahujici pouze
jednu hodnotu nemél zadné podstromy. My jsme pro eleganci struktury zvolili ulozit
zv1ast oboji.
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Operace se strukturou budeme provadét nasledovné. Budeme si pfitom predstavovat,
ze v prihradkach jsou ulozena piimo c¢isla reprezentované mnoziny, nikoliv jen ¢asti
jejich bita — z ¢isla prihradky a hodnoty uvnit¥ prihradky ostatné dokazeme celou
hodnotu rekonstruovat a naopak hodnotu kdykoliv rozlozit na tyto ¢asti.

FindMin — minimum nalezneme v kofeni v ¢ase O(1).

Find(z) — pfimocafe rekurzi pres piihradky v case O(k).

Insert(x):

1. Ogetfime trividlni stromy (prazdny a jednoprvkovy)

2. Je-li treba, prohodime = s min, maz.

3. Prvek z padne do ptihradky P;, které je bud:

4. prazdna = Insert hodnoty ¢ do sumarniho stromu a zalozeni tri-
vialniho stromu pro pfihradku; nebo

5. neprazdna = prevedeme na Insert v podstromu.

V kazdém pripadé bud rovnou skonéime nebo pievedeme na Insert v jednom
stromu niz§iho fddu a k tomu vykoname konstantni prici. Celkem tedy O(k).

Delete(x) — smazani prvku bude opét pracovat v ¢ase O(k).

1. Ogetfime trividlni stromy (jednoprvkovy a dvouprvkovy).

2. Pokud mazeme min (analogicky maz), nahradime ho minimem z prvni
neprazdné prihradky (tu najdeme podle sumarniho stromu v konstant-
nim ¢ase) a pfevedeme na Delete v této piihradce.

3. Prvek z padne do prihradky P;, ktera je bud:

4. jednoprvkova = zruseni piihradky a Delete ze suméarniho stromu;
nebo
5. vétsi = Delete ve stromu prihradky.

Suce(x) — nejmensi prvek vétsi nez x, opét v case O(k):
1. Trivialni piipady: pokud = < min, vratime min; pokud = > maz,
vratime, Ze naslednik neexistuje.
2. Prvek z padne do piihradky P; a budto:
3. P; je préazdnd nebo z = maz(P;) = pomoci Succ v sumdrnim
stromu najdeme nejblizsi dalsi neprdzdnou piihrddku P;:

4. existuje-li = vratime min(P;),
5. neexistuje-li = vratime maz.
6. nebo x < maz(P;) = prevedeme na Succ v P;.

Slozitosti operaci jsou pékné, ale nesmime zapomenout, ze strukturu je na po-
¢atku nutné inicializovat, coz trva Q(vU).?9 Z nésledujicich tivah oviem vyplyne,
7e si inicializaci mizeme odpustit.

(20) Svadi to k ndpadu ponechat piihradky neinicializované a nejdiive se vizdy zeptat
sumarniho stromu, ale tim bychom si pokazili ¢asovou slozitost.
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Modely inicializace

Jak mize byt definovan obsah paméti na pocatku vypoctu:

,,PFi odchodu zhasni“: Zavedeme, Ze pamét RAMu je na pocatku inicializovéna
nulami a program ji po sobé musi uklidit (to je nutné, aby programy slo iterovat).
To u VEBT neni problém zaridit.

Neinicializovano: Na zadné konkrétni hodnoty se nemtzeme spolehnout, ale je defi-
novano, ze neinicializovanou buiiku mtzeme precist a dostaneme néjakou korektni,
i kdyz libovolnou, hodnotu. Tehdy nadm pomuze:

Véta: Bud P program pro Word-RAM s nulami inicializovanou paméti, bézici v ¢ase
T(n). Pak existuje program P’ pro Word-RAM s neinicializovanou paméti poéitajici
totéz v ¢ase O(T(n)).

Diikaz: Béhem vypoctu si budeme pamatovat, do kterych pamétovych bunék uz
bylo néco zapsano, a které tedy maji definovanou hodnotu. Prokladané ulozime do
paméti dvé pole: M, coz bude pamétf pivodniho stroje, a L — seznam ¢isel bundk
v M, do kterych uz program zapsal. Pfitom L[0] bude udavat délku seznamu L.

Program nyni za¢ne tim, Ze vynuluje L[0] a bude simulovat ptivodni program,
pricemz kdykoliv ten bude chtit precist néjakou butitku z M, podivame se do L, zda
uz je inicializovand, a pfipadné vratime nulu a bunku pfipiSeme do L.

To je funkéni, ale pomalé. Redukei tedy vylepsime tak, ze zalozime dalsi pro-
lozené pole R, jehoz hodnota R[i] bude fikat, kde v L se vyskytuje ¢islo i-té buiiky,
nebo bude neinicializovana, pokud takové misto dosud neexistuje.

Pied ¢tenim MTi] se ted podivame na R[i] a ovéfime, zda R[i] nelezi mimo
seznam L a zda je L[R[i]] = i. Tim v konstantnim Case zjistime, jestli je M[i] jiz
inicializovana, a jsme také schopni tuto informaci v témze ¢ase udrzovat. V)
,Minové pole*“: Neinicializované buiiky neni ani dovoleno ¢ist. V tomto pi¥ipadé
nejsme schopni deterministické redukce, ale alesponi muzeme pouzit randomizova-
nou — ukladat si obsah paméti do hashovaci tabulky, coz pfi pouziti universalniho
hashovéani da slozitost O(1) na operaci v prumérném pfipadé.

Technické triky

VEBT nedosahuji zdaleka nejlepsich moznych parametria — lze sestrojit i struk-
tury pracujici v konstantnim case. To v nasledujici kapitole také udélame, ale nejdiive
v této ponékud technické stati vybudujeme repertoar zakladnich operaci proveditel-
nych na Word-RAMu v konstantnim case.

Rozcvicka: nejpravéjsi jednicka ve dvojkovém éisle (hodnota, nikoliv pozice):
z=01---011000000
x—1=01---010111111

z A (z—1)=01---010000000
2@ (z A (z—1)) = 00- - -001000000

Nyni ukdZzeme, jak RAM pouzivat jako vektorovy pocita¢, ktery umi paralelné po-
Citat se vSemi prvky vektoru, pokud se daji zakédovat do jediného slova. Libovolny
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n-slozkovy vektor, jehoz slozky jsou b-bitova éisla (n(b+ 1) < w), zakédujeme po-
skladanim jednotlivych slozek vektoru za sebe, prolozené nulovymi bity:

Ol‘n_l().]?n_g s '03310])0
S vektory budeme provadét nésledujici operace: (latinkou znacime vektory, alfabetou
¢isla, 0 a 1 jsou jednotlivé bity, (...)* je k-ndsobné opakovani binarniho zapisu)
e Replicate(or) — vytvori vektor (o, ay. .., @):
a* (0°1)"
e Sum(x) —secte véechny slozky vektoru (pfedpokladéme, Ze se soucet vejde
do b bitu):
a) vymodulenim ¢&islem 1°+! (protoze 10°*! mod 1°*! = 1), &
b) nasobenim vhodnou konstantou:

Tp—-1 -+ T2 x1 Zo
* 01 ... 0°1 01 o%1
Tp—1 " x2 x1 Zo
Tpn—-1 Tpn—2 - X1 To
Tpn—1 Tpn—2 Tp-3 **° Zo
Tp—1 -*° €2 Z1 Zo
Tn—1 - 2 T1 Sn S3 52 S1

Zde je vysledkem dokonce vektor vSech castecnych soucti:
k—1 n—1
Sk = Di—o Ti> Th = Xij—p Ti-
e Cmp(z,y) — paralelni porovnéni dvou vektor: i-t4 slozka vysledku je 1,
pokud z; < y;, jinak 0.

13?7171133‘”,2 -1 1 1 i)
—0yY,-10yp,—2 -~ 0 y1 0 yo

Ve vektoru x nahradime prokladaci nuly jednickami a odecteme vektor y.
Ve vysledku se tyto jednicky zméni na nuly pravé u téch slozek, kde z; <
y;. Pak je jiz staci posunout na spravné misto a okolni bity vynulovat a
znegovat.

® Rank(wa,x) — spocita, kolik slozek vektoru = je mensich nez a:

Rank(a, ) = Sum(Cmp(Replicate(a), x)).

e Insert(c,x) — zat¥idi hodnotu « do setfidéného vektoru x:
Zde stac¢i pomoci operace Rank zjistit, na jaké misto novou hodnotu za-
tFidit, a pak to pomoci bitovych operaci provést (,rozSoupnout” existujici
hodnoty).
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e Unpack(a) — vytvoii vektor, jehoz slozky jsou bity zadaného ¢isla (jinymi
slovy prolozi bity bloky b nul).
Nejdtive ¢islo a replikujeme, pak andujeme vhodnou bitovou maskou, aby
v i-té slozce zlistal pouze i-ty bit a ostatni se vynulovaly, a pak provedeme
Cmp s vektorem samych nul.

® Unpack,, () — podobné jako piedchozi operace, ale bity jesté prohazi podle
néjaké pevné funkce ¢:
Staci zvolit bitovou masku, ktera v i-té slozce ponecha pravé o(i)-ty bit.

® Pack(x) — dostane vektor nul a jednicek a vytvoii ¢islo, jehoZ bity jsou
praveé slozky vektoru (jinymi slovy Skrtne nuly mezi bity):
Predstavime si, ze slozky ¢isla jsou o jeden bit kratsi a provedeme Sum.
Naptiklad pron =4 ab=4:

00 00x5/0 00 0x/000 02:/0 00 0
00 00|z;000[02,00[0 0z; 0[]0 0 0 x|

Jen si musime déat pozor na to, ze vytvoreny vektor s krat$imi slozkami
neni korektné prostrkan nulami. Konstrukce Sum pomoci modula proto
nebude spravné fungovat a misto 1° vygeneruje 0°. To mtizeme bud oSetfit
zvl45t, nebo pouzit konstrukci pies nasobeni, které to nevadi.

Nyni jesté nékolik operaci s normélnimi ¢isly. Chvili predpokladejme, zZe pro b-bitova
¢isla na vstupu budeme mit k dispozici b2-bitovy pracovni prostor, takze budeme
moci pouzivat vektory s b slozkami po b bitech.

e #1(a) — spocita jednickové bity v zadaném d&isle.
Staci provést Unpack a nasledné Sum.

e Permute,(a) — piehazi bity podle zadané fixni permutace.
Provedeme Unpack, a Pack zpét.

e LSB(«) — Least Significant Bit (pozice nejnizsi jednicky):
Podobné jako v rozcvicce nejdiive vytvorime ¢islo, které obsahuje nejnizsi
jednicku a vpravo od ni dalsi jednicky, a pak tyto jednicky poscitdme
pomoci #1:

a®(a—1)=0---011111

e MSB(«a) — Most Significant Bit (pozice nejvyssi jednicky):
Z LSB pomoci zrcadleni (operaci Permute).

Posledni dvé operace dokazeme spocitat i v linedrnim prostoru, napriklad pro MSB
takto: Rozdélime ¢islo na bloky velikosti |/w]. Pak pro kazdy blok zjistime, zda
v ném je aspon jedna jednicka, zavoldanim Cmp(0,z). Pomoci Pack z toho dostane-
me slovo y odmocninové délky, jehoz bity indikuji neprazdné bloky. Na toto ¢islo
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zavolame predchozi kvadratické MSB a zjistime index nejvyssiho neprazdného blo-
ku. Ten pak izolujeme a druhym volanim kvadratického algoritmu najdeme nejlevéjsi
jednicku uvnit¥ néj.(2

1) Dopoustime se drobného podvidku — vektorové operace predpokladaly prostr-

kané nuly a ty tu nemame. Muzeme si je ale snadno poridit a bity, které jsme nulami
prepsali, prosté zpracovat zvlast.
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8. Q-Heaps

V minulé kapitole jsme zavedli vypocetni model RAM a nahlédli jsme, Ze
na ném muzeme snadno simulovat vektorovy pocitac s vektorovymi operacemi pra-
cujicimi v konstantnim ¢ase. Kdyz uz mame takovy pocitaé, pojdme si ukazat, jaké
datové struktury na ném miizeme vytvaret.

Svym snazenim budeme smérovat ke strukturam, které zvladnou operace Insert
a Delete v konstantnim case, pficemZ bude omezena budto velikost ¢isel nebo maxi-
malni velikost struktury nebo oboji. Bez ijmy na obecnosti budeme pfedpokladat,
7e hodnoty, které do struktur ukladame, jsou navzajem rdzné.

Zmnaceni: w bude vzdy znadit $itku slova RAMu a n velikost vstupu algoritmu, v némz
datovou strukturu vyuzivame (speciélné tedy vime, Ze w > logn).

Word-Encoded B-Tree

Prvni strukturou, kterou popiseme, bude vektorova varianta B-stromu. Nema
jesté tak zajimavé parametry, ale odvozuje se snadno a jsou na ni dobre vidét mnohé
myslenky pouzivané ve strukturach slozitéjsich.

Ptjde o obycejny B-strom s daty v listech, ovSem kédovany vektorové. Do listt
stromu budeme ukladat k-bitové hodnoty, vnitini vrcholy budou obsahovat pouze
pomocné kliée a budou mit nejvyse B syni. Strom bude mit hloubku h. Hodnoty
vSech kli¢d ve vrcholu si budeme uklddat jako vektor, ukazatele na jednotlivé syny
jakbysmet.

Se stromem zachézime jako s klasickjym B-stromem, pfitom operace s vrcholy
provadime vektorovée: vyhledani pozice prvku ve vektoru pomoci operace Rank, roz-
déleni a slu¢ovani vrcholt pomoci bitovych posuvii a maskovani, to vée v ¢ase O(1).
Stromové operace (Find, FindNext, Insert, Delete, ...) tedy stihneme v ¢ase O(h).

Zbyva si rozmyslet, co musi splilovat parametry struktury, aby se vSechny vek-
tory vesly do konstantniho poétu slov. Kvili vektorim kli¢t musi platit Bk = O(w).
Jelikoz strom mé az B listii a nejvyse tolik vnitinich vrcholii, ukazatele zabiraji
O(hlog B) bitl, takze pro vektory ukazateli potfebujeme, aby bylo Bhlog B =
O(w). Dobra volba je napiiklad B = k = /w, h = O(1), ¢imz ziskdme strukturu
obsahujici w®® prvka o y/w bitech, kterd pracuje v konstantnim case.

Q-Heap

Predchozi struktura mé zajimavé vlastnosti, ale ¢asto je jeji pouziti znemoznéno
omezenim na velikost ¢isel. Popiseme tedy o néco slozitéjsi konstrukci od Fredmana a
Willarda [24], kterd dokédze totéz, ale s az w-bitovymi ¢isly. Tato struktura mé spise
teoreticky vyznam (konstrukce je zna¢éné komplikovana a skryté konstanty nemalé),
ale prekvapivé mnoho myslenek je pouzitelnych i prakticky.

Znaceni:

® k= O(w'/*) — omezeni na velikost haldy,
e r < k — aktudlni pocet prvkt v haldé,
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e X = {z1,...,2.} — uloZzené w-bitové prvky, ocislujeme si je tak, aby
1 <...<Zp,

® ¢; = MSB(z; ® x;41) — nejvyssi bit, ve kterém se lisi z; a x;41,

e Ranky (z) — pofet prvki mnoziny X, které jsou mensi nez x (pfi¢emz x
muze lezet i mimo X).

Pfedvypocet: Budeme ochotni obétovat cas O(2k4) na predvypocet. To miZe znit
hrozivé, ale ve vétsiné aplikaci bude k = logl/ *n, takze predvypocet stihneme v ¢a-
se O(n). V takovém ¢ase mimo jiné stihneme pfedpoéitat tabulku pro libovolnou
funkci, ktera ma vstup dlouhy O(k?) biti a kterou pro kazdy vstup dovedeme vy-
hodnotit v polynomidlnim case. Nadéle tedy miizeme bezpecné predpokladat, ze
vSechny takové funkce umime spocitat v konstantnim case.

Iterovani: VSimnéte si, Ze jakmile dokéZeme sestrojit haldu s k prvky pracujici v kon-
stantnim ¢ase, mizeme s konstantnim zpomalenim sestrojit i haldu s k() prvky.
Staci si hodnoty ulozit do list stromu s vétvenim k a konstantnim poc¢tem hladin a
v kazdém vnitfnim vrcholu si pamatovat minimum podstromu a Q-Heap s hodnota-
mi jeho synd. Tak dokézeme kazdé vlozeni i odebrani prvku prevést na konstantné
mnoho operaci s Q-Heapy.

Naért fungovani Q-Heapu: Nad prvky xi,...,z, sestrojime trii T a nevétvici se
cesty zkomprimujeme (nahradime hranami). Listy trie budou jednotlivd x;, vnitini
vrchol, ktery lezi mezi x; a z;11, bude testovat ¢;-ty bit ¢isla. Pokud budeme hledat
nékteré z z;, tyto vnitini vrcholy (budeme jim fikat znacky(??)) nas spravné dovedou
do prislusného listu. Pokud ale budeme hledat néjaké jiné x, zavedou nas do néja-
kého na prvni pohled nesouvisejiciho listu a teprve tam zjistime, zZe jsme zabloudili.
K nasemu piekvapeni vsak to, kam jsme se dostali, bude stacit ke spocitani ranku
prvku a z rankt uz odvodime i ostatni operace.

Priklad: Trie pro zadanou mnozinu ¢isel. Ohodnoceni hran je pouze pro nézornost,
neni soucasti struktury.

z1 = (0000171 c1=3
Xro = 01010 Coy =
xr3 = 10001 C3 =
T4 = 10101 Cqy =
x5 = (100000 cs =0
¢ =(100001

5432115

Lemma R: Rankx (z) je uren jednozna¢né kombinaci:

(i) tvaru stromu T,
(ii) indexu ¢ listu z;, do kterého nés zavede hledani hodnoty = ve stromu,

(22) tfeba turistické pro orientaci v lese
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(iii) vztahu mezi z a z; (z < 2, * > x; nebo © = x;) a
(iv) pozice b = MSB(z & ;).

Ditkaz: Pokud = = x;, je zjevné Rankx(x) = i. Pfedpokladejme tedy = # x;.
Hodnoty znacek klesaji ve sméru od kofene k listim a na cesté od korene k x;
se vSechny bity v z; na pozicich urcenych znackami shoduji s bity v z. Pfitom az
do pozice b se shoduji i bity znackami netestované. Sledujme tuto cestu od kofene az
po b: pokud cesta odbocuje doprava, jsou vSechny hodnoty v levém podstromu mensi
nez x, a tedy se do ranku zapocitaji. Pokud odbocuje doleva, jsou hodnoty v pravém
podstromu zaruéené vétsi a nezapocitaji se. Pokud nastala neshoda a = < z; (tedy
b-ty bit v z je nula, zatimco v x; je jednickovy), jsou vSechny hodnoty pod touto
hranou vétsi; pfi opa¢né nerovnosti jsou mensi. Q
Pfiklad: Vezméme mnozinu X = {x1,xs, ..., xs} z pfedchoziho pfikladu a pocitejme
Rank x(011001). Misto prvni neshody je oznac¢eno puntikem. Plati x > z;, tedy cely
podstrom je mensi nez z, a tak je Rankx (011001) = 4.

Ré4di bychom predchozi lemma vyuzili k sestrojeni tabulek, které podle uvede-
nych hodnot vrati rank prvku z. K tomu potfebujeme predevsim umét indexovat
tvarem stromu.

Pozorovani: Tvar trie je jednozna¢né uréen hodnotami ¢y, ..., c.—1 (je to totiz kar-
tézsky strom nad témito hodnotami — bliZze viz kapitola o dekompozicich stromi),
hodnoty v listech jsou z1,...,z, v poradi zleva doprava.

Kdykoliv chceme indexovat tvarem stromu, mtizeme misto toho pouzit pfimo
vektor (ci,...,c. — 1), ktery ma klogw bitt. To se sice uz vejde do vektoru, ale pro
indexovéani tabulek je to stale pFili§ (v8imnéte si, Ze logw smi byt vaéi k libovolné
vysoky — pro w zndme pouze dolni mez). Proto reprezentaci jesté rozdélime na dvé
Casti:

e B := {c1,...,¢.} (mnoZina vSech pozic biti, které trie testuje, uloZend
ve vektoru setfidéné),
e C:{1,...,r} — B takova, ze B[C(i)] = ¢;.

Lemma R’: Rankx () lze spoéitat v konstantnim case z:

(’) funkce C,

(ii’) hodnot z1,...,z,,

iii’) z|B] — hodnot bit na ,zajimavych* pozicich v ¢isle z.
J y

Diikaz: Z predchoziho lemmatu:

(i) Tvar stromu zavisi jen na nerovnostech mezi polohami znacek, takze je
jednoznac¢né urceny funkci C.

(ii) Z tvaru stromu a z[B] jednozna¢né plyne list z; a tyto vstupy jsou do-
statecné kratké na to, abychom mohli pfedpocitat tabulku pro prichod
stromem.

(iii) Relaci zjistime prostym porovnénim, jakmile zndme x;.

(iv) MSB umime na RAMu poéitat v konstantnim case.
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Mezivysledky (i)—(iv) jsou opét dost kratké na to, abychom jimi mohli indexo-

vat tabulku. Q
Pocitani ranki je témér vse, co potiebujeme k implementaci operaci Find, Insert a
Delete. Jedinou dalsi piekdzku tvoii zatfidovani do seznamu x4, .. ., ., ktery je moc

velky na to, aby se vesel do O(1) slov. Proto si budeme pamatovat zvlast hodnoty
v libovolném poradi a zvlast permutaci, kterd je setidi — ta se jiz do vektoru vejde.
Reknéme tedy pofadné, co vse si bude struktura pamatovat:

Stav struktury:

e , r — kapacita haldy a aktudlni pocet prvka (éisla),

e X ={x1,...,2,} — hodnoty prvki v libovolném pofadi (pole ¢isel),

® o — permutace na {1,...,r} takova, ze v; = X[p(i)] a 11 < 22 < ... < x,
(vektor o r - log k bitech),

® B — mnozina ,zajimavych“ bitovych pozic (setfidény vektor o r - logw
bitech),

e C — funkce popisujici znacky: ¢; = B[C(i)] (vektor o r - log k bitech),

® predpocitané tabulky pro ruzné funkce.

Nyni jiz ukdzeme, jak provadét jednotlivé operace:
Find(x) :

1. i + Rankx(x).

2. Pokud x; = x, odpovime ANO, jinak NE.
Insert(x) :

1. i < Rankx(z).

2. Pokud x = z;, hodnota uz je pfitomna.

3. Ulozime z do X[++ r] a vlozime r na i-té misto v permutaci .
4. Prepoc¢itdme c;_; a ¢;. Pro kazdou zménu c;:

5. Pokud jesté nova hodnota neni v B, pridame ji tam.
6. Upravime C(j), aby ukazovalo na tuto hodnotu.
7. Upravime ostatni prvky C, ukazujici na hodnoty v B, které se
vlozenim posunuly.
8. Pokud se na starou hodnotu neodkazuje zadné jiné C(+), smazeme
jiz B.
Delete(z) :

1.7 < Rankx(x) (vime, Ze z; = x).

2. Smazeme x; z pole X (napftiklad prohozenim s poslednim prvkem) a
prislusné upravime p.

3. Prepocitame ¢;_1 a ¢; a upravime B a C jako pfi Insertu.

Casova slozitost: Viechny kroky operaci po vypoétu ranku trvaji konstantni ¢as,
rank samotny zvladneme spoc¢itat v O(1) pomoci tabulek, pokud zndme z[B]. Zde
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je ovSem nali¢en hacek — tuto operaci nelze na Word-RAMu konstantnim poctem
instrukci spocitat. Pomoci si miizeme dvéma zpisoby:

a) Vyuzijeme toho, ze operace z[B] je v ACY, a vystacime si se strukturou
pro AC°-RAM. Zde dokonce miizeme vytvafet haldy velikosti az w log w.
Také pii praktické implementaci mtizeme vyuzit toho, zZe soucasné proce-
sory maji instrukce na spoustu zajimavych AC°-operaci, viz nap¥. pékny
rozbor v [56].

b) Jelikoz B se pti jedné Q-Heapové operaci méni pouze o konstantni pocet
prvkd, mizeme si udrzovat pomocné struktury, které budeme umét pri
lokalni zméné B v linedrnim case prepocitat a pak pomoci nich indexovat.
To pomoci Word-RAMu lze zafidit, ale je to technicky dosti naro¢né, takze
¢tenafe zvédavého na detaily odkazujeme na ¢lanek [24].

Aplikace Q-Heapu

Jednim velice péknym dusledkem existence Q-Heaptu je linedrni algoritmus
na nalezeni minimalni kostry grafu ohodnoceného celymi ¢isly. Ziskdme ho z Fredma-
novy a Tarjanovy varianty Jarnikova algoritmu (viz kapitoly o kostrdch) tak, Ze
v prvni iteraci pouZijeme jako haldu Q-Heap velikosti logl/ 4n a pak budeme po-
kracovat s puvodni Fibonacciho haldou. Tak provedeme tolik prichodt, kolikrat je
potfeba zlogaritmovat n, aby vysledek klesl pod logl/ 41, a to je konstanta. Viimnéte
si, ze by nam dokonce stacila halda velikosti Q(log(k) n) s operacemi v konstantnim

Case pro néjaké libovolné k.

50 2019-01-16



9. Dekompozice stromu

V této kapitole ukazeme nékolik datovych struktur zalozenych na myslence
dekompozice problému na dostateéné malé podproblémy, které uz umime (obvykle
vhodnym kédovanim ¢isly) Fesit v konstantnim case.

Union-Find Problem

Problém: Udrzovani t¥id ekvivalence: na poc¢atku mame N jednoprvkovych ekviva-
lenénich t¥id, provadime operace Find (zjisténi, zda dva prvky jsou ekvivalentni) a
Union (slouceni dvou tiid do jedné). Také na to lze pohliZzet jako na inkrementdl-
ni udrzovani komponent souvislosti neorientovaného grafu: Union je pfidani hrany,
Find test, zda dva vrcholy lezi v téZze komponenté. To se hodi v mnoha algoritmech,
kupfikladu v Kruskalové algoritmu pro hledani minimalni kostry.

Trividlni FeSeni: Prvky kazdé tf¥idy obarvime unikdtni barvou (identifikdtorem tii-
dy). Operace Find porovnavd barvy, Union prvky jedné ze sjednocovanych tiid
prebarvuje.

Operace Find tak pracuje v konstantnim ¢ase, Union muze zabrat az linearni
¢as. Muzeme si pomoci tim, ze vzdy pfebarvime mensi ze sluCovanych ekvivalenc-
nich t¥id (budeme si pro kazdou tfidu pamatovat seznam jejich prvka a velikost).
Tehdy mtize byt kazdy prvek prebarven jen O(logn)-krat, jelikoz kazdym pfebarve-
nim se alespon zdvojnasobi velikost t¥idy, ve které prvek lezi. Posloupnost operaci
Union, kterou vznikla tiida velikosti k, tak trva O(klog k), takZze mtizeme bezpecné
prohlésit, Zze amortizovand slozitost operace Union je O(logn).

Chytrejsi feSeni: Kazdou tf¥idu budeme reprezentovat zakofenénym stromem s hra-
nami orientovanymi smérem ke kofeni (jinymi slovy pro kazdy prvek si pamatujeme
jeho otce nebo Ze je to kofen). Find nalezne kofeny stromt a porovnd je, Union
pripoji kofen jedné t¥idy pod kofen druhé. Aby stromy nedegenerovaly, pfidame dvé
pravidla:

e Union dle ranku: kazdy kofen v si bude pamatuje sviyj rank r(v), coz
je néjaké prirozené cislo. Na pocatku jsou vSechny ranky nulové. Pokud
spojujeme dva stromy s kofeny v, w a r(v) < r(w), pfipojime v pod w
a rank zachovame. Pokud r(v) = r(w), pfipojime libovolné a novy kofen
bude mit rank r(v) + 1.(23

e Komprese cest: pokud z vrcholu vystoupime do kofene (napiiklad béhem
operace Find), pfepojime vSechny vrcholy na cesté, po které jsme prosli,
rovnou pod kofen.

Pro ucely analyzy struktury budeme uvazovat také ranky ostatnich vrchola
— kazdy vrchol si ponese sviij rank z doby, kdy byl naposledy kofenem. Struktura
se ovSem podle rankil vnitinich vrcholt nijak nefidi a nemusi si je ani pamatovat.
Stromu s kofenem ranku 7 budeme zkracené fikat strom ranku r.

(23) Stejné by fungovalo pravidlo Union dle velikosti, které p¥ipojuje mensi strom
pod vétsi, ale ranky mame radéji, neb jsou skladnéjsi a snéze se analyzuji.
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Invariant C: Na kazdé cesté z vrcholu do korene pfislusného stromu ranky ostie
rostou. Jinymi slovy rank vrcholu, ktery neni kofen, je mensi, nez je rank jeho otce.

Diikaz: Na pocéatku (pro jednovrcholové stromy) tvrzeni jisté plati. Necht provedeme
Union, ktery pfipoji vrchol v pod w. Cesty do kofene z vrcholti, které lezely pod w,
zustanou zachovany, pouze se vrcholu w pripadné zvysi rank. Cesty z vrcholt pod v
se roz§ifi o hranu vw, na které rank v kazdém ptipadé roste. Komprese cest nahrazuje
otce vrcholu jeho vzdalenéjsim predkem, takze se rank otce miZe jediné zvysit. ©

Invariant R: Strom ranku r obsahuje alespori 2" vrchold.

Diikaz: Indukci podle ¢asu. Pro jednovrcholové stromy o nulovém ranku tvrzeni
plati. Necht pfipojime vrchol v pod vrchol w. Je-li r(v) < r(w), rank stromu zstane
zachovan a strom se je$té zvétsi. Je-li r(v) = r(w), rank stromu se zvétsi o 1, ale
z indukce vime, Ze oba spojované stromy mély alespoii 27(*) vrcholi, takZe jejich
spojenim vznikne strom o alespoii 2"(*)*1 yrcholech. Komprese cest zasahuje pouze
do vnitini struktury stromu, ranky ani velikosti stromt nemeéni. V)

Dusledek: Rank kazdého stromu je O(logn), takZe rank kazdého vnitiniho vrcholu
taktéz. Diky invariantu C stravime vystupem z kazdého vrcholu do kofene také cas
O(logn), takze logaritmicka je i slozitost operaci Union a Find.

K tomu nam ovsem stacilo samotné pravidlo Union podle ranku, o kompresi
cest jsme zatim dokazali pouze to, Ze slozitost v nejhorsim piipadé nezhorsuje. (24
Kombinace obou metod se ve skutecnosti chovd mnohem lépe:

Véta: (Tarjan, van Leeuwen [52]) Posloupnost m operaci Union a Find provedena
na prazdné struktufe s n vrcholy trvd O(n + ma(m,n)), kde «a je inverzni Acker-
mannova funkce. (2%)

Ditikaz této véty neuvadime, jelikoz je technicky dosti naro¢ny. Misto toho po-
dobnou metodou ukézeme trochu slabsi vysledek s iterovanym logaritmem:

Véta’: Ve struktufe s n prvky trva provedeni posloupnosti m operaci Union a Find

O((n+m) -log™ n).

Definice: VéZovou funkci 21 k definujeme nasledovné: 210 = 1, 21(k + 1) = 22T*,
Funkce 21k je tedy k-krat iterovand mocnina dvojky a log* je funkce k této

funkci inverzni.

Vrcholy ve struktufe si nyni rozdélime podle jejich rankt: k-ta skupina bude
tvofena témi vrcholy, jejichZ rank je od 21(k — 1) + 1 do 21 k. Vrcholy jsou tedy
rozdéleny do 1 + log*logn skupin. Odhadnéme nyni shora podet vrchold v k-té
skupiné.

(24} Mimochodem, Komprese cest samotna by také na slozitost O(logn) amortizo-

vané stacila [52].

(25) Je znamo [23], ze asymptoticky lepsi slozitosti nelze dosdhnout, a to ani v modelu
silnéj$im nez RAM. Nami uvadény algoritmus si téméf vystaci s Pointer Machine, jen
porovnavani rankt z tohoto modelu vybocuje. Slozitost operaci v nejhorsim piipadé
je obecné horsi, je znam dolni odhad Q(logn/loglogn); vice viz Alstrup [2].
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Invariant S: V k-té skupin€ lezi nejvyse n/(21 k) vrcholi.

Dukaz: Nejprve ukdzeme, Ze vrcholll s rankem r je nejvyse n/2". Kdybychom ne-
komprimovali cesty, snadno to plyne z invarianti C a R: kazdému vrcholu ranku r
prifadime vsech jeho alespon 2" potomki. Jelikoz ranky na cestach smérem ke ko-
feni rostou, zddného potomka jsme nemohli pfifadit vice vrcholiim. Komprese cest
ovSem nemuze invariant porusit, protoze neméni ranky ani rozhodnuti, jak probéhne
ktery Union.

Ted uz staci odhad n/2" selist pfes vSechny ranky ve skupiné:

n n n < n =1 B n 1— n
921 (k—1)+1 + 221 (k—1)+2 +eet 221k = 927(k—1) ;@ T 92f(k-1) T 21k

Q

Diikaz véty: Operace Union a Find potfebuji nekonstantni ¢as pouze na vystoupani
po cesté ze zadaného vrcholu v do kofene stromu. Cas straveny na této cesté je pfimo
ameérny poctu hran cesty. Cela cesta je pfitom rozpojena a vSechny vrcholy lezici
na ni jsou prepojeny pfimo pod kofen stromu.

Hrany cesty, které spojuji vrcholy z rtiznych skupin (takovych je O(log" n)),
natctujeme pravé provadéné operaci. Celkem jimi tedy stravime éas O(mlog” n).
Zbylé hrany budeme pocitat pres celou dobu béhu algoritmu a tétovat je vrcholim.

Uvazme vrchol v v k-té skupin€, jehoz rodic lezi také v k-té skupiné. Jelikoz
hrany na cestdch do kofene ostie rostou, kazdym pfepojenim vrcholu v rank jeho
rodiCe vzroste. Proto po nejvyse 21k prepojenich se bude rodi¢ vrcholu v nachéazet
v nékteré z vyssich skupin. Jelikoz rank vrcholu v se uz nikdy nezméni, bude hrana
z v do jeho otce jiz navzdy hranou mezi skupinami. Kazdému vrcholu v k-té skupiné
tedy natuctujeme nejvyse 21k prepojeni a jelikoz, jak uz vime, jeho skupina obsa-
huje nejvyse n/(21 k) vrchold, natétujeme celé skupiné ¢as O(n) a véem skupindm
dohromady O(nlog* n). Q

Union-Find s pfedem znamymi Uniony

Déle nas bude zajimat specialni varianta Union-Find problému, v niz dopte-
du zname posloupnost Uniontl, ¢li strom, ktery spojovanim komponent vznikne. (26!
Jina interpretace téhoZz (jen pozpatku) je dekrementalni udrzovéni komponent sou-
vislosti lesa: na pocatku je dan les, umime smazat hranu a otestovat, zda jsou dva
vrcholy v témze stromu.

Popiseme algoritmus, ktery po pocateénim pfedzpracovani v case O(n) zvlad-
ne Union i Find v amortizované konstantnim case. Tento algoritmus je kombinaci
dekompozic popsanych Alstrupem [4, 3].

(26) Kdy se to hodi? Tieba v Thorupové linearnim algoritmu [53] na nejkratsi cesty
nebo ve Weiheho taktéz linedrnim algoritmu [60] na hledani hranové disjunktnich
cest v rovinnych grafech.
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Definice: (Microtree/Macrotree dekompozice) Pro zakofenény strom 1" o n vrcholech
definujeme:

e Korveny mikrostromu budou nejvyssi vrcholy v T, pod nimiz je nejvyse
log n listl a které nejsou korenem celého T'.

e Mikrostromy lezi v T od téchto korentu nize.

® Spojovact hrany vedou z kofent mikrostromt do jejich otci.

® Makrostrom je tvofen zbyvajicimi vrcholy a hranami stromu 7'.

Pozorovani: Kazdy mikrostrom mé nejvyse log n listt. Pod kazdym listem makrostro-
mu lezi alesponl jeden mikrostrom (mize jich byt i vice, viz dekompozice hvézdy
na obrazku), takze listd makrostromu je nejvyse n/logn.

Vnitfnich vrcholtt makro- i mikrostromi ale mtize byt nesikovné mnoho, protoze
se ve stromech mohou vyskytovat dlouhé cesty. PomiiZzeme si snadno: kazdou cestu
si budeme pamatovat zvlast a ve stromu ji nahradime hranou, kterd bude vloZena
pravé tehdy, kdyz budou pfitomny vsechny hrany cesty.

Priklad: Néasledujici obrazek ukazuje dekompozici nékolika stromil za predpokladu,
ze logn = 4. Vrcholy mikrostromi jsou ¢erné, makrostromu bilé. Spojovaci hrany
kreslime teckované, hrany komprimovanych cest tuc¢né.

. "®

Algoritmus pro cesty: Cestu délky [ rozdélime na useky délky logn, pro néz si ulo-
Zime mnoziny jiz pfitomnych hran (po bitech jako ¢isla). Pak si je$té pamatujeme
zkomprimovanou cestu (hrany odpovidaji tsektim a jsou pfitomny pravé tehdy, jsou-
li pfitomny v8echny hrany pfislusného tseku) délky //logn a pro ni ,piebarvovaci
strukturu pro Union-Find.

Union(z,y) (pfidani hrany e = zy do cesty):
1. Pfidame e do mnoziny hran pfitomnych v pfislusném tseku.
2. Pokud se tim tisek naplnil, pridame odpovidajici hranu do zkompri-
mované cesty.

Find(z,y) :
1. Pokud z a y jsou v témze tseku, otestujeme bitovymi operacemi, zda
jsou v8echny hrany mezi x a y pfitomny.
2. Pokud jsou v riznych tsecich, rozdélime cestu z = do y na posloupnost

celych tsek, na které ndm odpovi zkomprimovana cesta, a dva dotazy
v krajnich ¢astecnych tusecich.
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Operace uvniti tseki pracuji v éase O(1), operace na zkomprimované cesté
v O(log ) amortizované, ale za dobu Zivota struktury je jich O(I/logn) = O(l/log),
takze celkové zaberou linearni cas.
Komprese cest: Operace na mikro/makro-stromech budeme nasledujicim zptisobem
prevadét na operace s jejich cestové komprimovanymi podobami a na operace s ces-
tovymi strukturami:

Union(z,y):
1. Pokud e = zy lezi uvnit¥ n&jaké cesty, priddme ji do cesty, coz budto
zpisobi pridavani jiné hrany, a nebo uz jsme hotovi.
2. Provedeme Union v komprimovaném stromu.

Find(z,y):
1. Pokud z a y lezi uvnitf jedné cesty, zeptame se cestové struktury a
koncime.

2. Pokud x lezi uvnitt néjaké cesty, zjistime dotazem na cestovou struktu-
ru, ke kterému krajnimu vrcholu cesty je pfipojen, a x nahradime timto
vrcholem. Neni-li pfipojen k zddnému, je evidentné odpovéd na cely
Find negativni; pokud k obéma, vybereme si libovolny, protoze jsou
stejné v cestové komprimovaném stromu spojeny hranou. Analogicky
pro y.
3. Zeptame se struktury pro komprimovany strom.
Algoritmus pro mikrostromy: Po kompresi cest ma kazdy mikrostrom nejvyse 2logn
vrchold, ¢ili také nejvyse tolik hran. Hrany si oéislujeme pfirozenymi ¢isly, kazdou
mnozinu hran pak mtZeme reprezentovat (2logn)-bitovym ¢islem a mnoZinové ope-
race provadét pomoci bitovych v konstantnim case.

Pro kazdy mikrostrom si pfedpocitame pro vsechny jeho vrcholy v mnoziny P,
hran lezicich na cesté z kofene mikrostromu do v. Navic si budeme pro cely mikro-
strom pamatovat mnozinu pritomnych hran F.

Union(z,y) :
1. Najdeme potradové ¢islo i hrany zy (méme pfedpocitané).
2. F + FU{i}.

Find(z,y) :
1. P < P, A P, (mnozina hran lezicich na cesté z = do y).

2. Pokud P\ F =0, lezi = a y ve stejné komponenté, jinak ne.

Algoritmus pro cely problém: Strom rozloZime na mikrostromy, makrostrom a spo-
jovaci hrany. V mikrostromech i makrostromu zkomprimujeme cesty. Pro cesty a mi-
krostromy pouzijeme vysSe popsané struktury, pro kazdou spojovaci hranu si budeme
pamatovat jen znacku, zda je pritomna, a pro makrostrom prebarvovaci strukturu.

Union(z,y):

1. Pokud e = xy je spojovaci, poznamename si, zZe je pfitomna, a kon¢ime.
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2. Nyni vime, ze e lezi uvnitf mikrostromu nebo makrostromu, a tak
provedeme Union na prislusné strukture.

Find(z,y):

1. Lezi-li  a y v jednom mikrostromu, zeptame se struktury pro mikro-
strom.

2. Je-li x uvniti mikrostromu, zeptame se mikrostruktury na spojeni s ko-
fenem mikrostromu. Neni-li, odpovime NE, stejné jako kdyz neni pii-
tomna prislusna spojovaci hrana. Jinak  nahradime listem makrostro-
mu, do kterého spojovaci hrana vede. Podobné pro y.

3. Odpovime podle struktury pro makrostrom.

Analyza: Operace Find trva konstantni ¢as, protoze se rozlozi na O(1) Findi v dil-
¢ich strukturadch a kazdy z nich trva konstantné dlouho. VSech n operaci Union
trvd O(n), jelikoz zptisobi O(n) amortizované konstantnich operaci s mikrostromy,
spojovacimi hranami a cestami a O(n/logn) operaci s makrostromem, které trvaji
O(logn) amortizované kazda. ")

Cviceni: Zkuste pomoci dekompozice vytesit nasledujici problém: je dan strom, jehoz
kazdy vrchol mtze byt oznaceny. Navrhnéte datovou strukturu, kterd bude umét
v ¢ase O(loglogn) oznacit nebo odznacit vrchol a v ¢ase O(logn/loglogn) najit
nejblizsitho oznaceného predchiidce.

Fredericksonova clusterizace

Mikro/makro-stromové dekompozice neni jediny zptisob, jak stromy rozkladat.
Neékdy se vice hodi nasledujici myslenka:
Definice: (Fredericksonova clusterizace) Necht k > 1 je pfirozené ¢éislo a T strom

s maximalnim stupném nejvyse 3. Pak k-clusterizaci stromu 7' nazveme libovolny
rozklad V4, U...UV; mnoziny V(T), pro ktery plati:

e Podgrafy stromu T indukované jednotlivymi V; jsou souvislé. Témto pod-
grafim budeme tikat clustery a znacit je C;.

® 7 kazdého clusteru vedou nejvyse 3 hrany do sousednich clusteri. Tako-
vym hrandm Fikdme vnéjsi, jejich pocet je vnéjsi stuperni clusteru ed(Cj).
Hrany uvnitf clustert nazveme vnitrni.

e Necht |C;| znadi pocet vrcholil clusteru C;. Pak pro vSechny clustery plati
|C;] < k a pro clustery vnéjsiho stupné 3 dokonce |C;| = 1.

® 74dné dva sousedni clustery neni mozné sloudit.

Umluva: Clustery vnéjsiho stupné 0 se nazjvaji izolované, stupné 1 listové, stupné 2
cestové a stupné 3 vétvict.

27) To je v praméru O(1) na operaci a dokonce i amortizovang, pokud nechame

inicializaci struktury, ktera je linedrni, naspofit potencial O(n), ze kterého budeme
prubézné platit slucovani v makrostromu.
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Pozorovani: Necht C' a D jsou sousedni clustery (bez Gjmy na obecnosti ed(C) >
ed(D)). Kdy je 1ze slou¢it? Pfedevsim |C|+|D| musi byt nejvyse rovno k. Pak mohou
nastat nasledujici pripady:

® Pokud C'i D jsou listové, Ize je sloucit do jednoho izolovaného clusteru.

® Pokud C' je cestovy a D listovy, lze je sloucit do listového clusteru.

® Pokud C'i D jsou cestové, lze je sloucit do cestového clusteru.

® Pokud C je vétvici a D listovy, lze je sloucit do cestového clusteru.

e V ostatnich pripadech slucovat nelze, nebof by vznikl cluster vné&jsiho
stupné 4 nebo stupné 3 s vice nez jednim vrcholem.

Véta: (Frederickson [22]) Kazda k-clusterizace stromu T na n vrcholech obsahuje
O(n/k) clustert.

Diikaz: Pokud clusterizace obsahuje pouze izolované nebo listové clustery, pak je
konstantné velka a tvrzeni trivialné plati.

Pokud navic obsahuje cestové clustery, musi byt clustery propojeny do jedné
cesty, ktera zac¢ina a konci listovymi clustery a ostatni clustery jsou cestové. Cestové
clustery rozdélime na velké (alesponi k/2 vrcholi) a malé (ostatni). VSimneme si, Ze
malé spolu nemohou sousedit. Velkych je pfitom nejvyse n/k, takze malych nejvyse
n/k+ 1.

Zbyva obecny pripad, v némz jsou i vétvici clustery. Uvazme clusteriza¢ni
strom S: jeho vrcholy odpovidaji clusterim, hrany externim hrandm mezi nimi.
Tento strom zakoferime v libovolném vétvicim clusteru.

Pokud ve stromu S nahradime kazdou nevétvici se cestu hranou, vznikne néjaky
komprimovany strom S’. V ném uZ jsou pouze listové clustery (coby listy) a vétvici
clustery (jako vnit¥ni vrcholy).

Nyni si vSimneme, ze pro kazdy list ¢ stromu S plati, Ze tento cluster spolu
s cestovymi clustery nad nim (které se schovaly do hrany mezi ¢ a jeho otcem) musi
mit velikost alesponi k. V opac¢ném pripadé by totiz bylo mozné tyto clustery spole¢né
s vétvicim clusterem nad nimi sloucit do jediného clusteru, coz by porusilo posledni
podminku z definice clusterizace.

Proto strom S’ obsahuje nejvyse n/k listt. A jelikoz vSechny jeho vnitini vr-
choly maji alespori 2 syny, musi byt vnitinich vrcholt také nanejvys n/k.

Zbyvé zapocitat cestové clustery. Uvazme hranu e stromu S’ a cestové clustery,
které se do ni zkomprimovaly. Uz vime, ze je-li celkova velikost téchto clustert r,
miZe jich byt nanejvys 2r/k + 1. A jelikoZ clustery jsou disjunktni, v souc¢tu pies
v8echny hrany e dostaneme 2n/k + poéet hran stromu S’ = O(n/k).

Clusterii vSech typi je tedy dohromady O(n/k). Q
Véta: (Frederickson [22]) Pro kazdé k lze k-clusterizaci stromu o n vrcholech najit
v ase O(n).

Diikaz: Clusterizaci 1ze najit upravenym hledanim do hloubky, ale pfi tom je nutné
feSit mnoho riznych pripadt slucovani clusterti. Misto toho pouzijeme nasledujici
hladovy algoritmus.
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Nejprve vytvorime z kazdého vrcholu trividlni cluster. Takova clusterizace spl-
niuje vSechny podminky kromé posledni. Budeme tedy clustery hladové slucovat.

Pofidime si frontu clustertd, u nichZ jsme jesté nezkontrolovali slucitelnost. Na
pocatku do ni umistime vSechny clustery. Pak vzdy odebereme cluster, prozkoumame
jeho sousedy a pokud mezi nimi je néjaky, s nimz lze slucovat, tak to provedeme.
Novy cluster ulozime do fronty, oba staré z fronty odstranime.

Vsimneme si, Ze pii kazdé kontrole poklesne velikost fronty o 1 — budto jsme
neslucovali a zmizel pouze kontrolovany cluster, anebo slucovali, ale pak zmizely dva
clustery a pfibyl jeden. Jelikoz kontrolu i slouc¢eni zvladneme v konstantnim case,
cely algoritmus dobéhne v ¢ase O(n). @
Pouziti: Pfedchozi variantu Union-Find problému bychom také mohli vyfesit nahra-
zenim vrcholt stupné vétsiho nez 3 , kruhovymi objezdy bez jedné hrany“, nalezenim
(log n)-clusterizace, pouzitim bitové reprezentace mnozin uvniti clustert a piebar-
vovaci struktury na hrany mezi clustery.

Stromovi predchudci

Problém: (Least Common Ancestor alias LCA) Chceme si piedzpracovat zakofenény
strom T tak, abychom dokézali pro libovolné dva vrcholy z,y najit co nejrychleji
jejich nejblizsiho spole¢ného predchudce.
Trivialni feSeni LCA:
® Vystoupame z x i y do kofene, oznacime vrcholy na cestdch a kde se
poprvé potkaji, tam je hledany predchtuidce. To je linearni s hloubkou a
nepotfebuje predzpracovani.
® Vylepseni: Budeme stoupat z x a y stfidavé. Tak potfebujeme jen linedrné
mnoho kroku vzhledem ke vzdalenosti spoleéného predchidce.
¢ Predpocitdme vSechny moznosti: piedzpracovani O(n?), dotaz O(1).
e .. codal?

Vérni vtiptim o matfyzéacich a ¢lanku [7] pfevedeme radéji tento problém na jiny.
Problém: (Range Minimum Query alias RM@Q)) Chceme pfedzpracovat posloupnost
¢isel ay, ... ay, tak, abychom uméli rychle pocitat min,<;<, a;.(28
Lemma: LCA lze pfevést na RMQ s linedrnim ¢asem na predzpracovani a konstant-
nim ¢asem na ptrevod dotazu.
Diikaz: Strom projdeme do hloubky a pokazdé, kdyz vstoupime do vrcholu (af jiz
poprvé nebo se do néj vratime), zapiSeme jeho hloubku. LCA(z, y) pak bude nejvyssi
vrchol mezi libovolnou navstévou x a libovolnou navstévou y.
Trivialni FeSeni RMQ:
e Predpocitdme viechny mozné dotazy: piedzpracovani O(n?), dotaz O(1).
e Pro kazdé i a j < logn predpoéitdme m;; = min{a;, @j+1,- .., ;121 1},
¢ili minima vSech blokid velkych jako néjakd mocnina dvojky. Kdyz se

3

(28) Vgimnéte si, Ze pro sumu misto minima je tento problém velmi snadny.
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poté nékdo zeptd na minimum bloku a;, a;y1, ..., a;_1, najdeme nejvetsi k
takové, ze 2% < j — i a vratime:

min(min{a;, ..., a;1oc_1}, min{a;_or,...,a;_1}).
Tak zvlddneme dotazy v ¢ase O(1) po predzpracovani v ¢ase O(nlogn).

My si ovSem vSimneme, ze nas pievod z LCA vytvaii dosti specialni instance
problému RMQ), totiz takové, v nichz je |a; — a;41| = 1. Takovym instancim budeme
fikat RMQ=+1 a budeme je umét fesit Sikovnou dekompozici.

Dekompozice pro RMQ=1: Vstupni posloupnost rozdélime na bloky velikosti b =
1/2-logn, kazdy dotaz umime rozdélit na ¢ast tykajici se celych blokt a maximalné
dva dotazy na ¢asti blokii.

Vsimneme si, Ze ackoliv blokii je mnoho, jejich moznych typt (tj. posloupnosti
klesani a stoupani) je pouze 2°~! < \/n a bloky téhoz typu se lisi pouze posunutim
o konstantu. Vybudujeme proto kvadratickou strukturu pro jednotlivé typy a pro
kazdy blok si zapamatujeme, jakého je typu a jaké ma posunuti. Celkem stravime
¢as O(n + /n -log? n) = O(n) predzpracovanim a O(1) dotazem.

Mimo to jesté vytvorime komprimovanou posloupnost, v niz kazdy blok na-
hradime jeho minimem. Tuto posloupnost délky n/b budeme pouzivat pro ¢éasti
dotazti tykajici se celych blokti a pfipravime si pro ni ,logaritmickou“ variantu tri-
vidlni struktury. To nds bude stat O(n/b - log(n/b)) = O(n/logn -logn) = O(n)
na predzpracovani a O(1) na dotaz.

Tak jsme ziskali algoritmus pro RMQ=1 s konstantnim ¢asem na dotaz po line-
arnim pfedzpracovani a vySe zminénym prevodem i algoritmus na LCA se stejnymi
parametry. Jesté ukazeme, Ze prevod muze fungovat i v opa¢ném sméru, a tak mu-
Zeme ziskat i konstantni/linedrni algoritmus pro obecné RMQ.

Definice: Kartézsky strom pro posloupnost ai,...,a, je strom, jehoz kofenem je
minimum posloupnosti, tj. néjaké a; = min; a;, jeho levy podstrom je kartézsky
strom pro a,...,a;—1 a pravy podstrom kartézsky strom pro a;yi,...,an.

Lemma: Kartézsky strom je mozné zkonstruovat v linedrnim case.

Diikaz: Pouzijeme inkrementalni algoritmus. Vzdy si budeme pamatovat kartézsky
strom pro jiz zpracované prvky a pozici posledniho zpracovaného prvku v tomto stro-
mu. Kdyz pridavame dalsi prvek, hleddme misto, kam ho pfipojit, od tohoto ozna-
¢eného prvku nahoru. Povsimnéme si, ze vzhledem k potencidlu rovnému hloubce
oznaceného prvku je casova slozitost pridani prvku amortizované konstantni. Q

Lemma: RMQ lze prevést na LCA s linearnim ¢asem na predzpracovani a konstant-

nim ¢asem na pfrevod dotazu.

Diikaz: Sestrojime kartézsky strom a RMQ prevedeme na LCA v tomto stromu. ©
Vysledky této podkapitoly mizeme shrnout do nasledujici véty:

Véta: Problémy LCA i RMQ je moZné fesit v konstantnim ¢ase na dotaz po pfedzpra-

covani v lineadrnim case.

Cvi€eni: Vymyslete jednodussi strukturu pro RMQ, vite-li, Ze vSechny dotazy budou

na intervaly stejné délky.
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10. Suffixové stromy

V této kapitole popiSeme jednu pozoruhodnou datovou strukturu, pomoci niz
dokéazeme problémy tykajici se fetézct prevadét na grafové problémy a fesit je tak
v linedrnim case.

Retézce, trie a suffixové stromy

Definice:

D PR konec¢na abeceda — mnozina znaki
(znaky budeme znagcit latinskymi pismeny)

D PP mnozina v8ech slov nad ¥
(slova budeme zna¢it feckymi pismeny)

€ prazdné slovo

[ oo délka slova «

QB zietézeni slov a a f (ae = ea = a)

ol slovo a napsané pozpatku

aje prefizem B ... .. Iy : 8 = ay (B za¢ini na )

aje suffitem B ............ Iy : 5 =~a (B kondl na «)

« je podslovem B .......... Iv,d: B =~ad (znafime « C f5)

« je vlastnim prefitem [ ... je prefixem a o #£ 3

(analogicky vlastni suffix a podslovo)

Pozorovani: Prazdné slovo je prefixem, suffixem i podslovem kazdého slova véetné
sebe sama. Podslova jsou pravé prefixy suffixti a také suffixy prefixt.

Definice: Trie (X-strom) pro kone¢nou mnozinu slov X C X* je orientovany graf
G = (V,E), kde:

V ={a: a je prefixem néjakého 5 € X},
(, ) e E=TJx€X: (=

Pozorovani: Trie je strom s kofenem e. Jeho listy jsou slova z X, kterd nejsou vlast-
nimi prefixy jinych slov z X. Hrany si mzeme pfedstavit popsané pismeny, o néz
Definice: Komprimovand trie (X7 -strom) vznikne z trie nahrazenim maximalnich
nevétvicich se cest hranami. Hrany jsou tentokrat popsané fetézci misto jednotlivymi
pismeny, pri¢emz popisky vSech hran vychézejicich z jednoho vrcholu se 1isi v prvnim
znaku. Vrcholim ,uvnitf hran“ (které padly za obéf kompresi) budeme fikat skryté
vrcholy.

Definice: Suffizovy strom (ST) pro slovo o € ¥* je komprimovana trie pro X = {« :
a je suffixem o}.

Pozorovani: Vrcholy suffixového stromu (vCetné skrytych) odpovidaji prefixtim suf-
fixu slova o, tedy vSem jeho podsloviim. Listy stromu jsou suffixy, které se v o jiz
nikde jinde nevyskytuji (takovym suffixim budeme fikat nevnorené). Vnitini vr-
choly odpovidaji vétvicim podslovim, tedy podslovim « C o takovym, ze aa C o i
ab C o pro néjaké dva rtizné znaky a, b.
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Nékdy muze byt nepraktické, Ze nékteré suffixy neodpovidaji listim (protoze
jsou vnofené), ale s tim se muZeme snadno vypofddat: pfiddme na konec slova o
n&jaky znak $, ktery se nikde jinde nevyskytuje. Neprazdné suffixy slova ¢$ odpo-
vidaji suffixtim slova ¢ a zadny z nich nemutze byt vnotfeny. Takovy suffixovy strom
budeme znadit ST$.

Priklad:

baraba,

Suffixy slova ,baraba“: trie, suffixovy strom, ST s dolarem

Nyni jak je to s konstrukei suffixovych stromu:

Lemma: Suffixovy strom pro slovo o délky n je reprezentovatelny v prostoru O(n).
Diikaz: Strom ma O(n) listt a kazdy vnit¥ni vrchol méa alespon 2 syny, takZe vniti-
nich vrcholt je také O(n). Hran je rovnéz linedrné. Nalepky na hranéch staci popsat
pocatecni a koncovou pozici v o. Q

Véta: Suffixovy strom pro slovo o délky n lze sestrojit v ¢ase O(n).
Drikaz: Ve zbytku této kapitoly predvedeme dvé riizné konstrukce v linedrnim case. ¢
Aplikace — co vSe dokadZzeme v linedrnim ¢ase, kdyz umime linedrné konstruovat ST:

1. Inverzni vyhleddvani (tj. pfedzpracujeme si v linedrnim case text a pak
umime pro libovolné slovo a v ¢ase O(|a|) rozhodnout, zda se v textu
Vyskytuje)<29> — staci sestrojit ST a pak jej prochazet od korene. Také
umime najit v8echny vyskyty (odpovidaji suffixiim, které maji jako prefix
hledané slovo, takze staci vytvorit ST$ a vypsat vSechny listy pod nale-
zenym vrcholem) nebo pfimo vrétit jejich pocet (pfedpocitame si pomoci
DFS pro kazdy vrchol, kolik pod nim lezi listt1).

2. Nejdelsi opakujici se podslovo — takové podslovo je v ST$ nutné vétvi-
ci, takze stadi najit vnitini vrchol s nejvétsi pismenkovou hloubkou (tj.
hloubkou méfenou ve znacich misto ve hranach).

3. Histogram cetnosti podslov délky k — roziizneme ST$ v pismenkové hloub-
ce k a spocitame, kolik pivodnich listt je pod kazdym novym.

4. Nejdelsi spolecné podslovo slov a a 3 — postavime ST pro slovo a$;3$.,
jeho listy odpovidaji suffixtim slov a a 8. Takze sta¢i pomoci DFS najit

(29 Cili presny opak toho, co umi vyhledavaci automat — ten si pfedzpracovévé
dotaz.
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nejhlubsi vnitini vrchol, pod kterym se vyskytuji listy pro a i 5. Podobné
mizeme sestrojit ST$ pro libovolnou mnozinu slov. (3%

5. Nejdelsi palindromické podslovo (tj. takové B C «, pro néz je S = )
— postavime spoleény ST$ pro slova a a off. Postupné prochazime pfes
vSechny mozné stredy palindromického podslova a v§imneme si, ze takové
slovo je pro kazdy stifed nejdelsim spoleénym prefixem podslova od to-
hoto bodu do konce a podslova od tohoto bodu pozpatku k zacatku, ¢ili
né&jakého suffixu o a néjakého suffixu a’*. Tyto suffixy oviem odpovidaji
listtim sestrojeného ST a jejich nejdelsi spolecny prefix je nejblizsim spo-
leénym predchidcem ve stromu, takze staci pro strom vybudovat datovou
strukturu pro spole¢né predchtidce a s jeji pomoci dokazeme jeden stied
prozkoumat v konstantnim case.

6. Burrows- Wheelerova Transformace [9] — jejim zékladem je lexikografické
setfidéni vSech rotaci slova o, coz zvladneme sestrojenim ST pro slovo oo,
jeho ufiznutim v pismenkové hloubce |o| a vypsanim nové vzniklych listd
v poradi ,zleva doprava“.

Cviceni: Zkuste vymyslet co nejlepsi algoritmy pro tyto problémy bez pouziti ST.
Suffixova pole

V nékterych ptripadech se hodi misto suffixového stromu pouzivat kompaktnéjsi da-
tové struktury.

Notace: Pro slovo ¢ bude o[i] znadit jeho -ty znak (Gislujeme od nuly), ofi : j]
pak podslovo ol[i]o[i + 1]...c[j — 1]. Libovolnou z mezi mizeme vynechat, proto
oli : | bude suffix od i do konce a o] : j] prefix od zac¢atku do j — 1. Pokud j < i,
definujeme oi : j] jako prazdné slovo, takze prazdny suffix mizeme napiiklad zapsat
jako of|o]| : ].

LCP(a, ) bude znadit délku nejdelsiho spoleéného prefixu slov « a 3, ¢ili nej-
vétsi i < |al, |8] takové, ze af : i) = B[ : i].
Definice: Suffizové pole (Suffiz Array) A, pro slovo o délky n je posloupnost vsech
suffixi slova o v lexikografickém poradi. Muzeme ho reprezentovat naptiklad jako
permutaci A ¢&isel 0, ...,n, pro niz o[A[0] : | < o[A[1] : ] < ... < g[A[n] : ].
Definice: Pole nejdelsich spolecnijch prefizii (Longest Common Prefix Array) L, pro
slovo o je posloupnost, v niz L,[i] := LCP(A4,[i], As[¢ + 1]).
Véta: Suffixovy strom pro slovo o$ a dvojici (A,, L,) na sebe lze v linedrnim case
prevadét.
Diukaz: Kdyz projdeme ST(c$) do hloubky, pofadi listii odpovida posloupnosti A,
a pismenkové hloubky vnitfnich vrchold v inorderu odpovidaji L,. Naopak ST(c$)
ziskdme tak, Ze sestrojime kartézsky strom pro L, (ziskdme vnitini vrcholy ST),
doplnime do néj listy, pfifadime jim suffixy podle A, a nakonec podle listi rekon-
struujeme nalepky hran. V)

(30) Jen si musime dat pozor, abychom si moc nezvétsili abecedu; jak moc si ji
mizeme dovolit zvétsit, vyplyne z konkrétnich konstrukei.
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Rekurzivni konstrukce

Ukazeme algoritmus, ktery pro slovo o € ¥* délky n sestroji jeho suffixové pole
a LCP pole v ¢ase O(n + Sort(n, X)), kde Sort(...) je ¢as potfebny pro setiidéni
n symboli z abecedy ¥.. V kombinaci s pfedchozimi vysledky tedy dostaneme linearni
konstrukei ST (o) pro libovolnou fixni abecedu.

Algoritmus: (Konstrukce A a L podle Kérkkidinena a Sanderse [35])

1. Redukujeme abecedunal...n: ve vstupnim slovu je nejvyse n riznych
znaktl, takze je staci setfidit a precislovat.
2. Definujeme slova o, 01, 02 nasledovné:

ooli] := (0[3i], o[3i + 1], o[3i + 2])
o1[i) := (o[3i + 1], 0[3i + 2], o[37 + 3])
o2li] := (o[3i + 2], 0[3i + 3], 0[3¢ + 4])

Vsechna oy jsou slova délky ~ n/3 nad abecedou velikosti n®. Do-
volime si mirné zneuzivat notaci a pouzivat symbol oy, i jejich prepis
do abecedy ptivodni.

3. Zavolame algoritmus rekurzivné na slovo ogoy, ¢imz ziskdme Ag; a
Lo;. (Suffixy slova ogo; odpovidaji suffixtim slov o a 07.)

4. Spocitame pole Py a Py, kterd nam budou tikat, kde se v Ay vyskytuje
ktery suffix slov og a o1. Tedy Ao1[Poli]] = i, Ao1[P1[i]] = i + |ool.
Jinymi slovy, Py a P; budou ¢asti inverzni permutace k Ag;. VSimnéte
si, ze plati P;[z] < Pj[y] pravé tehdy, kdyz o[z : | < ojy : |, takze
suffixy slov o¢ a 01 od této chvile umime porovnéavat v ¢ase O(1).

5. Vytvofime A, (suffixové pole pro o3): Jelikoz oqfi: | = 0[3i +2: ] =
o[3i + 2]o[3i + 3 : | = o[3i + 2|oo[i + 1 : ], odpovid4 lexikografické
porfadi suffixti o3[i : | pofadi dvojic (o[3¢ + 2], Py[i + 1]). Tyto dvojice
ovSem muzeme setfidit dvéma prichody prihradkového tfidéni.

6. Slijeme Ag; a Ay do A: slévame dveé setFidéné posloupnosti, takze staci
umét jejich prvky v konstantnim case porovnat:

ooli 1] < oalj ] ol3i:]<o[3j+2:]
of3i]ov[i:] < o[3j+2]oolj +1:],
oifi 1] < o2[j ] o3i+1:]<0o[3j+2:]
o3i+1]o[3i+2]ogli+1:] <
[

033+2} o[3j+3]oilj+1:].

Pokazdé tedy porovname nejvyse dvé dvojice znakt a pak dvojici su-
flixid slov og a 01, k éemuz ndm pomohou pole Py a P;.
7. Dopocitame L:
8. Pokud v A sousedi suflix slova 0g 1 se suflixem slova o 1, sousedi
tyto dva suffixy i v Ag1, takze jejich LCP najdeme pfimo v L.
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9. Setkaji-li se dva suffixy slova oy, vSimneme si, Ze o3[t : | = o[3i +
2:]=o0[3i+2log[i +1:]. LCP(02[i : |,02[j : ]) je tedy budto 0
(pokud o[3i+2] # 0[3j+2]), nebo 14+3-LCP(og[i+1 : |, 00[j+1: ]),
pripadné totéz zvysené o 1 nebo 2, pokud se trojznaky v og nasle-
dujici po LCP zéasti shoduji. Pfitom LCP(og[p : ], 00lg : ]) spoci-
tame pomoci L. Je to totiz minimum intervalu v L mezi indexy
Py[p] a Pylg]. To zjistime v konstantnim ¢ase pomoci struktury
pro intervalova minima.

10. Pokud se setka suffix slova o0y ; se suffixem slova o3, staci tyto su-
flixy prepsat podobné jako v 6. kroku a problém tim opét prevést
na vypocet LCP dvou suffixi slov og ;.

Analyza asové sloZitosti: TTidéni napoprvé trva Sort(n, ), ve vSech rekurzivnich
volanich uz je linedrni (trojice ¢isel velikosti O(n) mizeme tFidit t¥iprichodovym
ptibrddkovym t¥idénim s O(n) pfihrddkami). Z toho dostavame:

T(n)=T(2/3-n)+ O(n), atedy T(n) = O(n).

Ukkonenova inkrementalni konstrukce

Ukkonen popsal algoritmus [58] pro konstrukei suffixového stromu bez dolard, pra-
cujici inkrementalné: Zac¢ne se stromem pro prazdné slovo a postupné na konec slova
pridava dalsi znaky a prepocitava strom. Kazdy znak pfitom pridéd v amortizované
konstantnim ¢ase. Pro slovo o tedy dokaze sestrojit ST v ¢ase O(|o]).

Budeme predpokladat, ze hrany vedouci z jednoho vrcholu je mozné indexovat
jejich prvnimi pismeny — to bezpecné plati, pokud je abeceda pevna; neni-li, mtizeme
si pomoci hesovanim.

Pozorovani: Kdyz slovo o rozsifime na oa, ST se zméni nésledovné:

1. VSechny stavajici vrcholy stromu (véetné skrytych) odpovidaji podsloviim
slova o. Ta jsou i podslovy ga, takze se budou nachazet i v novém stromu.
2. Pokud S bylo vétvici slovo, zistane nadale vétvici — tedy vnitini vrcholy
ve stromu zlstanou.
3. Kazdy novy suffix Sa vznikne prodlouzenim néjakého ptivodniho suffixu 5.
Pritom:
e Pokud byl 8 nevnofeny suffix (¢ili byl reprezentovany listem),
ani fa nebude vnofeny. Z toho vime, Ze listy zustanou listy,
pouze jim potiebujeme prodlouZit nalepky. Aby to netrvalo
prilis dlouho, zavedeme oteviené hrany, jejichz nalepka fika
,0d pozice i do konce“. Listy se tak o sebe postaraji samy.
e Pokud f byl vnoreny suffix (tj. vniténi ¢i skryty vrchol):

e Budse Sa vyskytuje v o, a tim pddem je to vnofeny
suffix nového slova a strom neni nutné upravovat;
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® nebo se fa v o nevyskytuje — tehdy pro néj musi-
me zalozit novy list s otevienou hranou a pfipadné
i novy vnitini vrchol, pod nimz bude tento list pfi-
pojen.

Vime tedy, co vSechno je pii rozsifeni slova potfeba ve stromu upravit. Zbyva
vyfesit, jak to udélat efektivné.

Vnorené suffixy: PiedevSim potiebujeme umét rozpoznat, které suffixy jsou vnorené
a které nikoliv. K tomu se hodi v8§imnout si, Ze vnorené suffixy tvoii souvisly usek:

Lemma: Je-li a vnofeny suffix slova ¢ a [ je suffix slova «, pak 3 je v o
také vnoreny.

Diikaz: Ve slové sigma se vyskytuje ax a ay pro néjaké dva rtizné znaky

z a y. Kazdy z téchto vyskytt pfitom konc¢i vyskytem slova (3, jednou

nésledovanym x, podruhé y. Q
Staci si tedy zapamatovat nejdelsi vnotfeny suffix slova 0. Tomu budeme fikat aktivni
suffiz a budeme ho znadit a(c). Libovolny suffix 5 C o pak bude vnofeny pravé
tehdy, kdyz |8] < |a(0)].

Aktivni suffix tedy tvoifi hranici mezi nevnofenymi a vnorenymi suffixy. Jak se
tato hranice posune, kdyz slovo o rozsifime? Na to je odpovéd snadné:

Lemma: Pro kazdé o, a plati: a(oa) je suffixem «a(o)a.
Dikaz: a(oa) i a(o)a jsou suffixy slova oa, a proto staéi porovnat jejich
délky. Slovo 8 := ,a(ca) bez koncového a“ je vnofenym suffixem v o,
takze |8] < |a(o)], a tedy také |a(oa)| = |Ba| < |a(o)al. @
Hranice se tedy muze posouvat pouze doprava, pfipadné ztustat na misté. Toho lze
snadno vyuzit.
Idea algoritmu: Udrzujeme si & = (o) a pii pfidani znaku a zkontrolujeme, zda
aa je stale vnoreny suffix. Pokud ano, nic se neméni, pokud ne, pridame novy list a
ptripadné také vnitini vrchol, o zkratime zleva o znak a testujeme dal.

Analyza: Po pfidani jednoho znaku na konec slova o provedeme amortizované kon-
stantni pocet tprav stromu (kazdé tprava slovo « zkrati, po v8ech tpravach pridame
k «a jediny znak). Tudiz staci ukdzat, jak provést kazdou tpravu v (amortizované)
konstantnim c¢ase. K tomu potfebujeme Sikovnou reprezentaci slova «, kterd bu-
de umét efektivné prodluzovat zprava, zkracovat zleva a testovat existenci vrcholu
ve stromu.

Definice: Referenéni pdr pro slovo o C o je dvojice (m,7), v niz 7 je vrchol stromu,
7 libovolné slovo a 77 = «. Navic vime, ze 7 C o, takze si 7 sta¢i pamatovat jako
dvojici indext ve slové o.

Referenéni par je kanonicky, pokud neexistuje hrana vedouci z vrcholu 7 s na-
lepkou, kterd by byla prefixem slova 7. (VSimnéte si, Ze takovéa hrana se pozna podle
toho, Ze prvni znak nalepky se shoduje s prvnim znakem slova 7 a nalepka neni delsi
nez slovo 7. Shodu ostatnich znakt neni nutné kontrolovat.)
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Pozorovani: Ke kazdému slovu a C o existuje pravé jeden kanonicky referenéni pér,
ktery ho popisuje. To je ze vSech referencnich pari pro toto slovo ten s nejdelsim 7
(nejhlubsim vrcholem).

Definice: Zpétna hrana back(m) vede z vrcholu 7 do vrcholu, ktery je zkracenim
slova 7 o jeden znak zleva. (Nahlédneme, Ze takovy vrchol musi existovat: pokud je
7 vnitfni vrchol, pak je slovo 7w vétvici, takze kazdy jeho suffix musi také byt vétvici,
a tim paddem musi odpovidat néjakého vrcholu.)
Operace s referenénimi pary: S referenénim parem (7, 7) popisujicim slovo a potie-
bujeme provadét nasledujici operace:
® Pridani znaku a na konec: PripiSeme a na konec slova 7. To je jisté re-
feren¢ni par pro aa, ale nemusi byt kanonicky. Pfitom miZeme snadno
ovérit, zda se aa ve stromu nachézi, a pripadné operaci odmitnout.
® Odebrani znaku ze zacatku: Pokud 7 neni kofen stromu, poloZime 7 <«
back(m) a zachovdme 7. Pokud naopak je m prazdny Fetézec, odebere-
me z 7 jeho prvni znak (to lze udélat v konstantnim ¢ase, protoze 7 je
reprezentované dvojici indext do o).
® Prevedent na kanonicky tvar: Obé predchozi operace mohou vytvofit refe-
rencni par, ktery neni kanonicky. Pokazdé proto kanonicitu zkontrolujeme
a pripadné par upravime. Ovéfime, zda hrana z 7 indexovand pismenem a
neni dost kratka na to, aby byla prefixem slova 7. Pokud je, tak se po této
hrané presuneme doli, ¢imz 7 prodlouzime a 7 zkratime, a proces opa-
kujeme. Jelikoz tim pokazdé 7 zkratime a kdykoliv jindy se 7 prodlouzi
nejvyse o 1, maji vSechny prevody na kanonicky tvar amortizované kon-
stantni slozitost.

Nyni jiz muzeme doplnit detaily, ziskat cely algoritmus a nahlédnout, ze pracuje
v amortizované konstantnim case.
Algoritmus podrobnéji:
1. Vstup: a = a(o) reprezentovany jako kanonicky referenéni par (m, 1),
T suffixovy strom pro o spolu s hranami back, novy znak a.
2. Zjistime, jestli aa je pritomen ve stromu, a piipadné ho zalozime:
3. Pokud 7 = e: (a = 7 je vnitini vrchol)
4. Vede-li z vrcholu 7 hrana s nalepkou zac¢inajici znakem a, pak
je pritomen.
5. Nevede-li, neni pfitomen, a tak pfidame novou otevienou hra-
nu vedouci z 7 do nového listu.

6. Pokud 7 # e: (« je skryty vrchol)

7. Najdeme hranu, po niZ z 7 pokracuje slovo 7 (ktera to je,
pozname podle prvniho znaku slova 7).

8. Pokud v popisce této hrany po 7 nésleduje znak a, pak je aa
pfitomen.

9. Pokud nenasleduje, tak nebyl pfitomen, ¢ili tuto hranu roz-

délime: pfiddme na ni novy vnitini vrchol, do néjz povede
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hrana s popiskou 7 a z néj zbytek ptivodni hrany a oteviené
hrana do nového listu.
10. Pokud aa nebyl ptitomen, tak o zkratime a vratime se na krok 2.
11. Nyni vime, Ze aa jiz byl pfitomen, takze upravime referencni par, aby
popisoval aa.
12. Dopo¢itame zpé&tné hrany (viz nize).
13. Vystup: @ = a(ca) jako kanonicky referencni péar (w,7), T suffixovy
strom pro oa a jeho zpétné hrany back.

Zpétné hrany: Zbyva dodat, jak nastavovat novym vrcholim jejich zpétné hrany.
To potiebujeme jen pro vnitini vrcholy (na zpétné hrany z listl se algoritmus nikdy
neodkazuje). V§imneme si, ze pokud jsme zalozili vrchol, odpovida tento vrchol vzdy
souCasnému « a zpétna hrana z néj povede do zkraceni slova « o znak zleva, coz je
presné vrchol, ktery zalozime (nebo zjistime, Ze uz existuje) v pfisti iteraci hlavniho
cyklu. V dalsi iteraci jesté urcéité nebudeme tuto hranu potiebovat, protoze m vzdy
jen zkracujeme, a tak mtzeme vznik zpétné hrany o iteraci zpozdit. Vyroba zpétné
hrany tedy bude také trvat jen konstantné dlouho.
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11. Kresleni grafu do roviny

Rovinné grafy se objevuji v nejriznéjsich praktickych aplikacich teorie grafi,
a tak okolo nich vyrostlo zna¢né mnozstvi algoritmt. I kdyz existuji vyjimky, jako
napiiklad jiz zminéné hledani kostry rovinného grafu, vétSina takovych algoritmu
pracuje s konkrétnim vnofenim grafu do roviny (rovinnym nakreslenim).

Proto se zaméfime na algoritmus, ktery zadany graf budto vnoii do roviny,
nebo se zastavi s tim, Ze graf neni rovinng. Tarjan jiz v roce 1974 ukézal [32], Ze
je to mozné provést v linearnim cCase, ale jeho algoritmus je ponékud komplikovany.
Od té doby se objevilo mnoho zjednoduseni, prozatim vrcholicich algoritmem Boyera
a Myrvoldové [8], a ten zde ukaZeme.

Zminme jesté, ze existuji i algoritmy, které vytvareji rovinnd nakresleni s riiz-
nymi specidlnimi vlastnostmi. Je to naptiklad Schnyderiv algoritmus [47] generujici
v linearnim case nakresleni, v némz jsou hrany tseckami a vrcholy lezi v miizovych
bodech miizky (n — 2) x (n — 2), a o néco jednodussi algoritmus Chrobaka a Pay-
neho [13] kreslici do miizky (2n — 4) x (n — 2). Oba ovSem pracuji tak, Ze vyjdou
z oby¢ejného rovinného nakresleni a upravuji ho, aby spliiovalo dodate¢né podminky.

DFS a bloky

Pfipomerime si nejprve nékteré vlastnosti prohledavani do hloubky (DFS) a
jeho pouziti k hleddni komponent vrcholové 2-souvislosti (bloki).

Definice: Prohledavani orientovaného grafu do hloubky rozdéli hrany do ¢tyf druhi:

® stromové — po nich DFS proslo a rekurzivné se zavolalo; tyto hrany vy-
tvareji DFS strom orientovany z kofene;

® zpéetné — vedou do vrcholu, ktery lezi na cesté z kofene DFS stromu do
pravé prohledavaného vrcholu; jinymi slovy vedou do vrcholu, ktery se
pravé nachazi na zasobniku;

® dopredné — vedou do jiz zpracovaného vrcholu lezictho v DFS stromu pod
aktualnim vrcholem;

® pricné — zbyvajici hrany, které vedou do vrcholu jiz zpracovaného vrcholu
v jiném podstromu.

Pozorovani: Pokud DFS spustime na neorientovany graf a hranu, po niZz jsme uz
jednou prosli, v opa¢ném sméru ignorujeme, existuji pouze stromové a zpétné hrany.
DFS strom tvoii kostru grafu.

Nyni uz se zaméfime pouze na neorientované grafy ...

Lemma: Relace ,Hrany e a f leZi na spoletné kruznici“ (znacime e ~ f) je ekvi-
valence. Jeji tfidy tvofi maximalni 2-souvislé podgrafy (bloky); ekvivalenéni t¥idy
s jedinou hranou (mosty) povaZzujeme za trividlni bloky. Vrchol v je artikulace pravé
tehdy, sousedi-li s nim hrany z vice blok.

Pokud spustime na graf DFS, je pfirozené testovat, do jakych bloku patii stro-
mové hrany sousedici s pravé prohledavanym vrcholem v: stromova hrana uv, po kte-
ré jsme do v pFisli, a hrany vw; az vwy, vedouci do podstromii Ty az Ty, (zpétné hrany
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jsou vzdy ekvivalentni s hranou wv). Pokud je uv ~ vw;, musi existovat cesta z pod-
stromu 7; do vrcholu u, kterd nepouzije pravé testované hrany. Takova cesta ale
miize podstrom opustit pouze zpétnou hranou (stromové je zakazand a dopiedné
ani piiéné neexistuji). Jinymi slovy wv ~ vw; pravé tehdy, kdyz existuje zpétna
hrana z podstromu T; do vrcholu uw nebo blize ke kofeni.

Pokud nékterd dvojice vw;, vw; neni ekvivalentni pfes hranu uv (nebo pokud
hrana wv ani neexistuje, coz se ndm v kofeni DFS stromu mitize stat), lezi tyto hrany
v riznych blocich, protoze T; a T; mohou byt spojeny jen pfes své kofeny (pfi¢né
hrany neexistuji). Ze zpétnych hran tedy ziskdme kompletni strukturu bloki.

Nyni si stac¢i rozmyslet, jak existenci zpétnych hran testovat rychle. K tomu se
bude hodit:

Definice: Je-li v vrchol grafu, pak:

e Enter(v) udéva potadi, v némz DFS do vrcholu v vstoupilo.

e Ancestor(v) je nejmensi z Enterti vrchold, do nichz vede z v zpé&tna hrana,
nebo 400, pokud z v Zadné zpétna hrana nevede.

® LowPoint(v) je minimum z Ancestort vrcholl lezicich v podstromu pod v,
vcetné v samého.

Pozorovani: Enter, Ancestor i LowPoint vSech vrchola lze spocitat béhem prohle-
davani, tedy také v linedrnim case.

Rozpoznéavani blokt a artikulaci mtizeme shrnout do néasledujiciho lemmatu:

Lemma: Pokud v je vrchol grafu, u jeho otec a w jeho syn v DFS stromu, pak stromo-
vé hrany wv a vw lezi v tomtéz bloku (uv ~ vw) pravé tehdy, kdyz LowPoint(w) <
Enter(v), a v je artikulace pravé kdyz néktery z jeho synit w mé LowPoint(w) >
Enter(v). Kofen DFS stromu je artikulace, pravé kdyz mé vice nez jednoho syna.

Postup kresleni

Graf budeme kreslit v opa¢ném poradi oproti DFS, tj. od nejvétsich Entert
k nejmensim, a vzdy si budeme udrzovat blokovou strukturu jiz nakreslené ¢asti
grafu, uspotfadanou podle DFS stromu — kazdy blok bude mit sviij kofen, s vyjimkou
nejvyssiho bloku je tento kofen soucasné artikulaci v nadfazeném bloku. Aby se ndm
tato situace snadno reprezentovala, artikulace naklonujeme a kazdy blok dostane
svou vlastni kopii artikulace.

Také budeme vyuzivat toho, ze nakresleni kazdého bloku, ktery neni most, je
ohraniceno kruznici, a mosty zdvojime, aby to pro né platilo také. Navic v libovolném
nakresleni mtizeme kterykoliv blok spolu se vSemi bloky lezicimi pod nim preklopit
podle kotfenové artikulace, aniz bychom porusili rovinnost.
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Pfed nakreslenim zpétnych hran ...

... po ném (¢tverecky jsou externi vrcholy)

Vsimnéme si, ze pokud vede z néjakého uz nakresleného vrcholu jesté nena-
kreslena hrana, lze pokracovat po nenakreslenych hranach az do kotene DFS stro-
mu. VSechny vrcholy, ke kterym jesté bude potieba néco pfipojit (takovym budeme
fikat externi a hrandm rovnéz; za chvili to nadefinujeme formdlng), proto musi lezet
v téze sténé dosud nakresleného podgrafu a bez jmy na obecnosti si vybereme, zZe
to bude vnéjsi sténa.

Zékladnim krokem algoritmu tedy bude rozsifit nakresleni o novy vrchol v a
o vSechny hrany vedouci z néj do jeho (jiz nakreslenych) DFS-néslednikii. Stromové
hrany ptijdou nakreslit vzdy, pfidame je jako trividlni bloky (2-cykly) a nejsou-li to
mosty, brzy se néjakou zpétnou hranou spoji s jinymi bloky. Zpétné hrany byly az
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donedéavna externi, takze pfidani jedné zpétné hrany nahradi cestu po okraji bloku
touto hranou (tim vytvofi novou sténu) a také muze sloucit nékolik blokt do jednoho,
jak je vidét z obrazka.

Bude se ndm hodit, Ze Cas potifebny na tuto operaci je pfimo timérny poctu
hran, které ubyly z vnéjsi stény, coz je amortizované konstanta.

Miuze se nam ale také stat, ze zpétna hrana zakryje néjaky externi vrchol. Tehdy
musime nékteré bloky preklopit tak, aby externi vrcholy ztistaly venku. Potfebujeme
tedy datové struktury, pomoci nichz bude mozné preklapét efektivné a co vic, také
rychle poznavat, kdy je preklapéni potiebné.

Externi vrcholy

Jestlize z né€jakého vrcholu v bloku B vede dosud nenakreslend hrana, musi
byt tento vrchol na vnéjsi sténé, takze musi také zlistat na vnéjsi sténé i vrchol,
pres ktery je B pripojen ke zbytku grafu. Proto externost nadefinujeme tak, aby
pokryvala i tyto piipady:

Definice: Vrchol w je externi, pokud budto z w vede zpétnd hrana do je$té nena-
kresleného vrcholu, nebo je pod w pFipojen externi blok, ¢ili blok obsahujici alesponi
jeden externi vrchol. Ostatnim vrcholim budeme fikat interni.

Jinymi slovy plati, ze vrchol w je externi pfi zpracovani vrcholu v, paklize
Ancestor(w) < Enter(v), nebo pokud pro nékterého ze synt x leZiciho v jiném bloku
je LowPoint(x) < Enter(v). Druhd podminka funguje diky tomu, Ze kofen bloku mé
v tomto bloku prévé jednoho syna (jinak by existovala pfi¢nd hrana, coz vime, Ze
neni pravda), takZe minimum z Ancestor vSech vrcholt lezicich uvnitt bloku je
presné LowPoint tohoto syna. Ve statickém grafu by se vSechny testy redukovaly
na LowPoint(w), ndm se ovSem blokova struktura pribézné méni, takZe musime
uvazovat bloky v sou¢asném okamziku. Proto si zavedeme:

Definice: BlockList(w) je seznam vSech blokt pfipojenych v daném okamziku pod vr-
cholem w, reprezentovanych jejich kofeny (klony vrcholu w) a jedinymi syny kofent.
Tento seznam udrzujeme setfidény vzestupné podle LowPointt synt.

Lemma: Vrchol w je externi pfi zpracovani vrcholu v, pokud je budto Ancestor(w) <
FEnter(v), nebo prvni prvek seznamu BlockList(w) ma LowPoint < Enter(v). Navic
seznamy BlockList 1ze udrzovat v amortizované konstantnim case.

Diikaz: Prvni ¢ast plyne pfimo z definic. VSechny seznamy na zacatku béhu algo-
ritmu sestrojime v linedrnim case prihradkovym tfidénim a kdykoliv slou¢ime blok
s nadfazenym blokem, odstranime ho ze seznamu v prislusné artikulaci. V)

Reprezentace bloku a preklapéni

Pro kazdy blok si potfebujeme pamatovat vrcholy, které lezi na hranici (nékteré
z nich jsou externi, ale to uz umime poznat) a bloky, které jsou pod nimi pfipoje-
né. Dale jesté vnitini strukturu bloku véetné uvnitf pfipojenych dalsich blokd, ale
jelikoz zadné vnitini vrcholy nejsou externi, vnitfek uz neovlivni dal$i vypocet a
potfebujeme jej pouze pro vypsani vystupu.
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Pro nase tcely bude stacit zapamatovat si u kazdého bloku, jestli je oproti
nadfazenému bloku pieklopen. Tuto informaci zapiSeme do kofene bloku. Kazdy
vrchol na hranici bloku pak bude obsahovat dva ukazatele na sousedni vrcholy.
Neumime sice lokalné poznat, ktery ukazatel odpovida kterému sméru, ale kdyz se
néjakym smérem vydame, dokazeme ho dodrzet — staci si vzdy vybrat ten ukazatel,
ktery nas nezavede do pravé opusténého vrcholu.

Kazdy vrchol si také bude pamatovat seznam svych sousedti, podle orientace
bloku budto v hodinkovém nebo opa¢ném poiadi. Chceme-li pfidat hranu, potiebu-
jeme tedy znat absolutni orientaci, ale to ptijde snadno, jelikoz hrany pridavame jen
k vrcholtim na hranici, poté co k nim po hranici dojdeme z kotene.

K preklopeni bloku véetné vsech podrizenych blokti nam staci invertovat bit
v kofeni, pokud chceme preklopit jen tento blok, invertujeme bity i v kofenech vSech
podfizenych bloki, jez najdeme obchazenim hranice.

Na konci algoritmu spustime dodatecny pruchod, ktery vSsechny preklapéci bity
prenese ve sméru od kofene k potomkim a urci tak absolutni orientaci vSech seznami
sousedi i hranic.

Zivy podgraf

KdyzZ nakreslime novy vrchol v a z néj vedouci stromové hrany, musime obejit
kazdy podstrom, ve vhodném poradi nakreslit zpétné hrany do v a podle potifeby
preklopit bloky. V podstromu ovsem muze byt mnoho bloki, které zadnou pozornost
nevyzaduji a béh algoritmu by zbyte¢né brzdily. Proto si pred samotnym kreslenim
oznacime Zivou C¢ast grafu — to je ¢ast, kterou potfebujeme béhem kresleni navstivit;
zbytku grafu se budeme snazit vyhybat, aby nas nezdrzoval.

Definice: Vrchol w je Zivyg, pokud z né&j budto vede zpétnd hrana do pravé zpraco-
vavaného vrcholu v, nebo pokud pod nim je pfipojen zivy blok, tj. blok obsahujici
zivy vrchol.

Zivé vrcholy pfitom mohou byt i externi (pokud z nich vedou zpétné hrany jak
do vrcholu v, tak do je$té nenakreslenych vrcholit). Pokud néjaky vrchol neni ani
zivy, ani externi, budeme ho nazyvat pasivni.

Pred prochézenim podstromi tedy nejprve probereme vSechny zpétné hrany
vedouci do v a oznacime zivé vrcholy. Pro kazdou zpétnou hranu potfebujeme ozivit
vrchol, z néjz hrana vede, dale artikulaci, pod niz je tento blok pfipojen, a dalsi
artikulace na cesté do v. Tedy pokazdé, kdyz vstoupime do bloku (n&jakym vrcho-
lem na vnéjsi sténé), potfebujeme nalézt kotfen bloku. To udélame tak, Ze za¢neme
obchézet vnéjsi sténu obéma sméry soucasné, az dojdeme v nékterém sméru do ko-
fene. Navic si vSechny vrcholy, pfes néz jsme prosli, oznackujeme a pfifadime k nim
rovnou ukazatel na kofen, tudiz po zadné ¢asti hranice neprojdeme vicekrat. (31

(1) Znacky ani nebude potieba mazat, kdyZ si u nich poznamename, ktery vrchol

byl kofenem v okamziku, kdy jsme znacku vytvorili, a znacky patfici ke starym
kofenim budeme ignorovat, resp. prepisovat.
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Vystupem této c¢asti algoritmu budou znacky u zivych vrcholi a u artikulaci
také seznamy podtizenych zivych blokti. Tyto seznamy budeme udrzovat usporadané
tak, aby externi bloky nasledovaly po vsech internich. To ndm usnadni praci v hlavni
¢asti algoritmu.

Lemma: Pro kazdy kofen trva znadeni zivych vrcholi éas O(k + £), kde k je pocet
kreslenych zpétnych hran a £ pocet hran, které zmizely z vnéjsi stény, ¢ili amortizo-
vané konstanta.

Diikaz: Po zadné hrané neprojdeme vice nez jednou. Navic alespori polovina z téch,
po nichz jsme prosli, zmizi z vnéjsi stény, takze hledani kofend blokt trva O(¢). Pro
kazdou zpétnou hranu oznacime jeden vrchol jako zivy a pak pokracujeme hledanim
kofent, které jsme jiz zapoditali. V)

Kresleni zpétnych hran

Nyni jiz mame vSe pripraveno — datové struktury, detekci externich vrcholtl a
oznacovani zivého podgrafu — a zbyva doplnit, jak algoritmus kresli zpétné hrany.
Jelikoz zpétné hrany vedouci do v nemohou zpusobit slouceni bloku lezicich pod v
(na to jsou potfeba zpétné hrany vedouci nékam nad v a ty je$té nekreslime), zpra-
covavame kazdy podstrom zv1ast. Vzdy pfidame trividlni blok pro stromovou hranu,
pod néj ptipojime blokovou strukturu zatim nakreslené ¢asti podstromu a vydame
se po hranici této struktury nejdfive jednim a pak druhym smérem.

Oba prichody vypadaji nasledovné: Prochazime seznam vrchold na hranici
a pasivni vrcholy preskakujeme. Pokud objevime Zivy vrchol, nakreslime vse, co
z néj vede, pfipadné se zanoifime do zivych blokt, které jsou pfipojeny pod timto
vrcholem. Pokud objevime externi vrchol (poté, co jsme ho p¥ipadné oSet¥ili jako
7ivy), prochézeni zastavime, protoZe za externi vrchol jiz nemiZeme po této strané
hranice nic pfipojit, aniz by se externi vrchol dostal dovniti nakresleni.

Pritom se fidime dvéma jednoduchymi pravidly:

Pravidlo #1: V kazdém zivém vrcholu zpracovavame nejdiive zpétné hrany do v,
pak podfizené zivé interni bloky a konecné podfizené Zivé externi bloky. (K tomu se
ndm hodi, Ze médme seznamy zivych podfizenych bloku setfidéné.)

Pravidlo #2: Pokud vstoupime do dalsiho bloku, vybereme si smér, ve kterém bu-
deme pokracovat, nasledovné: preferujeme smér k zivému internimu vrcholu, pokud
takovy neexistuje, pak k zivému externimu vrcholu. Pokud se tento smér 1isi od smé-
ru, ve kterém jsme zatim hranici obchéazeli, blok preklopime.

Casova slozitost této ¢asti algoritmu je linerni ve velikosti zivého podgrafu az
na dvé vyjimky. Jednou je konec prohledévani od posledniho zivého vrcholu k bodu
zastaveni, druhou pak vybirani strany hranice pti vstupu do bloku. V obou miizeme
prochézet az linedrné mnoho pasivnich vrcholt. PomiZzeme si ovSem snadno: kdykoliv
projdeme souvisly tisek hranice tvofeny pasivnimi vrcholy, pfiddme pomocnou hranu,
ktera tento tisek preklene. Mizeme ji dokonce pridat do nakresleni a podrozdélit si
tak vnéjsi sténu.

73 2019-01-16



Hotovy algoritmus

Algoritmus (kresleni do roviny):

1. Pokud mé graf vice nez 3n — 6 hran, odmitneme ho rovnou jako nero-
vinny.

2. Prohledame graf G do hloubky, spoc¢teme Enter, Ancestor a LowPoint
vSech vrcholfi.

3. Vytvorime BlockList vSech vrchold prihradkovym t¥idénim.

4. Prochéazime vrcholy v poradi klesajicich Enterti, pro kazdy vrchol v:

5. Nakreslime vSechny stromové hrany z v jako trividlni bloky
(2-cykly).

6. Oznacime zivy podgraf.

7. Pro kazdého syna vrcholu v obchazime zivy podgraf nalezici k to-

muto vrcholu v obou smérech a kreslime zpétné hrany do v.
8. Zkontrolujeme, zda vSechny zpétné hrany vedouci do v byly na-
kresleny, a pokud ne, prohlasime graf za nerovinny a skonc¢ime.
9. Projdeme hotové nakresleni do hloubky a zorientujeme seznamy sou-
sedd.

Véta: Tento algoritmus pro kazdy graf dobéhne v ¢ase O(n) a pokud byl graf rovinny,
vyda jeho nakresleni, v opa¢ném piipadé ohlasi nerovinnost.

Diikaz: Prvni krok je korektni, jelikoz pro vSechny rovinné grafy je m < 3n—6; nadale
tedy mizeme piedpoklddat, ze m = O(n). Linedrni ¢asovou slozitost kroki 4-6 a 9
jsme jiz diskutovali, kroky 7-8 jsou linearni ve velikosti zivého podgrafu, a tedy
také O(n). Nakresleni vydané algoritmem je vzdy rovinné a vSechny stromové hrany
jsou vzdy nakresleny, zbyvé tedy ukazat, Ze zpé€tnou hranu miZzeme nenakreslit, jen
pokud graf nebyl rovinny. Tomu vénujeme zbytek kapitoly. @

Dukaz korektnosti

Lemma: Pokud existuje zpétna hrana, kterou algoritmus nenakreslil, graf na vstupu
neni rovinny.

Diikaz: Pro spor predpokladejme, Ze po zpracovani vrcholu v existuje néjaké zpétna
hrana wv, kterou algoritmus nenakreslil. Tedy pfistup z v k w je v obou smérech
blokovan externimi vrcholy. Rozborem ptipada ukazeme, ze pokud jsme se dusledné
fidili pravidly #1 a #2, mize se to stat pouze v nerovinném grafu.

Prekdzejict blok. Uvazme posloupnost blokti vedouci od vrcholu v k w. V této
posloupnosti se musi vyskytovat néjaky blok B, ktery ma na obou stranich hranice
aspon jeden externi vrchol — jinak bychom totiz bloky popreklapéli tak, abychom se
dostali az do w. Ozna¢me x externi vrchol na levé strané hranice bloku B, y ten na
pravé. Vrcholy z, y, v a w jsou zjevné navzajem rtzné.

Nadrazené bloky. Nejprve ukazeme, ze kofenem bloku B musi byt primo vr-
chol v. Kdyby totiz mezi v a B lezely néjaké dalsi bloky, nasli bychom v grafu
minor M z nésledujiciho obrazku, ktery je isomorfni s grafem K3 3. Do vrcholu u
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jsme zkontrahovali jeSté nenakreslenou ¢ast grafu, do v vSechny bloky lezici nad B,
do z a y piipadné podfizené externi bloky (diky nimZ se z a y staly externimi) a
do w vsechny bloky lezici mezi B a w.

Blok B je tedy nejvyssi a pfimo obsahuje vrchol v. Této situaci odpovida mi-
nor N, ktery je ovSsem rovinny, takZe na prokazani nerovinnosti grafu budeme muset
zkoumat vnitiek bloku.

Podrizené bloky. Predtim ale rozebereme piipad, kdy vrchol w nelezi pfimo
v bloku B, nybrz v néjakém podfizeném bloku, ktery je pripojen pod néjakou arti-
kulaci w’ € B. Tento podfizeny blok pfitom nemtiZe byt externi: kdyby byl, najdeme
v grafu minor P obsahujici K3 3. Tedy neni externi, takze vstoupime-li béhem ob-
chézeni do w’, pravidlo #2 zarudi, %e dojdeme do w a diky pravidlu #1 vzapéti
nakreslime hranu wv. Tu jsme nenakreslili, takZe jsme nedosli ani do w’. MiiZeme
proto bez ijmy na obecnosti pfedpokladat, ze hrana wv vede pifimo z bloku B.
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Existence plotu. Staci se tedy omezit na situaci s jedinym blokem B, v némz
lezi vrcholy v, w, x i y. DokdZeme nyni, Ze uvniti bloku existuje plot — cesta mezi x
a y, jejiz zbyvajici vrcholy nelezi na hranici bloku.

Predpokladejme pro spor, ze plot neexistuje. Pfed nakreslenim zpétnych hran
vedoucich do v jesté blok B neexistoval a jeho vrcholy pattily do nékolika mensich
bloki. Specialné vime, ze w byla artikulace oddélujici = od y, takze kazda cesta
mezi x a y musela prochazet pres w. Proto v poradi podle DFS musi lezet w pfed
aspoti jednim z vrcholti z a y. Bud x nebo y tedy predtim musel lezet v néjakém
podfizeném bloku pod w. A z néjakého takového bloku také musela vést zpétna
hrana (tehdy jesté externi) do v, kterd pozdéji uzaviela blok B. K této hrané jsme
se museli béhem obchézeni dostat, a to je mozné pouze pies w. Vrchol w tedy musel
byt navstiven a hrana wwv nakreslena, coz je spor.

Nejuyssi plot. Plot tedy existuje. Zvolime mezi vSemi ploty ten nejvyssi, ¢ili
nejblizsi k v (rozmyslete si, Ze to je v rovinném nakresleni dobfe definované). Oznaé-
me p, vrchol, v némz se plot napojuje na levou cestu z v do w, a obdobné p, na
pravé cesté. Rozmyslime si, jak miize situace vypadat.

A. Predné zadny z vrcholl p, a py nemiize byt bliz k v nez x a y. Pokud by bez
Gjmy na obecnosti p, leZzel mezi v a z, nasli bychom v grafu minor N4 obsahujici
K3 3: cestu mezi y a py jsme zkontrahovali do y, cely plot jsme zkontrahovali do
hrany p,y, ostatni vrcholy jsou utvoreny stejné jako v predchozich minorech.

B. Dale ukdZeme, Ze plot milize byt pfipojen k v pouze pies p; a p,. V opacném
pripadé by se v grafu vyskytoval minor Np obsahujici K3 3: do  jsme zkontrahovali
cestu mezi x a p,, podobné do y cestu mezi y a p,.

C. Nakonec se presvédc¢ime, ze na dolni cesté z x do y pres w nemiize lezet
zadny externi vrchol. To by totiZ zptisobovalo minor N¢ isomorfni s K5: do w jsme
zkontrahovali cestu mezi externim vrcholem a w a také vSechny pripadné podiizené
bloky az k externi hrané.

Vnitrek bloku B. Nyni uvazujme, jak graf vypadal pied nakreslenim vrcholu v.
I tehdy musel plot spole¢né s dolni cestou lezet v jednom bloku. Tento blok musel byt
z jedné strany pfipojeny nenakreslenymi hranami k v pies p,, z druhé pfes p, (a diky
vlastnosti B nikudy jinudy). Rikejme tomuto bloku B’ a ozna¢me r1 € {p,,p,} jeho
koten a ry druhy z vrchold p,, py.

Jelikoz jsme nakonec nakreslili zpétnou hranu uzavirajici blok B, museli jsme
nékdy dojit do r1. V tomto okamziku:

e Diky A: ry je pfedkem x nebo y (pfipadné je takovému vrcholu roven),
takze je nyni externi.

e Diky B: pajdeme-li z 1 po plotu, nejblizsi ,zajimavy“ vrchol bude rs.

e Diky C: zadny vrchol na dolni cesté neni externi.

Pfi vstupu r; tedy plot vede k externimi vrcholu, zatimco dolni cesta k interni-
mu. Podle pravidla #2 si algoritmus musi vybrat dolni cestu, kde ho nic nezastavi,
takze dojde az do w a nakresli zpétnou hranu wv. To je opét spor. V)
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Poznamka: Podle tohoto diukazu bychom také mohli v linearnim ¢ase v kazdém
nerovinném grafu nalézt Kuratowského podgraf, dokonce také v O(n), jelikoz kdyz
je m > 3n — 6, mizeme se omezit na libovolnych 3n — 5 hran, které urcité tvori
nerovinny podgraf.
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12. Pravdépodobnostni algoritmus na rezy

Nahlédnéme alespon jednou kapitolou do svéta pravdépodobnostnich algorit-
mi. Neni totiz vyjimkou, Ze s pomoci generatoru ndhodnych ¢isel vyresime nékte-
ré grafové problémy daleko sndze a Casto také efektivnéji, nez to dovedeme deter-
ministicky. Pravdépodobnostni pfistup si predvedeme na Kargerové-Steinové algo-
ritmu [34] pro hleddni minimalniho Fezu v neohodnoceném neorientovaném grafu.
Pripomenme, Ze s deterministickymi algoritmy jsme zatim doséhli ¢asové slozitosti
O(n®/3m) pomoci tokt nebo O(nm) Nagamochiho-Tbarakiho algoritmem.

Nahodné kontrakce

Uvazujme nejdiive nasledujici algoritmus, ktery ndhodné vybird hrany a kon-
trahuje je, dokud pocet vrcholi neklesne na ¢. (Konkrétni hodnotu ¢ zvolime poz-
d&ji.)

Algoritmus CONTRACT(Gy, ¢):
1. G+ Go.
2. Dokud n > ¢:
3. Vybereme hranu e € E rovnomérné ndhodné.
4. G + G/e (kontrahujeme hranu e, smycky odstratiujeme, paralelni
hrany ponechdme).
5. Vratime jako vysledek graf G.

Jaka je pravdépodobnost, ze vysledny graf G ma stejné velky miniméalni fez
jako zadany graf Go? VsSimnéme si nejprve, ze kazdy fez v grafu G/e je i fezem
v grafu G (aZ na pfeznadeni hran pfi kontrakci, ale pfedpokladejme, Zze hrany maji
néjaké identifikdtory, které kontrakce zachovavd). Podobné je-li v grafu G fez ne-
obsahujici hranu e, odpovidd mu stejné velky fez v G/e. Velikost minimélnfho fezu
tedy kontrakci nikdy neklesne — mtize pouze stoupnout, pokud skontrahujeme hranu
lezici ve vSech minimalnich fezech,

Zvolime nyni pevné jeden z minimélnich ez C v zadaném grafu Gy a oznadi-
me k jeho velikost. Pokud algoritmus ani jednou nevybere hranu lezici v tomto fezu,
velikost miniméalniho fezu v grafu G bude rovnéz rovna k. Jaka je pravdépodobnost,
ze se tak stane?

Oznacme G; stav grafu G pred i-tym pruchodem cyklem a n; a m; pocet jeho
vrcholt a hran. Ziejmé n; = n — i + 1 (kazdou kontrakci pfijdeme o jeden vrchol).
Navic kazdy vrchol ma stupen alespon k, jelikoz jinak by trividlni fez okolo tohoto
vrcholu byl mensi nez minimdlni fez. Proto plati m; > kn;/2. Hranu lezici v fezu C
tedy vybereme s pravdépodobnosti nejvyse k/m; < k/(kn;/2) = 2/n; = 2/(n—i+1).
Vs8echny hrany z fezu C' proto postoupi do vysledného grafu G s pravdépodobnosti

o 2 i1
> 1—7 = _— =
p-g( ni+1> Enﬂ'ﬂ
n—2 n—3 n—4 (+1 £ L—-1  L-(£—-1)
n n—-1 n-2 0+3 (+2 (+1 n-(n—1)
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Jesté musime oSetfit pfipad, kdy bychom hranu fezu smazali, protoze se me-
zitim stala smyckou. OvS8em smycky vznikaji pouze z hran paralelnich s pravé kon-
trahovanou hranou. JelikoZ v libovolném svazku paralelnich hran budto vSechny lez
v C, nebo ani jedna nelezi, museli jsme v takovém pripadé fez C rozbit uz diive.
Odhad pravdépodobnosti to tedy neovlivni.

Miuizeme tedy zvolit pevné ¢, spustit na zadany graf proceduru CONTRACT a
ve vzniklém konstantné velkém grafu pak nalézt minimdlni fez hrubou silou (to je
obzvlasté snadné pro ¢ = 2 — tehdy sta¢i vzit vSechny zbylé hrany). Takovy algo-
ritmus nalezne minimalni fez s pravdépodobnosti alespoii ¢/n?, kde ¢ je konstanta
zéavisla na £.

Nabizi se otazka, k ¢emu je dobry algoritmus, ktery vyda spravny vysledek
s pravdépodobnosti na ¥adu 1/n?. To opravdu neni mnoho, ale stejné jako mno-
ho jinych randomizovanych algoritmt i tento mizeme iterovat: vypocet zopakujeme
K-krat a pouzijeme nejmensi z nalezenych fezti. Ten uz bude minimalni s pravdé-
podobnosti

P >1—(1—¢/n?)5>1- emeK/n,

(Druh& nerovnost plati diky tomu, Zze e=®* > 1 — z pro v8echna z > 0.) Pokud
tedy nastavime pocet opakovani K na Q(n?), miZeme tim pravdépodobnost chyby
stlacit pod libovolnou konstantu, pro K = (n?logn) pod pievracenou hodnotu
libovolného polynomu v n a pro K = 2(n?) uz bude dokonce exponencialné mala.

Implementace

Odboéme na chvili k implementa¢nim zalezitostem. Jak reprezentovat graf,
abychom stihli rychle provadét kontrakce? Bude nam stacit obyc¢ejna matice sou-
sednosti, v niz pro kazdou dvojici vrchold budeme udrzovat, kolik paralelnich hran
mezi témito vrcholy vede. Pokud chceme kontrahovat hranu uv, staci projit vsechny
hrany vedouci (feknéme) z vrcholu u a zafadit je k vrcholu v. To zvladneme v éase
O(n) na jednu kontrakci.

Pro nahodny vybér hrany budeme udrzovat pole stupnt vrcholt, vybereme
nahodné vrchol v s pravdépodobnosti timérnou stupni a poté projitim prislusného
rfadku matice sousednosti druhy vrchol v s pravdépodobnosti timérnou poctu hran
mezi u a v. To opét trva éas O(n).

Procedura CONTRACT tedy pracuje v ¢ase O((n—¥¢)-n) a cely K-krat ziterovany
algoritmus v O(Kn?). Pokud se spokojime s pievracené polynomialni pravdépodob-
nosti chyby, nalezneme minimalni fez v ¢ase O(n*logn).

Kargeruv-Steinuv algoritmus

Predchozi prostinky algoritmus mtizeme jesté podstatné vylepsit. VSimnéme si,
ze béhem kontrahovani hran pravdépodobnost toho, Zze vybereme ,Spatnou® hranu
lezici v minimalnim Yezu, postupné rostla z pocéte¢nich 2/n az po obrovské 2/3
v posledni iteraci (pro ¢ = 2). Pomize tedy zastavit kontrahovani diive a pfejit
na spolehlivéjsi zptisob hledani fezu.

79 2019-01-16



Pokud zvolime ¢ = [n/v/2+ 1], pak fez C piezije kontrahovani s pravdépodob-

nosti alespon
£-(£—-1) >(n/\/§+1)~n/\/§: n/v2+1 _ n+v2 S

n-(n—1) "  n-(n—-1) V2-(n—1) 2-(n—1)
Jako onen spolehlivéjsi zpusob hledani fezu nasledné zavolame stejny algorit-

mus rekurzivné, pricemz jak kontrakci, tak rekurzi provedeme dvakrat a z obou
nalezenych fezil vybereme ten mensi, ¢imz pravdépodobnost chyby snizime.

1
5"

Hotovy algoritmus bude vypadat nasledovné:
Algoritmus MINCUT(G):

1. Pokud n < 7, najdeme minimalni fez hrubou silou.
2.0+ [n/v2+1].632

3. Cy < MINCUT(CONTRACT(G, {)).

4. Cy < MINCUT(CONTRACT(G, ¥)).

5. Vratime mensi z fezt Cy, Cs.

Jakou bude mit tento algoritmus ¢asovou slozitost? Nejprve odhadnéme hloub-
ku rekurze: v kazdém kroku se velikost vstupu zmensi p¥iblizné v/2-krat, takze strom
rekurze bude mit hloubku O(logn). Na i-té hlading zpracovavame 2° podproblémii
velikosti n/ 2i/2 P§i v§poétu kazdého podproblému volame dvakrat proceduru CON-
TRACT, které spotfebuje ¢as O((n/2/2)?) = O(n?/2"). Soucet ptes celou hladinu te-
dy ¢ini O(n?) a pies viechny hladiny O(n?logn). Oproti ptivodnimu kontrakénimu
algoritmu jsme si tedy moc nepohorsili.

Zbyva spocitat, s jakou pravdépodobnosti algoritmus skuteéné nalezne mini-
malni fez. Oznacme p; pravdépodobnost, ze algoritmus na ¢-té hladiné stromu rekur-
ze (pocitdno od nejhlubsi, nulté hladiny) vyda spravny vysledek piislusného pod-
problému. Jisté je pg = 1 a plati rekurence p; > 1 — (1 — 1/2 - p;_1)%. Uvazujme
posloupnost g;, pro kterou jsou tyto nerovnosti splnény jako rovnosti, a vSimnéme
si, ze p; > g;. Vime tedy, ze g =la g, =1— (1 —1/2-¢,-1)%> = gi-1 — g7, /4.

Nyni zavedeme substituci z; = 4/g; — 1, ¢ili g; = 4/(z; + 1), a tak ziskdme
novou rekurenci pro z;:

4 4 4

Zl+1 - Zi,1+1 B (,2’1'714*1)27

kterou uz mizeme snadno upravovat:
1 2i-1
Zi+1l (s +1)2
22 +221+1

ipl=Tmt TR T
Zi—1

1
zi+1l=2z_14+2+ .
Zi—1

(32) To je méné nez n, kdykoliv n > 7.
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Jelikoz zp = 3, a tim padem z; > 3 pro vSechna ¢, ziskdme z posledni rovnosti vztah
z; < zi—1 +2, a tudiz z; < 2i+ 3. Zpétnou substituci obdrzime g; > 4/(2i +4), tedy
pi > gi = Q(1/9).

Nyni si sta¢i vzpomenout, Ze hloubka rekurze ¢ini O(logn), a ihned ziskdme od-
had pro pravdépodobnost spravného vysledku Q(1/logn). Nas algoritmus tedy staci
ziterovat (’)(log2 n)-krét, abychom pravdépodobnost chyby stlaéili pod pfevracenou
hodnotu polynomu. Dokézali jsme nasledujici vétu:

Véta: Iterovanim algoritmu MINCUT nalezneme minimalni fez v neohodnoceném
neorientovaném grafu v case O(n?log®n) s pravdépodobnosti chyby O(1/n¢) pro
libovolnou konstantu ¢ > 0.

Cviceni
1. Zvolte lepsi reprezentaci grafu, abyste prostorovou slozitost snizili z ©(n?)
na O(m). Muze se tim zmensit ¢asova slozitost?
2. Dokazte, Ze z naseho rozboru pravdépodobnosti chyby plyne, Ze v kazdém
grafu je nejvyse O(n?) minimalnich fezii.
3. Ukazte, jak algoritmus upravit pro grafy s ohodnocenymi hranami.
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13. Nejkratsi cesty

Problém hledéni nejkratsi cesty v (obvykle ohodnoceném orientovaném) grafu
provazi teorii grafovych algoritmt od samych pocatkt. Zakladni algoritmy pro hle-
dani cest jsou nedilnou soucasti zakladnich kursii programovani a algoritmt, my se
budeme vénovat zejména riiznym jejich vylepSenim.

Uvazujme tedy néjaky orientovany graf, jehoz kazda hrana e je opatiena délkou
{(e) € R. Mnoziné hran (t¥eba sledu nebo cesté) pak pfitadime délku rovnou soucétu
délek jednotlivych hran.

Pro vrcholy u,v definujeme jejich vzddlenost d(u,v) jako nejmensi moznou dél-
ku cesty z u do v (jelikoz cest je v grafu koneéné mnoho, minimum vzdy existuje).
Pokud z u do v Zadn4 cesta nevede, polozime d(u,v) := oo.

Obvykle se studuji nasledujici t¥i problémy:

¢ 1-1 neboli P2PSP (Point to Point Shortest Path) — chceme nalézt nejkratsi
cestu z daného vrcholu v do daného vrcholu v. (Pokud je nejkratsich cest
vice, tak libovolnou z nich.)

¢ 1-n neboli SSSP (Single Source Shortest Paths) — pro dany vrchol u chce-
me nalézt nejkratsi cesty do vSech ostatnich vrcholu.

e n-n neboli APSP (All Pairs Shortest Paths) — zajimaji nds nejkratsi cesty
mezi vSemi dvojicemi vrcholt.

Prekvapivé, tak obecné, jak jsme si uvedené problémy definovali, je neumime
feSit v polynomialnim c¢ase: pro grafy, které mohou obsahovat hrany zapornych délek
bez jakychkoliv omezeni, je totiz hleddni nejkratsi cesty NP-t&zké (1ze na néj snadno
prevést existenci hamiltonovské cesty). VSechny zndmé polynomidlni algoritmy totiz
misto nejkratsi cesty hledaji nejkratsi sled — nijak nekontroluji, zda cesta neprojde
jednim vrcholem vicekrat.

Nastésti pro nas je to v grafech bez cykli zaporné délky totéz: pokud se v na-
lezeném sledu vyskytne cyklus, mizeme jej ,vystfihnout“ a tim ziskat sled, ktery
neni delsi a ktery méa méné hran. Kazdy nejkratsi sled tak miizeme upravit na stejné
dlouhou cestu. V grafech bez zapornych cyklu je tedy jedno, zda hledame sled ne-
bo cestu; naopak vyskytne-li se zaporny cyklus dosazitelny z pocate¢niho vrcholu,
nejkratsi sled ani neexistuje.

Navic se nam bude hodit, ze kazdy prefix nejkratsi cesty je opét nejkratsi cesta.
Jinymi slovy pokud nékterd z nejkratsich cest z u do v vede pfes néjaky vrchol w,
pak jeji ¢ast z u do w je jednou z nejkratsich cest z u do w. (V opaéném piipadé
bychom mohli Gsek «...w vyménit za kratsi.)

Diky této prefizové vlastnosti muzeme pro kazdy vrchol u sestrojit jeho strom
negkratsich cest T (u). To je néjaky podgraf grafu G, ktery méa tvar stromu zakofené-
ného v u a orientovaného smérem od korene, a plati pro néj, ze pro kazdy vrchol v je
(jedina) cesta z u do v v tomto stromu jednou z nejkratsich cest z u do v v ptivodnim
grafu.
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Pozorovani: Strom nejkratsich cest vzdy existuje.

Driikaz: Necht u = vy, ..., v, jsou vSechny vrcholy grafu G. Indukci budeme dokazo-
vat, Ze pro kazdé i existuje strom 7;, v némZ se nachéazeji nejkratsi cesty z vrcholu u
do vrcholti vy, ..., v;. Pro ¢ = 1 stac¢i uvazit strom obsahujici jediny vrchol u. Ze stro-

mu 7;_; pak vyrobime strom 7; takto: Nalezneme v G nejkratsi cestu z u do v; a
ozna¢ime z posledni vrchol na této cesté, ktery se jesté vyskytuje v 7;_1. Usek nej-
kratsi cesty od z do v; pak priddme do 7;_1 a diky prefixové vlastnosti bude i cesta
z u do v; v novém stromu nejkratsi. Q

Zbyvé se dohodnout, v jakém tvaru maji naSe algoritmy vydavat vysledek.
U problémt typu 1-1 je nejjednodussi vypsat celou cestu, u 1-n mizeme jako vystup
vydat strom nejkratsich cest z daného pocatku (vSimnéte si, Zze staci uvést predchiid-
ce kazdého vrcholu), u n-n vyddme strom nejkrat$ich cest pro kazdy ze zdrojovych
vrchold.

Casto se oviem ukéZe, Ze podstatna ¢ast problému se skryva v samotném vipo-
¢tu vzdalenosti a sestrojeni predchudct je trividlnim rozsifenim algoritmu. Budeme
tedy obvykle jen pocitat vzdalenosti a samotnou rekonstrukci cest ponechame ¢te-
nari jako snadné cviceni.

Relaxaé¢ni algoritmus

Zacnéme problémem 1-n a ozna¢me u vychozi vrchol. Vétsina zndmych algo-
ritmt funguje tak, ze pro kazdy vrchol v udrzuji ohodnoceni h(v), které v kazdém
okamziku odpovida délce né€jakého sledu z u do v. Postupné toto ohodnoceni upra-
vuji, az se z néj stane vzdalenost d(u,v) a algoritmus se mize zastavit.

Vhodnou operaci pro vylepSovani ohodnoceni je takzvana relazace. Vybereme
si n&jaky vrchol v a pro vSechny jeho sousedy w spoéitame h(v) + (v, w), tedy délku
sledu, ktery vznikne rozsifenim aktudlniho sledu do v o hranu (v, w). Pokud je tato
hodnota mensi nez h(w), tak ji h(w) pFepiSeme.

Abychom zabranili opakovanym relaxacim téhoZ vrcholu, které nic nezméni,
budeme rozliSovat tii stavy vrcholt: nevidén (jeSté jsme ho nenavstivili), otevien
(zménilo se ohodnoceni, ¢asem chceme relaxovat) a uzavfen (uZ jsme relaxovali a
neni potfeba znovu).

N4&s algoritmus bude fungovat nasledovné:

1. h(x) < oo, h(u) « 0.
2. stav(*) < nevidén, stav(u) < otevien.
3. Dokud existuji oteviené vrcholy, opakujeme:
v < libovolny otevieny vrchol.
stav(v) < uzavien.
Relaxujeme v:
Pro vSechny hrany vw opakujeme:
Je-li h(w) > h(v) + (v, w):
h(w) « h(v) 4+ £(v, w).
10. stav(w) < otevien.

© XN o
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11. Vréatime vysledek d(u,v) = h(v) pro vSechna v.

Podobné jako u minimalnich koster, i zde se jednd o meta-algoritmus, proto-
ze v kroku 4 nespecifikuje, ktery z otevienych vrcholi vybird. Presto ale miZeme
dokazat nékolik zajimavych tvrzeni, kterd na konkrétnim zptisobu vybéru nezaviseji.

Véta: Spustime-li meta-algoritmus na graf bez zapornych cykla, pak:

1) Ohodnoceni h(v) vzdy odpovidé délce né&jakého sledu z u do v.

2) h(v) dokonce odpovida délce néjaké cesty z u do v.

3) Algoritmus se vzdy zastavi.

4) Po zastaveni jsou oznaleny jako uzaviené pravé ty vrcholy, které jsou
dosazitelné z u.

5) Po zastaveni maji koneéné h(v) pravé vSechny uzaviené vrcholy.

6) Pro kazdy dosazitelny vrchol je na konci h(v) rovno d(u,v).

Dukaz:

1) Dokézeme indukci podle poétu krokii algoritmu.

2) Staéi rozmyslet, v jaké situaci by vytvofeny sled mohl obsahovat cyklus.

3) Cest, a tim pddem i moznych hodnot h(v) pro kazdy v, je koneéné mnoho.

4) Implikace = je trividlni, pro < sta¢i uvazit neuzavieny vrchol, ktery je
dosazitelny z u cestou o co nejmensim poctu hran.

5) h(v) nastavujeme na koneénou hodnotu pravé v okamzicich, kdy se vrchol
stava otevienym. Kazdy otevieny vrchol je ¢asem uzavien.

6) Kdyby tomu tak nebylo, vyberme si ze ,$patnych® vrchol v takovy, pro
néjz obsahuje nejkratsi cesta z u do v nejmensi mozny pocet hran. Vrchol v
je zajisté rizny od u, takze méa na této cesté néjakého predchtdce w. Pri-
tom w uz musi byt ohodnocen spravné a relaxace, kterd mu toto ohod-
noceni nastavila, ho musela prohlasit za otevieny. Jenze kazdy otevieny
vrchol je pozdéji uzavien, takze w poté musel byt jesté alespon jednou
relaxovan, coZ muselo sniZit h(v) na spravnou vzdélenost. Q@

Dokazali jsme tedy, ze meta-algoritmus pro libovolnou implementaci kroku 4 spocita
spravné vzdalenosti.

Cviéeni:

e Nechf do algoritmu doplnime udrzovani pfedchidct tak, ze v kroku 9
prenastavime predchiidce vrcholu w na vrchol v. Dokazte, Ze piedchidci
dosazitelnych vrchold budou tvofit strom a Ze tento strom bude stromem
nejkratsich cest z vrcholu w.

® Dokazte, ze pro graf, v némz je alespon jeden zaporny cyklus dosazitelny
z pocatecniho vrcholu, se algoritmus nezastavi a ohodnoceni vsech vrcholid

na cyklu postupné klesnou libovolné hluboko. Nedosazitelné zaporné cykly
chod algoritmu samozifejmé nijak neovlivni.
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Bellmanuv-Forduv-Mooreuv algoritmus

Bellman [5], Ford [21] a Moore objevili nezévisle na sobé algoritmus (fikejme
mu BFM), ktery lze v fe¢i naseho meta-algoritmu formulovat takto: Oteviené vrcho-
ly udrzujeme ve fronté (vzdy relaxujeme vrchol na pocatku fronty, nové otevirané
zaFazujeme na konec). Co toto pravidlo zpusobi?

Véta: Casova slozitost algoritmu BFM ¢&ini O(nm).

Driikaz: Béh algoritmu rozdélime na faze. Nultd faze sestava z vlozeni vrcholu w
do fronty. V (i+ 1)-ni fizi relaxujeme ty vrcholy, které byly do fronty uloZzeny béhem
i-té faze.

Jelikoz relaxace vrcholu trva linearné se stupném vrcholu a kazdy vrchol se dané
faze Gcastni nejvyse jednou, trva jedna faze O(m). Zbyva ukazat, Ze fazi provedeme
nejvyse n.

Indukci dokéZzeme, Ze na konci i-té faze je kazdé ohodnoceni h(v) shora omezeno
délkou nejkratsiho z wwv-sled o nejvyse ¢ hranich. Pro ¢ = 0 to trividlné plati.
Uvazujme nyni{ vrchol v na konci (i + 1)-ni faze a néjaky nejkratsi uv-sled P o i+ 1
hranach. Ozna¢me wv posledni hranu tohoto sledu a P’ sled bez této hrany, ktery
tedy mé délku i. Podle indukéniho pfedpokladu je na konci i-té faze h(w) < ¢(P’).
Tuto hodnotu ziskalo h(w) nejpozdéji v i-té fazi, pfi tom jsme vrchol w otevieli,
takze jsme ho nejpozdéji v (i + 1)-ni fazi zavieli a relaxovali. Po této relaxaci je
oviem h(v) < h(w) + L(w,v) < £(P') + £(w,v) = £(P). @
Cviceni:

e Ukazte, ze asymptoticky stejné Casové slozitosti by dosdhl algoritmus,
ktery by vrcholy ocisloval vq,...,v, a opakované by je v tomto poradi
relaxoval tak dlouho, dokud by se ohodnoceni ménila.

e Jak algoritmus upravit, aby v i-té fazi spocital minimalni délky sledt
o pravé ¢ hranach?

e Jak lze algoritmus BFM vyuzit k nalezeni zaporného cyklu?

Dijkstrav algoritmus

Pokud jsou vSechny délky hran neziporné, mizeme pouzit efektivnéjsi pra-
vidlo pro vybér vrcholu navrzené Dijkstrou [19]. To fikd, ze vzdy relaxujeme ten
z otevienych vrcholtl, jehoz ohodnoceni je nejmensi.

Véta: Dijkstruv algoritmus uzavird vrcholy v poradi podle neklesajici vzdalenosti
od u a kazdy dosazitelny vrchol uzavie pravé jednou.

Diikaz: Indukci dokazeme, ze v kazdém okamziku maji vSechny uzaviené vrcholy
ohodnoceni mensi nebo rovné ohodnocenim vsech otevienych vrcholi. Na pocatku
to jisté plati. Nechf nyni uzavirdme vrchol v s minimalnim h(v) mezi otevienymi.
Béhem jeho relaxace nemftizeme zadnou hodnotu snizit pod h(v), jelikoz v grafu
s nezédpornymi hranami je h(v) +¢(v, w) > h(v). Hodnota zbyvajicich otevienych vr-
cholu tedy neklesne pod hodnotu tohoto nové uzavieného. Hodnoty dfive uzavienych
vrchold se nemohou nijak zménit. V)
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Pfimoc¢ara implementace Dijkstrova algoritmu by tedy pokazdé v ¢ase O(n)
vybrala otevieny vrchol s nejmensim ohodnocenim, v ¢ase O(n) ho relaxovala a toto
by se opakovalo nejvyse n-krat. Algoritmus by tudiz dobéhl v ¢ase O(n?), coz je pro
husté grafy zajisté optimalni. Zkusime nyni zrychlit vypocet na fidkych grafech.

Vsechny relaxace trvaji dohromady O(}°, deg(v)) = O(m), takze tzkym hr-
dlem je vybirani minima. Pouzijeme pro néj vhodnou datovou strukturu, v niz bude-
me udrzovat mnozinu vSech otevienych vrcholt spolu s jejich ohodnocenimi. Od da-
tové struktury potfebujeme, aby umeéla operace Insert (vlozeni vrcholu), ExtractMin
(nalezeni a smazani minima) a Decrease (sniZeni hodnoty vrcholu). Prvni dvé opera-
ce pritom volame nejvyse n-krat a operaci Decrease nejvyse m-krat. Cely algoritmus
tedy dobéhne v c¢ase

O(nTr(n) + nTr(n) + mTp(n)),

kde T7(n), Tr(n) a Tp(n) jsou Casové slozitosti jednotlivich operaci na struktufe
o nejvyse n prvcich (sta¢i amortizovang).

Jaké moznosti mame pro volbu struktury?

® pole — Insert a Decrease stoji konstantu, FztractMin trva O(n), celkem
tedy O(n?).

® (bindrni) halda — v8echny tii operace umime provést v ¢ase O(logn), takze
celkem O(mlogn). To je pro husté grafy horsi, pro ¥idké lepsi.

® k-requldrni halda — pokud haldu upravime tak, ze kazdy prvek bude mit az
k synt, hloubka haldy klesne na O(log, n). Operace ,vybublavajici“ prvky
smérem nahoru, coz je Insert a Decrease, se zrychli na O(log; n). Oviem
EztractMin potfebuje zkoumat vsechny syny kazdého navstiveného prvku,
takze se zpomali na O(klog, n).
Celkova slozitost tedy vyjde O(nklog;, n+ mlog; n). Oba ¢leny se vyrov-
naji pro k = m/n, &mz ziskime O(mlog,, ,, n). Clen log,, , n je piitom
O(1), kdykoliv je m > n'*¢ pro n&jaké ¢ > 0, takze pro dostatecné husté
grafy jsme ziskali linearni algoritmus.
(V&imnéte si, ze pro m ~ n? algoritmus zvoli k ~ n, takze halda degene-
ruje na jediné patro, tedy na pole, které se opravdu ukézalo byt optiméalni
volbou pro husté grafy.)

e Fibonacciho halda [25] — Insert a Decrease stoji O(1), ExtractMin ma
slozitost O(logn) [vSe amortizované]. Dijkstriv algoritmus proto dobéhne
v ¢ase O(m + nlogn). To je linedrni pro grafy s hustotou Q(logn). Téze
slozitosti operaci dosahuji i jiné, méné znamé haldy [28, 20], které mohou
byt v praxi vyrazné rychlejsi.

® Monotonni haldy — muzeme pouzit né€jakou jinou haldu, kterd vyuzi-
va toho, zZe posloupnost odebiranych prvka je neklesajici. Pro cela ¢is-
la na RAMu to mize byt napiiklad Thorupova halda [55] se slozitosti
O(loglogn) u operace ExtractMin a O(1) u ostatnich operaci. Dijkstra
tedy bézi v O(m + nloglogn).

® Datové struktury pro omezené universum — prozkoumame vzapéti.
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Cviceni:

e Najdéte priklad grafu se zdpornymi hranami (ale bez zadpornych cykld),
na kterém Dijkstrtv algoritmus selze.

¢ Rozmyslete si, Ze pokud nevyuzijeme né&jaké specidlni vlastnosti ¢isel (celo-
¢iselnost, omezeny rozsah), je mez O(m + nlogn) nejlepsi moznd, protoze
Dijkstrovym algoritmem mtizeme t¥idit n-tici ¢isel. Thorup dokonce doka-
zal [57], ze z kazdého t¥idiciho algoritmu se slozitosti O(nT'(n)) miZzeme
odvodit haldu se slozitosti mazani O(T'(n)).

® Jsou-li délky hran celociselné, mtzeme se na Dijkstriv algoritmus divat
i takto: Predstavme si, ze kazdou hranu nahradime cestou tvofenou pii-
slusnym pocétem hran jednotkové délky a na vznikly neohodnoceny graf
spustime prohledavani do $itky. To samoziejmé vyda spravny vysledek,
ale pomérné pomalu, protoze bude vétSinu ¢asu travit posouvanim vlny
,2uvnitt“ ptvodnich hran. Muzeme si tedy pro kazdou ptvodni hranu na-
Fidit ,budik“, ktery nam fekne, za kolik posunuti vlny dospéjeme na jeji
konec. Dokazte, Ze tento algoritmus je ekvivalentni s Dijkstrovym.

Celociselné délky

Uvazujme nyni grafy, v nichz jsou vSechny délky hran neziporna cela d¢isla
omezena néjakou konstantou L. VSechny vzdalenosti jsou tedy omezeny cislem nL,
takze nam staci datova struktura schopné uchovévat takto omezené celé ¢isla.

Pouzijeme jednoduchou pfihradkovou strukturu: pole indexované hodnotami
od 0 do nL, jeho i-ty prvek bude obsahovat seznam vrchold, jejichZ ohodnoceni
je rovno i. Operace Insert a Decrease zvladneme v konstantnim c¢ase, budeme-li si
u kazdého prvku pamatovat jeho polohu v seznamu. Operace EztractMin potiebuje
najit prvni neprazdnou prihradku, ale jelikoz vime, Ze posloupnost odebiranych mi-
nim je monotdénni, staci hledat od mista, kde se hledani zastavilo minule. Vsechna
hledani pfihrddek tedy zaberou dohromady O(nL) a cely Dijkstriv algoritmus bude
trvat O(nL 4+ m).

Prostorova slozitost O(nL 4+ m) je nevalni, ale mtzeme ji jednoduchym trikem
snizit: VSimneme si, Ze vSechna kone¢nad ohodnoceni vrcholit nemohou byt vétsi
nez aktudlni minimum zvétsené o L. Jinymi slovy vSechny neprazdné piihradky se
nachéazeji v tiseku pole dlouhém L + 1, takze staci indexovat modulo L + 1. Pouze
si musime davat pozor, abychom spravné poznali, kdy se struktura vyprazdnila,
coz zjistime naptiklad pomoci poéitadla otevienych vrcholi. Cas si asymptoticky
nezhorsime, prostor klesne na O(L + m).

Podobny trik mtzeme pouzit i pro libovolnou jinou datovou strukturu: rozsah
¢isel rozdélime na ,okna“ velikosti L (v i-tém okné jsou &isla iL,iL + 1,...,(i +
1)L —1). V libovolné chvili mohou tedy byt neprazdna nejvyse dvé okna. Staci ndm
proto poridit si dvé struktury pro ukladani ¢isel v rozsahu 0, ..., L —1 — jedna z nich
bude reprezentovat aktuédlni okno (to, v némz lezelo minulé minimum), druhé okno
bezprostfedné nasledujici. Minimum mazeme z prvni struktury; pokud uz je prazdna,
obé struktury prohodime. Operace Insert podle hodnoty uréi, do které struktury se
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preskoc¢it do té nizsi, ale v takovém p¥ipadé ji ve vySsi struktufe vymazeme (to je
Decrease na —oo ndsledovany ExtractMinem) a do té nizsi vlozime. To se kazdému
prvku mutze prihodit nejvyse jednou, takze stale plati, ze se kazdy prvek ucastni
O(1) vlozeni a O(1) extrakci minima.

Ukazali jsme tedy, ze pro naSe potieby postacuje struktura schopna uchovéavani
¢isel mensich nebo rovnych L.

Nabizi se pouzit van Emde-Boastv strom z kapitoly o vypocetnich mode-
lech. Ten dosahuje slozitosti O(loglog L) pro operace Insert a ExtractMin, operaci
Decrease musime prekladat na Delete a Insert. Celkova slozitost Dijkstrova algorit-
mu vyjde O(L 4+ mloglog L), pfi¢emz ¢as L spotfebujeme na inicializaci struktury
(té se lze za jistych podminek vyhnout, viz zminénd kapitola).

Vratme se ale jesté k vyuziti pfihradek. ..

Vicetroviiové prihradky

Podobné jako u t¥idéni ¢isel, i zde se vyplaci stavét prihradkové struktury vice-
uroviiové (ptvodné popsano Goldbergem a Silversteinem [26]). Jednotlivé hodnoty
budeme zapisovat v soustavé o zakladu B, ktery zvolime jako néjakou mocninu
dvojky, abychom mohli s ¢islicemi tohoto zdpisu snadno zachézet pomoci bitovych
operaci. Kazdé ¢islo tedy zabere nejvyse d =1+ |logg L] ¢islic; pokud bude kratsi,
doplnime ho zleva nulami.

Nejvyssi patro struktury bude tvofeno polem B pfihradek, v i-té z nich budou
uloZena ta cisla, jejichz ¢islice nejvyssiho fadu je rovna 4. Za aktivni prohlasime
tu prihradku, ktera obsahuje aktudlni minimum. Pfihradky s mensimi indexy jsou
prazdné a zistanou takové az do konce vypoctu, protoze halda je monoténni. Pokud
v pfihradce obsahujici minimum bude vice prvki, budeme ji rozkladat podle druhého
nejvyssiho fadu na dalsich B pfihradek atd. Celkem tak vznikne az d trovni.

Struktura bude obsahovat nésledujici data:

e Parametry L, B a d.

e Pole trovni (nejvyssi ma ¢islo d — 1, nejnizsi 0), kazda troveri je budto
prazdna (a pak jsou prazdné i vSechny nizsi), nebo obsahuje pole U; o B
prihrddkach a v kazdé z nich seznam prvki. Pole irovni pouzivame jako
zasobnik, udrzujeme si ¢islo nejnizsi neprazdné trovné.

® Hodnotu g predchoziho odebraného minima.

Operace Insert vlozi hodnotu do nejhlubsi mozné pfihradky. Podiva se tedy
na nejvyssi troven: pokud hodnota patii do prihradky, kterd neni aktivni, vlozi
ji primo. Jinak prejde o tiroven nize a zopakuje stejny postup. To vse lze provést
v konstantnim cCase: staci se podivat, jaky je nejvyssi jednickovy bit ve XORu nové
hodnoty s ¢islem p (opét viz kapitola o vypodetnich modelech), a tim zjistit ¢islo
arovné, kam hodnota patfi.

Pokud chceme provést Decrease, odstranime hodnotu z prihradky, ve které se
pravé nachézi (polohu si mizeme u kazdé hodnoty pamatovat zvlast), a znovu ji
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vlozime.

Vétsinu prace samoziejmé prenechdme funkci FExtractMin. Ta zacne prohledé-
vat nejnizsi obsazenou troveil od aktivni ptihradky dal (to, kterd ptfihradka je na
které tirovni aktivni, poznadme z éislic hodnoty u). Pokud pfihradky na této drovni
dojdou, prazdnou aroven zrusime a pokracujeme o patro vyse.

Jakmile najdeme neprazdnou ptrihrddku, nalezneme v ni minimum a to se stane
novym p. Pokud v pfihradce nebyly zadné dalsi prvky, skon¢ime. V opa¢ném piipadé

zbyvajici prvky rozprostreme do prihradek na bezprostfedné nizsi trovni, kterou tim
zalozime.
Cas straveny hleddanim minima mfizeme rozdélit na nékolik ¢4sti:
e O(B) na inicializaci nové Grovné — to natétujeme prvku, ktery jsme préve
magzali;
® hledani neprazdnych prihradek — prozkoumani kazdé prazdné prihradky
natctujeme jejimu vytvoreni, coz se rozpusti v O(B) na inicializaci Grovné;
® zruseni Grovné — opét nauctujeme jejimu vzniku;
® rozhazovani prvka do prihradek — jelikoz prvky v hierarchii prihradek
putuji béhem operaci pouze doleva a doli (jejich hodnoty se nikdy ne-
zvétSuji), klesne kazdy prvek nejvyse d-krat, takZe staci, kdyz na vSechna
rozhazovani pfispéje ¢asem O(d).

Staci tedy, aby kazdy prvek pii Insertu zaplatil cas O(B + d) a jak Decrease, tak
ExtractMin budou mit konstantni amortizovanou slozitost. Dijkstrav algoritmus pak
pobézi v O(m + n(B + d)).

Zbyva nastavit parametry tak, abychom minimalizovali vyraz B +d = B +
log L/ log B. Vhodn4 volba je B = log L/loglog L. Pti ni plati

log L log L B log L _
logB  log(log L/loglog L)  loglog L —logloglog L

o(B).

Tehdy Dijkstra vyd4 visledek v dase O(m +n - poglr).

HOT Queue — kombinace prihradek s haldou

Cherkassky, Goldberg a Silverstein [12] si v§imli, Ze ve vicetirovitovych pfihrad-
kovych strukturach platime pfilis mnoho za trovné, ve kterych se za dobu jejich
existence objevi jen malé mnozstvi prvki. Navrhli tedy ukladat prvky z ,malych®
urovni do spole¢né haldy. Vysledné struktuie se fikda HOT (Heap-on-Top) Queue.
My si pfedvedeme jeji upravenou variantu (v té ptivodni se skryva nékolik chyb).

Poridime si haldu, feknéme Fibonacciho, a navic ke kazdé tirovni pocitadlo uda-
vajici, kolik prvki z této trovné jsme ulozili do haldy. Dokud toto pocitadlo nepfe-
roste néjaky parametr H, prihradky nebudeme zakladdat a prvky poputuji do haldy.
Cas O(B) na zaloZeni irovné a jeji prochazeni proto mtizeme rozpocitat mezi H prv-
ki, které se musely na dané trovni objevit, nez byla rozpfihrddkovana. (Pov§imnéte
si, ze pocitadlo nikdy nesnizujeme, pouze ho vynulujeme, kdyzZ je tGroven zrusena.
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Proto viitbec nemusi odpovidat skutecnému poctu prvkt z prislusné trovné, které
jsou pravé ulozeny v haldé. To ovSsem viibec nevadi — pocitadlo pouze hlida, aby se
aroven nevytvorila piili§ brzy, tedy abychom méli dost prvkl k rozictovani ¢asu.)

Proménnou p nechame ukazovat na misto, kde jsme se pii hledani minima v pfi-
hradkach zastavili. Souc¢asné globalni minimum struktury mize byt nizsi, nachazi-li
se minimum zrovna v haldé. Stale je vSak zaruceno, Ze pied p se nenachdzi Zadnd
neprazdna prihradka.

Operace budou fungovat takto:

Insert:

1. Spocitame, do které tirovné ¢ mé prvek padnout (bitovymi operacemi).

2. Pokud je pocitadlo této tirovné mensi nez H, zvysime ho, vlozime prvek
do haldy a skocime.

3. Nebyly-li jesté pro tuto troven zalozeny prihradky, vyrobime prazdné.

4. Vlozime prvek do piislusné prihradky.

Decrease:

1. Pokud se prvek nachdzi v haldé (to si u kazdého prvku pamatujeme),
provedeme Decrease v haldé a skoncime.

2. Smazeme prvek z jeho ptihradky a provedeme Insert s novou hodno-
tou.

ExtractMin:

1. Dokud je g mensi nez aktualni minimum haldy, opakujeme:

2. Najdeme piihradku odpovidajici hodnoté p.

3. Je-li tato prihradka prazdnd, prejdeme na dalsi (upravime p).
Jsme-li na konci tirovné, zrusime ji, vynulujeme jeji pocitadlo a
pokracujeme o trovern vys.

4. Neni-li prazdné, rozprostieme ji o Groven niz (stejnym zpisobem
jako pti Insertu, takze prvnich H prvkil vlozime do haldy).

5. Smazeme minimum z haldy a vratime ho jako vysledek.

Pustime se do analyzy slozitosti. Jako parametry si zvolime pocet hladin d (takze
pocet ptihradek B na jedné trovni je roven L'/¢) a  haldovou konstantu“ H.

Nejprve si vSimneme, Ze nez pocitadlo néjaké Grovné vynulujeme, jsou bezpecné
z haldy pry¢ vSechny prvky pat¥ici do této trovné. Celkem se tedy v haldé vyskytuje
nejvySe O(dH) prvki. ExtractMin v haldé proto trva O(log(dH)), ostatni haldové
operace O(1).

Nyni rozu¢tujeme Gas operaci mezi jednotlivé prvky (opét si vSe predplatime
v Insertu a ostatni operace pobézi v amortizované konstantnim case):

e Kazdy prvek muze byt nejvyse jednou za dobu svého zivota vlozen do hal-
dy a nejvyse jednou z ni vyjmut. Na oboji dohromady p¥ispéje O(log dH).
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® Prvek se Gcastni nejvyse d prehozeni do nizsi irovné. Pokud byl prihozen
do haldy, uz tam setrvd, jinak pokazdé zaplati O(1) za zafazeni do pfi-
hrédky, celkem tedy O(d) na prvek.
® Vytvofeni, projiti a smazani pfihradek na jedné tirovni nastane az tehdy,
co bylo H prvkua patficich do této trovné vlozeno do haldy. Staci tedy,
aby kazdy prvek piispél casem O(B/H) = O(LY/H).
Kazdy prvek tedy plati O(d +logdH + LY?/H) = O(d +log H 4+ L'/*/H). Pojdme
najit nastaveni parametri, které tento vyraz minimalizuje. Nejprve zvolme H tak,
aby se d vyrovnalo s LY4/H. Tedy H = L'/%/d. Cely vyraz tim zjednodusime na
O(d +log (LY?/d)) = O(d+1/d -log L —logd) = O(d + 1/d - log L). Oba scitance
volbou d = +/log L vyrovname.
HOT Queue tedy zvlddne Insert s amortizovanou ¢asovou slozitosti O(v/log L)
a ostatni operace v Case amortizované konstantnim. Pouzijeme-li tuto strukturu
v Dijkstrové algoritmu, spocte vzdalenosti v ¢ase O(m + n+/log L).

Dinicav algoritmus

Zajimavé vylepseni Dijkstrova algoritmu navrhl Dinic. Vsiml si, ze pokud je
kazda hrana dlouhd alespon §, mizeme uzavirat nejen vrchol s minimalnim ohodno-
cenim i, ale i vSechny s ohodnocenim mensim nez p + 4.

Pro takto upraveny Dijkstriv algoritmus bude stéle platit, ze pfi uzavirani
vrcholu odpovida ohodnoceni skuteéné vzdalenosti, takze uzaviené vrcholy jiz nejsou
znovu otevirany.

O monotonii vzdalenosti jsme sice prisli, ale v pfihradkové struktufe nebo haldé
miizeme kli¢e nahradit hodnotami A'(v) := |h(v)/é]. Tyto hodnoty se totiz chovaji
monoténné a vrcholy se stejnym A'(v) mizeme libovolné zaménovat.

Kteroukoli z popsanych prihradkovych struktur mizeme tedy pouzit, pouze
v rozboru ¢asové slozitosti nahradime L vyrazem L/§. Tento pfistup pfitom funguje
i pro necelociselné délky hran, pouze potfebujeme mit pfedem k dispozici netrivialni
dolni odhad na vSechny délky.

Potencialy

Vidéli jsme, ze v grafech s nezapornymi délkami hran se nejkratsi cesty hledaji
snaze. Nabizi se nalézt néjakou transformaci, ktera by dovedla délky hran upravit
tak, aby byly nejkratsi cesty zachovany (samoziejmé ne jejich délky, ale alespoii to,
které cesty jsou nejkratsi). Nabizi se nasledujici fyzikalni inspirace:

Definice: Potencidal budeme fikat libovolné funkci v : V' — R. Pro kazdy potenciél
zavedeme redukované délky hran £y (u,v) == l(u,v)+1(u) —1(v). Potencidl nazveme
pripustny, pokud zddna hrana nema zapornou redukovanou délku.

Pozorovani: Pro redukovanou délku libovolné cesty P z u do v plati: £, (P) = ¢(P)+
P(u) = p(v).

Diikaz: Necht cesta P prochézi pies vrcholy u = wi, ..., w, = v. Potom:

ty(P) = Z%(wnwiﬂ) =Y (Uwi, wis1) + (wi) = P(wigr))

%
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Tato suma je ovSem teleskopicka, takze z ni zbude

Zﬁ(wmwiﬂ) +P(w1) = Y(wi) = L(P) +Y(u) — P(v).
' v

Dusledek: Potencidlovou redukci se délky vsech cest mezi v a v zméni o tutéz kon-
stantu, takze struktura nejkratsich cest ztistane nezmeénéna.

Zbyva prijit na to, kde si obstarat néjaky pripustny potencial. Pfidejme do grafu
novy vrchol z, pfivedme z néj hrany nulové délky do vSech ostatnich vrcholil a oznad-
me Y (v) vzdélenost ze z do v v tomto grafu. Aby byl tento potencidl pfipustny, musi
pro kazdou hranu wv platit £y (u,v) = £(u,v) + ¥(u) — ¥ (v) > 0. Tuto nerovnost
miZeme upravit na £(u,v) + d(z,u) — d(z,v) > 0, éli d(z,u) + ¢(u,v) > d(z,v), coZ
je ale obycejna trojihelnikova nerovnost pro vzdalenost v grafu, ktera jisté plati.

Jednim vypocétem nejkratsich cest v grafu se zadpornymi hranami (tfeba al-
goritmem BFM) tedy dokdZzeme spocitat potencidl, ktery ndm poslouzi k redukei
vSech hran na nezaporné délky. To ndm samoziejmé nepomuize, chceme-li jednorézo-

vvvvv

s grafem. Jak uvidime v pristi kapitole, mizeme tak napfiklad nalézt vzdalenosti
mezi véemi dvojicemi vrcholtl v éase O(nm + n?logn).
Na zavér tohoto oddilu dokédzeme jedno pomocné tvrzeni o potencialech, které

nam pomuze v konstrukci algoritmd typu 1-1:
Lemma: Pokud f a g jsou pfipustné potencialy, pak jsou jimi i:

1. konvexni kombinace f a g, tedy af 4+ Bg pro libovolné o, 8 > 0, a+ 5 = 1;

2. min(f, g);

3. max(f,g).
Diikaz: Bud wv hrana. Potom z definice pfipustnosti plati £(u,v) > f(v) — f(u) a
L(u,v) > g(v) — g(u). Jednotlivé ¢asti tvrzeni dokdzeme takto:

1. Pokud obé strany nerovnosti pro f vynasobime konstantou «, u nerovnosti
pro g konstantou 8 a obé nerovnosti secteme, dostaneme:

(a+8) L(u,v) = (af(v) + Bg(v)) — (af (u) + Bg(u)),

coZ je presné pozadovana nerovnost pro pripustnost funkce af 4+ Bg.
2. Ozna¢me h := min(f, g). Necht bez Gjmy na obecnosti f(u) < g(u). Pokud
také plati f(v) < g(v), shoduje se minimum s funkci f a neni co dokazovat.
V opaéném piipadé je h(u) = f(u), h(v) = g(v). Tehdy si staci vSimnout,
ze h(v) — h(u) = g(v) — f(u) < f(v) — f(u) < £(u,v), takze potenciél h je
pripustny.
3. Dokazeme analogicky. Q@
Algoritmy pro problém typu 1-1

Zaméime se nyni na pfipad, kdy chceme hledat nejkratsi cesty mezi zadanou
dvojici vrchold s, t. Obvykle se i v této situaci pouzivaji algoritmy 1-n (SSSP) a
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v obecném piipadé ani neni efektivnéjsi feSeni zndmo. Existuje ovSem velké mnozstvi
heuristik, kterymi lze obvykle vypocet zrychlit. Nékteré z nich si pfedvedeme na
Dijkstrové algoritmu.

Dijkstriv algoritmus ve své klasické podobé nevi viibec nic o cilovém vrcholu a
prohledé cely graf. Hned se nabizi vyuzit toho, ze od okamziku uzavieni kteréhokoliv
vrcholu se jiz jeho ohodnoceni nezméni. Pokud tedy uzavieme cilovy vrchol, mizeme
se zastavit.

Jakou ¢4st grafu prohledédvame ted? V metrice dané vzdalenostmi v grafu je to
nejmensi koule se stfedem ve vrcholu u, kterd obsahuje nejkratsi cestu (dobfe se to
pfedstavuje na hledani v silniéni siti na rovinné mapé).

Také miZzeme spustit prohledavani z obou koncu zaroven, tedy zkombinovat
hledani od s v ptuvodnim grafu s hledanim od ¢ v grafu s obracenou orientaci hran.
Oba postupy muzeme libovolné stiidat a zastavime se v okamziku, kdy jsme jeden
vrchol uzavieli v obou smérech. Pozor ovSem na to, Ze soucet obou ohodnoceni
tohoto vrcholu nemusi byt roven d(v,u) — zkuste vymyslet protipiiklad. Nejkratsi
cesta jesté muze vypadat tak, ze prechazi po néjaké hrané mezi vrcholem uzavienym
v jednom sméru a vrcholem uzavienym ve sméru druhém (ponechme bez dikazu).
Staci tedy béhem relaxace zjistit, zda je konec hrany uzavieny v opa¢ném sméru
prohledavani, a pokud ano, zapocitat cestu do priubézného minima.

Obousmeérny Dijkstriv algoritmus projde sjednoceni néjaké koule okolo s s né-
jakou kouli okolo ¢, které obsahuje nejkratsi cestu. Priiméry kouli pfitom zavisi na
tom, jak budeme béhem vypoctu stiidat oba sméry prohledavani. V nejhorsim pii-
padé samoziejmé muzeme prohledat cely graf.

Algoritmus A*

V umélé inteligenci se casto pro hledani nejkratsi cesty v rozsahlych grafech
(obvykle stavovych prostorech tloh) pouZivé algoritmus nazyvany A* [30]. Jedna
se o modifikaci Dijkstrova algoritmu, ktera vyuziva heuristickou funkci pro dolni
odhad vzdélenosti do cile; oznaéme si ji ¥(v). V kazdém kroku pak uzavira vrchol v
s nejmensim moznym souétem h(v) + ¢(v) aktudlniho ohodnoceni s heuristikou.

Intuice za timto algoritmem je jasna: pokud vime, Ze néjaky vrchol je blizko
od pocatacniho vrcholu s, ale bude z néj urcité daleko do cile ¢, zatim ho odlozime

Heuristika se pfitom voli podle konkrétniho problému — nap¥. hledame-li cestu
v mapé, muzeme pouzit vzdalenost do cile vzdusnou carou.

Je u tohoto algoritmu zaruceno, ze vzdy najde nejkratsi cestu? Na to nam da
odpovéd teorie potenciali:

Véta: Béh algoritmu A* odpovida pritbéhu Dijkstrova algoritmu na grafu reduko-
vaném potencidlem —1p. Pfesn&ji, pokud ozna¢ime h* aktudlni ohodnoceni v A* a
h aktudlni ohodnoceni v synchronné bézicim Dijkstrovi, bude vzdy platit h(v) =
h*(v) = 3(s) + ¢ (v).

Diikaz: Indukei podle doby béhu obou algoritmt. Na pocéatku je h*(s) i h(s) nulové
a vSechna ostatni h* a h jsou nekonecné, takze tvrzeni plati. V kazdém dalsim kroku
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A* vybere vrchol v s nejmensim h*(v) + ¢ (v), coz je tentyz vrchol, ktery vybere
Dijkstra (¢(s) je stale stejné).

Uvazujme, co se stane béhem relaxace hrany vw: Dijkstra se pokusi snizit
ohodnoceni h(w) o § = h(w) —h(v) —€_, (v, w) a provede to, pokud § > 0. Ukdzeme,
ze A* udéla totéz:

(h*(w) = ¥ (s) + (w)) = (W (v) = (s) + (v)) = (€(v, w) = P(v) + P (w))
W (w) = (s) + (w) = b (v) + ¢ (s) = P(v) = £(v,w) + p(v) — Y (w)
h*(w) = h*(v) = £(v, w).

Oba algoritmy tedy aZ na posunuti dané potencidlem pocitaji totéz. V)

Dusledek: Algoritmus A* funguje jen tehdy, je-li potencidl — pripustny.

Napriklad pro rovinnou mapu to heuristika dané euklidovskou vzdalenosti o,
tedy 1(v) := p(v,t), splituje: P¥ipustnost pozaduje pro kazdou hranu wv nerovnost
Lu,v) —(v) +1(u) > 0, tedy £(u,v) — o(v,t) + o(u, t) > 0. Jelikoz £(u,v) > o(u,v),
staci dokézat, ze o(u,v) — o(v,t) + o(u,t) > 0, coz je ovéem trojuhelnikova nerovnost
pro metriku p.
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14. Transitivni uzavéry

V predchozi kapitole jsme se zabyvali algoritmy pro hledani nejkratsich cest
z daného pocatecniho vrcholu. Nyni se zamé¥ime na ptipady, kdy nas zajimaji vzda-
lenosti, pfipadné pouha dosazitelnost, mezi vSemi dvojicemi vrcholu.

Vystupem takového algoritmu bude matice vzddlenosti (pfipadné matice dosa-
Zitelnosti). Na ni se také muzeme divat jako na transitivni uzdvér zadaného grafu —
to je graf na téZe mnoziné vrcholt, jehoz hrany odpovidaji nejkrat$im cestam v grafu
ptvodnim.

Jeden zptsob, jak transitivni uzavér spocitat, se ihned nabizi: postupné spustit
Dijkstriiv algoritmus pro vSechny mozné volby pocatecniho vrcholu, pfipadné se pied
tim jesté zbavit zapornych hran pomoci potenciali. Tak dosdhneme ¢asové slozitosti
O(mn +n?logn). To je pro ¥idké grafy nejlepsi zndmy vysledek — jen O(logn)-krat
pomalejsi, nez je velikost vystupu.

Je-li graf husty, pracuji obvykle rychleji algoritmy zalozené na maticich, zejmé-
na na jejich nasobeni. Nékolik algoritmi tohoto druhu si nyni pfedvedeme, a to jak
pro vypocet vzdalenosti, tak pro dosazitelnost.

Graf na vstupu bude vzdy zadan matici délek hran — to je matice n x n, jejiz
fadky i sloupce jsou indexované vrcholy a na pozici (4, j) se nachézi délka hrany ij;
ptripadné chybéjici hrany doplnime s délkou +oo.

Floyduv-Warshalluv algoritmus

Zacnéme algoritmem, ktery nezavisle na sobé objevili Floyd a Warshall. Fun-
guje pro libovolny orientovany graf bez zapornych cykla.

Oznacme ij délku nejkratsi cesty z vrcholu ¢ do vrcholu j pfes vrcholy 1
az k (tim myslime, Ze v8echny vnitini vrcholy cesty lezi v mnoziné {1, ..., k}). Jako
obvykle polozime ij = +o00, pokud zaddna takova cesta neexistuje. Pak plati:

DY = délka hrany ij,
D! = hledand vzdalenost z i do j,

Dy; = min(D};t, DIt + Dy h).

Prvni dvé rovnosti plynou primo z definice. Tteti rovnost dostaneme rozdélenim cest
z i do j pfes 1 az k na ty, které se vrcholu k vyhnou (a jsou tedy cestami pies 1
az k — 1), a ty, které ho pouziji — kaZdou takovou miZzeme slozit z cesty z ¢ do k a
cesty z k do j, oboji ptes 1 az k — 1.

Zbyva vytesit jednu malickost: slozenim cesty z ¢ do k s cestou z k£ do j ne-
musi nutné vzniknout cesta, protoze se néjaky vrchol mize opakovat. V grafech bez
zapornych cykl nicméné takovy sled nemize byt kratsi nez nejkratsi cesta, takze
tim faleSné feSeni nevyrobime. (Pfesnéji: ze sledu iavSkyvdj, kde v € 3, v, miZzeme
vypusténim ¢asti v8kyv nezaporné délky ziskat sled z i do j pres 1 az k — 1, jehoz
délka nemitZe byt mensf nez D} ')
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Samotny algoritmus postupné pocita matice D°, D!, ..., D" podle uvedeného
predpisu:

1. DY + matice délek hran.
2.Prok=1,...,n
3. Proi,j=1,...,n:

. k—1 k-1 k—1
4. ij < min(D;; ", Dy + D).
5. Matice vzdalenosti < D™.

Casova slozitost tohoto algoritmu ¢ini ©(n?). Kubickou prostorovou slozitost
muzeme snadno snizit na kvadratickou: Bud si uvédomime, Ze v kazdém okamziku
potifebujeme jen aktualni matici D* a predchozi D*~'. Anebo nahlédneme, Ze mi-
zeme D*~! na D* prepisovat na misté. U hodnot D;;, a Dy je totiz podle definice
stara i nova hodnota stejna. Algoritmu tedy staci jediné pole velikosti n x n, které
na pocatku vypoctu obsahuje vstup a na konci vystup.

Regularni vyrazy

Predchozi algoritmus lze zajimavé zobecnit, totiz tak, aby pro kazdou dvojici
vrcholti sestrojil vhodnou reprezentaci mnoziny vsech sledti vedoucich mezi nimi.
Tato reprezentace bude velice podobné regularnim vyrazim znamym z UNIXu a
7z teorie automatti. Budeme pripoustét orientované multigrafy se smyckami a nasob-
nymi hranami.

Definice: Svazek je mnozina sledi, které maji spoleény pocatecni a koncovy vrchol.
Typem svazku nazveme uspofadanou dvojici téchto vrchold. Misto ,svazek typu
(u,v)* budeme obvykle fikat prosté uv-svazek.

Trividlnimi p¥ipady svazkii jsou prdzdnd mnozina ), samotnd hrana uv a pro

u = v také sled €, nulové délky. Svazky muzeme kombinovat témito operacemi:

e AU B — sjednoceni dvou svazku téhoz typu,

e AB nebo A - B — zfetézeni uv-svazku A s vw-svazkem B: vysledkem je
uw-svazek obsahujici vSechna spojeni sledu z A se sledem z B,

e A* — jterace uu-svazku: vysledkem je uu-svazek e UAU AAU AAAU...
(tedy vSechna moZna spojeni koneéné mnoha sledt z A).

Ve vyrazu definujicim A* jsme vyuzili, Ze operace sjednoceni a zfetézeni jsou asocia-
tivni, takZe je nemusime zavorkovat. Navic sjednoceni mé ve vyrazech nizsi prioritu
nez zietézeni.

Svazky budeme obvykle reprezentovat sledovymi vyrazy, coz jsou vyrazy konecné
délky sestavajici z trividlnich svazkt a vyse uvedenych operaci.

Pozorovani: Sledy muzeme reprezentovat fetézci nad abecedou, jejiz symboly jsou
identifikatory hran. Sledové vyrazy pak odpovidaji reguldrnim vyraziim nad touto
abecedou.

Ukézeme, jak pro vSechny dvojice vrcholi 7, j sestrojit sledovy vyraz R;; popi-
sujici svazek vSech sledii z ¢ do j. Podobné jako u Floydova-Warshallova algoritmu
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zavedeme Rfj

coby vyraz popisujici sledy z ¢ do j pfes 1 az k a nahlédneme, Ze plati:
0 mnozina vSech hran z ¢ do j pokud i # j
R’i . = v o . . .
J €; U vSechny smycky v i pokud i = j

R} = hledané R;j,
Rfj = Rfj_l U Rfk_l(Rllzgl)*RllzJ_l'

Prvn{ dvé rovnosti opét plynou p¥imo z definice (mnozinu vSech hran zapiseme bud
jako prézdnou nebo ji vytvoiime sjednocovénim z jednoprvkovych mnozin). Tteti
rovnost vychdzi z toho, Ze kazdy sled z 7 do j bud neobsahuje k, nebo ho miizeme
rozdélit na Casti mezi jednotlivymi navstévami vrcholu k.

Algoritmus tedy bude postupné budovat matice R®, R!,..., R" podle téchto
pravidel. Provedeme pii tom ©(n3) operaci, oviem s vyrazy, jejichz délka mtize byt
az fadové 4™. Radéji nez jako retézce je proto budeme ukladat v podobé acyklickych
orientovanych graft: vrcholy budou operace, hrany je budou pfipojovat k operan-
ddm.

K pfimému pouziti se takovy exponencialné dlouhy vyraz hodi malokdy, ale
mize ndm pomoci odpovidat na rizné otazky tykajici se sledit s danymi koncovymi
vrcholy. Mame-li néjakou funkci f ohodnocujici mnoziny sledt kédované sledovymi
vyrazy, sta¢i umét vyhodnotit:

e vysledek pro trividlni vyrazy f(0), f(¢) a f(e) pro hranu e,
® hodnoty f(aUpB), f(aB) a f(a*), znadme-li jiz f(a) a f(B).
Pro vypodet viech f(R;;) ndm pak sta¢i ©(n?®) vyhodnoceni funkce f.

Poznamka pro ctitele algebry: Vyse uvedena konstrukce neni nic jiného, neZ popis

homomorfismu f z algebry (S,0,£1,...,en,€1,---,€m, U, ,*) nad mnozinou S viech
svazkil do né&jaké algebry (X,0,c¢1,...,¢n,h1,. .., hm, ®,®,®), kde X je mnozina
v8ech ohodnoceni sledd, 0, ¢1,...,c, a hy,..., h,, jsou konstanty, ® a ® binarni ope-

race a ® unarni operace. Prubéh vypocétu upraveného algoritmu je pak homomorfnim
obrazem priibéhu vypoctu ptivodniho algoritmu pracujiciho pfimo se svazky.
Priklady:

Nejkratsi sled:
£0) = +oc
fle)=0
f(e) =£(e) (délka hrany e)

= min(f(e), f(8))

«_ |0 pro f(a) >0
fla _{oo pro f(a) <0

(Pokud pfedpoklddame, ze v grafu nejsou zaporné cykly, je f(a*) vzdy nulové a
dostaneme pfesné Floydtv-Warshalltiv algoritmus.)
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f)=o0
fle) =00
f(e) =w(e) (sifka hrany e)
f(aU B) = max(f(a), f(B))
f(aB) = min(f(e), f(B))
fla®) =00

Prevod konecného automatu na requldrni vyraz: Vrcholy multigrafu budou odpovidat
staviim automatu, hrany moznym prechodim mezi stavy. Kazdou hranu ohodnotime
symbolem abecedy, po jehoz precteni automat prechod provede. Funkce f pak prifadi
uv-svazku 1) regularni vyraz popisujici mnozinu vsech fetézci, po jejichz precteni
automat pfejde ze stavu u do stavu v po pfechodech z mnoziny . Vyhodnocovéni
funkce f odpovida pfimocarym operacim s fetézci.

Nasobeni matic

Resime-1i grafové problémy pomoci matic, nabizi se pouzit znamé subkubické
algoritmy pro linearné algebraické ulohy. Ty jsou obvykle zaloZeny na efektivnim
nasobeni matic — dvé matice n X n mizeme vynasobit v Case:

e O(n?) podle definice,

® O(n?8%) Strassenovym algoritmem [50],

e O(n?376) algoritmem Coppersmithe a Winograda [15],
® O(n%373) algoritmem Williamsové [61].

Obecné piijimana hypotéza fikd, Ze pro kazdé w > 2 existuje algoritmus néso-
bici matice se slozitosti O(n®“). Jediny znamy dolni odhad je pfitom 2(n?logn) pro
aritmetické obvody s omezenou velikosti konstant [45]. BliZe se o tomto fascinujicim
tématu muzete docist v Szegedyho ¢lanku [14].

Predpoklddejme tedy, Ze umime nésobit matice v ¢ase O(n*) pro néjaké w < 3.

Co se stane, kdyz mocnime matici sousednosti A grafu? V matici A* se na
pozici i, j nachazi pocet sledtt délky k, které vedou z vrcholu ¢ do vrcholu j. (Snadny
ditikaz indukei vynechavame.) Pro libovolné k& > n — 1 jsou tedy v (A + E)* (kde E
znad¢i jednotkovou matici; doplnili jsme tedy do grafu smycky) nenuly pfesné tam,
kde z i do j vede cesta.

To nam dévé jednoduchy algoritmus pro vypocet matice dosazitelnosti R (R;;
je 1 nebo 0 podle toho, zda z i do j vede cesta). Do matice A doplnime na diagonédlu
jednicky a poté ji [log, n|-krat umocnime na druhou. Abychom se vyhnuli velkym
¢islim, nahradime po kazdém umocnéni nenuly jednickami. Celkem tedy provedeme
O(logn) nasobeni matic, coz trvd O(n* logn).

Na tento postup se mizeme divat i obecnéji:
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Definice: (&, ®)-soudin matic A, B € X"*" kde & a ® jsou dvé asociativni bindrni
operace na mnoziné X, je matice C' takova, Ze

Cij = @Aik ® B.
k=1

Klasické nasobeni matic je tedy (4, -)-soudin.

Pozorovani: Pokud A a B jsou matice svazki (A;; a B;; jsou ij-svazky) a C jejich
(U, -)-soucin, pak C;; je svazek vSech sledd vzniklych spojenim né&jakého sledu z A
zacinajictho v ¢ a néjakého sledu z B konciciho v j.

Podobné jako v pfedchozi sekci si tedy muzeme pofidit funkci f pfifazujici
svazkim hodnoty z néjaké mnoziny X a operace @ a ® na X, pro néz plati f(aUp) =
fl@af(B)a f(aB) = f(a)® f(B). Pak staci vzit matici popisujici ohodnoceni vech
sledtt délky 0 nebo 1 (to je obdoba matice sousednosti), a provést O(logn) (&, ®)-
soucinit k tomu, abychom znali ohodnoceni svazkid sledi délky pravé k pro néjaké
k> n.

S (V, A)-soudiny a matici sousednosti s jednickami na diagondle ziskdme algorit-
mus pro vypocet dosazitelnosti. Kazdy soucin pritom mizeme provést jako obycejné
nasobeni matic nasledované pfepsanim nenul na jednicky, takze cely vypocet bézi
v ¢ase O(n* logn).

Podobné miizeme pocitat i matici vzdalenosti: zaCneme s matici délek hran
doplnénou o nuly na diagonéle a pouZijeme (min, +)-souéiny. Tyto souciny ale bo-
huzel neumime prevést na klasické nasobeni matic. Pfesto je znamo nékolik algo-
ritmii efektivnéjgich nez ©(n?), byt pouze o malo: napiiklad Zwickiv [63] v case
O(n3y/loglogn/logn) (zalozeny na dekompozici a piedpoéitani malych bloki) ne-
bo Chantiv [10] v O(n3/logn) (pouzivajici geometrické techniky). Abychom porazili
Floydav-Warshalliv algoritmus, potfebovali bychom ovSem vétsi nez logaritmické
zrychleni, protoze soucint potfebujeme vypocitat logaritmicky mnoho.

Dodejme jesté, ze pro grafy ohodnocené malymi celymi Cisly je mozné vyuZzit
celou fadu dalsich trikt. Zajemce o tento druh algoritm® odkazujeme na Zwicktv
¢lanek [62].

Rozdél a panuj

Pfedchozi pfevod je ovéem trochu marnotratny. Sikovnym pouZitim metody
Rozdél a panuj miizeme casovou slozitost jesté snizit. Postup predvedeme pro do-
sazitelnost: na vstupu tedy dostaneme matici sousednosti A, vystupem mé byt jeji
transitivni uzévér A* (matice dosazitelnosti). VSechny souciny matic v tomto oddilu
budou typu (V,A).

Vrcholy grafu rozdélime na dvé mnoziny X a Y pfiblizné stejné velikosti, bez
ijmy na obecnosti tak, aby matice A méla nasledujici blokovy tvar:

_(FP @
=& §).
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kde podmatice P popisuje hrany z X do X, podmatice @ hrany z X do Y, atd.

Véta: Pokud matici A* zapiSeme rovnéz v blokovém tvaru:
« (T J
vk 1)

I=(PVQS*R)",
J =1QS",

K = S*RI,

L =S*VS*RIQS".

bude platit:

Dikaz: Jednotlivé rovnosti muZzeme ¢ist takto:

I: Sled z X do X vznikne opakovanim ¢asti, z nichz kazd4 je budto hrana
uvnit¥ X nebo pfechod po hrané z X do Y nasledovany sledem uvniti Y
a pfechodem zpét do X.
J: Sled z X do Y muzeme rozdélit v misté, kdy naposledy prechazi po hrané
z X do Y. Prvni ¢ast pritom bude sled z X do X, druha sled uvnity Y.
: Se sledem z Y do X nalozime symetricky.
: Sled z Y do Y vede budto cely uvnit¥ Y, nebo ho miizeme rozdélit na prv-
nim ptrechodu z Y do X a poslednim piechodu z X do Y. Cést pfed prvnim
prechodem povede celd uvniti Y, ¢ast mezi pfechody bude tvotit sled z X
do X a konecné ¢ast za poslednim prechodem ziistane opét uvnitt Y. Q

= =X

Algoritmus: Vypocet matice A* provedeme podle predchozi véty. Spocitame 2 tran-
zitivni uzdvéry matic poloviéni velikosti rekurzivnim volanim, dale pak O(1) (V, A)-
soudini a O(1) souctd matic.

Casov4 slozitost t(n) tohoto algoritmu bude spliiovat nasledujici rekurenci:
t(1) = 0(1), t(n) =2t(n/2)+O(1)- u(n/2) +O(n?),

kde u(k) znadi ¢as potfebny na jeden (V, A)-soudin matic k x k. Jelikoz jisté plati
wu(n/2) = Q(n?), ma tato rekurence podle kuchaikové véty feseni t(n) = u(n).

Ukazali jsme tedy, Ze vypocet matice dosazitelnosti je nejvyse stejné naroc-
ny jako (V, A)-ndsoben{ matic — miizeme ho proto provést v éase O(n*). Dokonce
existuje prfimocary prevod v opacném sméru, takze oba problémy jsou asymptoticky
stejné tézké.

Podobné nalézt matici vzdélenosti je stejné tézké jako (min, +)-soucin, takze
na to staéi ¢as O(n3/logn).

Seideluv algoritmus

Pro neorientované neohodnocené grafy miazeme dosahnout jesté lepsich vysled-
ki. Matici vzdélenosti lze spocitat v ¢ase O(n“ logn) Seidelovym algoritmem [49].
Ten funguje nésledovné:
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Definice: Druhd mocnina grafu G je graf G? na téze mnoziné vrcholfi, v némz jsou
vrcholy i a j spojeny hranou praveé tehdy, existuje-li v G sled délky nejvyse 2 vedouci
z i do j.

Pozorovani: Matici sousednosti grafu G2 ziskdme z matice sousednosti grafu G jed-
nim (V, A)-soudinem, tedy v ¢ase O(n*).

Seideltiv algoritmus bude postupovat rekurzivné: Sestroji graf G2, rekurzi spo-
¢it4 jeho matici vzdélenosti D’ a z ni pak rekonstruuje matici vzdalenosti D zada-
ného grafu. Rekurze konéi, pokud G? = G — tehdy je kazda komponenta souvislosti
zahusténa na uUplny graf, takze matice vzdalenosti je rovna matici sousednosti.

Zbyvé ukézat, jak z matice D’ spocitat matici D. Zvolme pevné i a zaméime
se na funkce d(v) = Dy, a d'(v) = Dj,. Jisté plati d’'(v) = [d(v)/2], procez d(v) je
bud rovno 2d’'(v) nebo o 1 nizsi. Naucime se rozpoznat, jestli d(v) ma byt sudé nebo
liché, a z toho vzdy pozname, jestli je potieba jednicku odedist.

Jak vypada funkce d na sousedech vrcholu v # 47 Pro alespoii jednoho souseda u
je d(u) = d(v) — 1 (to plati pro sousedy, ktefi lezi na nékteré z nejkratsich cest z v
do 7). Pro v8echny ostatni sousedy je d(u) = d(v) nebo d(u) = d(v) + 1.

Pokud je d(v) sudé, vyjde pro sousedy lezici na nejkratSich cestich d'(u) =
d'(v) a pro ostatni sousedy d'(u) > d'(v), takze primér z d'(u) pres sousedy je
alespoii d'(v). Je-li naopak d(v) liché, musi byt pro sousedy na nejkratsich cestach
d'(u) < d(v) a pro v8echny ostatni d’'(u) = d(v), takze primeér klesne pod d’(v).

Priméry pres sousedy pritom miizeme spocitat ndasobenim matic: vynasobime
matici vzdalenosti D’ matici sousednosti grafu G. Na pozici 7,j se objevi soucet
hodnot D, pfes vSechny sousedy k vrcholu j. Ten sta¢i vydélit stupném vrcholu j
a hledany primeér je na svété.

Po provedeni jednoho nasobeni matic tedy dovedeme pro kazdou dvojici vrcholi
v konstantnim Case spocitat D;; z D;;. Jedna tiroven rekurze proto trva O(n®)
a jelikoz pramér grafu pokazdé klesne alesponn dvakrat, je urovni O(logn) a cely
algoritmus dobéhne ve slibeném ¢ase O(n“ logn).

101 2019-01-16



L. Literatura

[1] N. Alon. A simple algorithm for edge-coloring bipartite multigraphs. Inf. Pro-

2]

[15]

—_

—
EN |

cess. Lett., 85(6):301-302, 2003.

S. Alstrup, A. Ben-Amram, and T. Rauhe. Worst-case and amortised optimality
in union-find. In Proceedings of the 31st annual ACM symposium on Theory of
computing, pages 499-506. ACM, 1999.

S. Alstrup, T. Husfeldt, and T. Rauhe. Marked ancestor problems. In IEEE
Symposium on Foundations of Computer Science, pages 534-544, 1998.

S. Alstrup, J. P. Secher, and M. Spork. Optimal on-line decremental connecti-
vity in trees. Information Processing Letters, 64(4):161-164, 1997.

R. Bellman. On a routing problem. Quarterly of Applied Mathematics, 16(1):87—
90, 1958.

Ben-Amram. What is a “pointer machine”? SIGACTN: SIGACT News (ACM
Special Interest Group on Automata and Computability Theory), 26, 1995.

M. A. Bender and M. Farach-Colton. The LCA problem revisited. In Latin
American Theoretical INformatics, pages 8894, 2000.

J. Boyer and W. Myrvold. On the cutting edge: Simplified O(n) planarity by
edge addition. Journal of Graph Algorithms and Applications, 8(3):241-273,
2004.

M. Burrows and D. Wheeler. A block-sorting lossless data compression algori-
thm. Technical Report 124, Digital Systems Research Center, 1994.

T. Chan. All-Pairs Shortest Paths with Real Weights in O(n?/logn) Time.
Algorithmica, 50(2):236-243, February 2008.

B. Chazelle. A Minimum Spanning Tree Algorithm with Inverse-Ackermann
Type Complexity. J. ACM, 47:1028-1047, 2000.

B. Cherkassky, A. Goldberg, and C. Silverstein. Buckets, heaps, lists, and mo-
notone priority queues. In Proceedings of the eighth annual ACM-SIAM sym-
posium on Discrete algorithms, pages 83-92. Society for Industrial and Applied
Mathematics, 1997.

M. Chrobak and T. H. Payne. A linear-time algorithm for drawing a planar
graph on a grid. Information Processing Letters, 54(4):241-246, 1995.

H. Cohn, R. Kleinberg, B. Szegedy, and C. Umans. Group-theoretic Algorithms
for Matrix Multiplication. Foundations of Computer Science, Annual IEEE
Symposium on, pages 379-388, 2005.

D. Coppersmith and S. Winograd. Matrix multiplication via arithmetic pro-
gressions. Journal of symbolic computation, 9(3):251-280, 1990.

E. Demaine. Advanced Data Structures. MIT Lecture Notes, 2005.

J. Demel. Grafy a jejich aplikace. Academia, Praha, 2002.

R. Diestel. Graph Theory. Springer-Verlag Berlin and Heidelberg GmbH & Co.
K, 2005.

102 2019-01-16



[19]
[20]
[21]

[22]

E. W. Dijkstra. A note on two problems in connexion with graphs. Numerische
Mathematik, 1(1):269-271, 1959.

A. Elmasry. The violation heap: a relaxed Fibonacci-like heap. Computing and
Combinatorics, pages 479-488, 2010.

L. R. Ford Jr. Network flow theory. Paper P-923, The RAND Corperation,
Santa Moncia, California, August 1956.

G. N. Frederickson. Ambivalent data structures for dynamic 2-edge-connectivity
and k smallest spanning trees. In IEEE Symposium on Foundations of Compu-
ter Science, pages 632—641, 1991.

M. Fredman and M. Saks. The cell probe complexity of dynamic data structures.
In STOC ’89: Proceedings of the 21st annual ACM Symposium on Theory of
Computing, pages 345-354, 1989.

M. Fredman and D. E. Willard. Trans-dichotomous algorithms for minimum
spanning trees and shortest paths. In Proceedings of FOCS’90, pages 719-725,
1990.

M. L. Fredman and R. E. Tarjan. Fibonacci heaps and their uses in improved
network optimization algorithms. J. ACM, 34(3):596-615, 1987.

A. Goldberg and C. Silverstein. Implementations of Dijkstra’s algorithm based
on multi-level buckets. Network optimization, pages 292-327, 1997.

R. E. Gomory and T. C. Hu. Multi-terminal network flows. Journal of SIAM,
9(4):551-570, 1961.

B. Haeupler, S. Sen, and R. Tarjan. Rank-pairing heaps. Algorithms-ESA 2009,
pages 659-670, 2009.

Y. Han. Deterministic sorting in O (nloglogn) time and linear space. Journal
of Algorithms, 50(1):96-105, 2004.

P. Hart, N. Nilsson, and B. Raphael. Correction to a formal basis for the heuris-
tic determination of minimum cost paths. ACM SIGART Bulletin, (37):28—-29,
1972.

J. Hopcroft and R. Karp. An n®/2 algorithm for maximum matchings in bipar-
tite graphs. SIAM Journal on Computing, 2(4):225-231, 1973.

J. Hopcroft and R. Tarjan. Efficient Planarity Testing. Journal of the ACM
(JACM), 21(4):549-568, 1974.

D. R. Karger, P. N. Klein, and R. E. Tarjan. Linear expected-time algorithms
for connectivity problems. J. ACM, 42:321-328, 1995.

D. R. Karger and C. Stein. A new approach to the minimum cut problem. J.
ACM, 43(4):601-640, 1996.

J. Kéarkkainen and P. Sanders. Simple linear work suffix array construction.
In Proc. 18th International Conference on Automata, Languages and Program-
ming. Springer Verlag, 2003.

V. King. A simpler minimum spanning tree verification algorithm. In Workshop
on Algorithms and Data Structures, pages 440-448, 1995.

103 2019-01-16



[37]

[40]
[41]
[42]
[43]
[44]
[45]
[46]
[47]
[48]

[49]

[50]

J. Komlés. Linear verification for spanning trees. Combinatorica, 5(1):57-65,
1985.

L. Kucera. Kombinatorické algoritmy. SNTL, Praha, 1989.
V. Malhotra, M. Kumar, and S. Maheshwari. An O(|V|*) algorithm for finding

maximum flows in networks. Information Processing Letters, 7(6):277-278,
1978.

M. Mares. Two linear time algorithms for MST on minor closed graph classes.
Archivum Mathematicum, 40:315-320, 2004.

J. Matousek and J. Nesettil. Kapitoly z diskrétni matematiky. Karolinum,
Praha, 2002.

H. Nagamochi and T. Ibaraki. Computing edge-connectivity in multigraphs and
capacitated graphs. STAM J. Discret. Math., 5(1):54-66, 1992.

S. Pettie. Finding minimum spanning trees in O(ma(m,n)) time. Tech Report
TR99-23, Univ. of Texas at Austin, 1999.

S. Pettie and V. Ramachandran. An Optimal Minimum Spanning Tree Algori-
thm. In Proceedings of ICALP’2000, pages 49-60. Springer Verlag, 2000.

Raz, R. On the complexity of matrix product. In STOC ’02: Proceedings of the
84th annual ACM Symposium on Theory of Computing, pages 144-151, 2002.
N. Robertson and P. D. Seymour. Graph minors: XX. Wagner’s Conjecture.
Journal of Combinatorial Theory Series B, 92(2):325-357, 2004.

W. Schnyder. Embedding planar graphs on the grid. Proceedings of the first
annual ACM-SIAM symposium on Discrete algorithms, pages 138-148, 1990.
A. Schrijver. Combinatorial Optimization — Polyhedra and Efficiency, volu-
me 24 of Algorithms and Combinatorics. Springer Verlag, 2003.

R. Seidel. On the all-pairs-shortest-path problem. In Proceedings of the twenty-
fourth annual ACM symposium on Theory of computing, pages 745-749. ACM,
1992.

V. Strassen. Gaussian elimination is not optimal. Numerische Mathematik,
13(4):354-356, 1969.

R. E. Tarjan. Data structures and network algorithms, volume 44 of CMBS-NSF
Regional Conf. Series in Appl. Math. STAM, 1983.

R. E. Tarjan and J. van Leeuwen. Worst-case analysis of set union algorithms.
J. ACM, 31(2):245-281, 1984.

M. Thorup. Undirected single-source shortest paths with positive integer wei-
ghts in linear time. Journal of the ACM (JACM), 46(3):362-394, 1999.

M. Thorup. Integer priority queues with decrease key in constant time and
the single source shortest paths problem. Proceedings of the thirty-fifth ACM
symposium on Theory of computing, pages 149-158, 2003.

M. Thorup. Integer priority queues with decrease key in constant time and the
single source shortest paths problem. In Proceedings of the thirty-fifth annual
ACM symposium on Theory of computing, pages 149-158, 2003.

104 2019-01-16



[56]

M. Thorup. On AC® Implementations of Fusion Trees and Atomic Heaps. In
SODA ’03: Proceedings of the fourteenth annual ACM-SIAM symposium on
Discrete algorithms, pages 699-707, Philadelphia, PA, USA, 2003. Society for
Industrial and Applied Mathematics.

M. Thorup. Equivalence between priority queues and sorting. Journal of the
ACM, 54(6):28, 2007.

E. Ukkonen. On-line construction of suffix trees. Algorithmica, 14(3):249-260,
1995.

P. van Emde Boas. Preserving order in a forest in less than logarithmic time
and linear space. Inf. Process. Lett., 6(3):80-82, 1977.

K. Weihe. Edge-Disjoint (s,t)-Paths in Undirected Planar Graphs in Linear
Time. Journal of Algorithms, 23(1):121-138, 1997.

Williams, V. V. Multiplying matrices faster than Coppersmith-Winograd. In
STOC ’12: Proceedings of the 44th annual ACM Symposium on Theory of Com-
puting, pages 887-898, 2012.

U. Zwick. All pairs shortest paths using bridging sets and rectangular matrix
multiplication. Journal of the ACM (JACM), 49(3):289-317, 2002.

U. Zwick. A Slightly Improved Sub-Cubic Algorithm for the All Pairs Shortest
Paths Problem with Real Edge Lengths. Algorithmica, 46(2):181-192, October
2006.

105 2019-01-16



106 2019-01-16



0.

Obsah

0. UVOdemi . . ..o 3
1. Toky, fezy a Fordav-Fulkersontiv algoritmus................. ..., 4
2. Dinictiv algoritmus a jeho varianty............. .. ..o i 10
3. Bipartitni parovani a globalni k-souvislost.............. ... ... ... 18
4. Gomory-Hu Trees . ... e 22
5. Minimalni Kostry ... ..o 28
6. Rychlejsi algoritmy na minimalni kostry........ .. ... oL 34
7. Vypocetnl modely . ... 39
B Q-HeEaDS . ottt 46
9. Dekompozice StTOMITL. . .« oottt et et 51
10. SUfiXOVE SETOMLY . .« o oot 60
11. Kresleni grafli do rOVInY . ... ..ottt 68
12. Pravdépodobnostni algoritmus na fezy ..............cooiiiiiii .. 78
13, NejkratSl cesty . ..ot 82
14, Transitivind UZAVETY .. ..ottt e e e 95
L. Literatura . ... ooon e 102
O, ObSaAN . .o 107

107 2019-01-16



Mgr. Martin Mares, Ph.D.
Krajinou grafovych algoritmi

Vydal Institut Teoretické Informatiky
Univerzita Karlova v Praze
Matematicko-Fyzikalni Fakulta
Malostranské nam. 25
118 00 Praha 1
jako ZZZ. publikaci v ITI Series.

Sazbu pismem Computer Modern v programu TEX provedl autor.
Obrézek na titulni strané nakreslil Jakub Cerny.

Vydéani jedenapilté (pracovni verze)
Praha 2019



