
Lineárńı programováńı a kombinatorická optimalizace –

př́ıklady na 6. cvičeńı*

7. dubna 2021

1 Simplexová metoda

Úloha lineárńıho programováńı v rovnicovém tvaru je zapsaná jako max c>x za podmı́nek Ax = b
a x ≥ 0, kde A ∈ Rm×n, c,x ∈ Rn a b ∈ Rm. Předpokládejme, že rank(A) = m.

Báze je množinou B ⊆ {1, . . . n} index̊u proměnných takovou, že AB je regulárńı, kde AB znač́ı
podmatici A indexovanou sloupci z B. Bázickým řešeńım x = (x1, . . . , xn) odpov́ıdaj́ıćı bázi B je
řešeńı soustavy Ax = b, pro které plat́ı xi = 0 pro každé i 6∈ B. Př́ıpustná báze je taková, že j́ı
odpov́ıdaj́ıćı bázické řešeńı x je př́ıpustné, tedy x ≥ 0.

Vzorový řešený př́ıklad:

max 2x1 + x2

−x1 + x2 ≤ 1

x1 ≤ 3

x2 ≤ 2

x1, x2 ≥ 0

Uprav́ıme na rovnicový tvar zavedeńım nových proměnných s1, s2, s3 ≥ 0:

max 2x1 + x2

−x1 + x2 + s1 = 1

x1 + s2 = 3

x2 + s3 = 2

x1, x2, s1, s2, s3 ≥ 0

Začneme v nějakém př́ıpustném bázickém řešeńı. Zde lze zvolit p̊uvodńı proměnné x1 = x2 = 0 a
(s1, s2, s3) = b> = (1, 3, 2). Pak přeṕı̌seme soustavu tak, aby bázické proměnné s1, s2, s3 byly na
levé straně:

max 2x1 + x2

s1 = 1 + x1 − x2

s2 = 3− x1

s3 = 2 − x2

Vstouṕıme x1 do báze, protože má nejvyšš́ı kladný koeficient v účelové funkci, a vystouṕıme s2:

max 6 + x2 − 2s2

s1 = 4− x2 − s2

x1 = 3 − s2

s3 = 2− x2

Vstouṕıme x2 do báze, protože má nejvyšš́ı kladný koeficient v účelové funkci, a vystouṕıme s3:

max 8− 2s2 − s3

s1 = 2− s2 + s3

x1 = 3− s2

x2 = 2 − s3

Neńı, co zlepšovat, takže máme optimum pro x1 = 3, x2 = 2, s1 = 2 a s2 = s3 = 0 s hodnotou
účelové funkce 8.

*Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/˜balko/
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Obrázek 1: Uvedené řešeńı odpov́ıdá posunu z počátku do vrcholu (3, 0) a poté do (3, 2).

Pseudokód simplexové metody:

1. Vstup: Úloha lineárńıho programováńı P v rovnicovém tvaru, max c>x za podmı́nek Ax = b
a x ≥ 0, kde A ∈ Rm×n, c,x ∈ Rn a b ∈ Rm. Předpokládáme, že rank(A) = m.

2. Nalezni počátečńı bázické př́ıpustné řešeńı: Přenásob soustavu, aby b ≥ 0, a vyřeš simplexo-
vou metodou pomocnou úlohu max−xn+1−· · ·−xn+m za Ax = b, x ≥ 0, kde A = (A | Im) ∈
Rm×(n+m) a x = (x1, . . . , xn+m). Tato úloha má snadné počátečńı řešeńı (0, . . . , 0, b1, . . . , bm).
Pokud je optimálńı hodnota záporná, pak skonči, protože neexistuje př́ıpustné řešeńı pro P .
Jinak je optimem (x1, . . . , xn, 0, . . . , 0) a pak je (x1, . . . , xn) počátečńım řešeńım pro P .

3. Spoč́ıtej simplexovou tabulku: Pro př́ıpustnou bázi B ⊆ {1, . . . , n} přepǐs P na max z pro

z = z0 + r>xN za podmı́nek

xB = p + QxN ,

kde N = {1, . . . , n} \B, p ∈ Rm, Q ∈ Rm×(n−m), z0 ∈ R a r ∈ Rn−m.

4. Vrat’ př́ıpadné optimum: Pokud r ≤ 0, tak skonči a vrat’ optimum s bázickými proměnnými
xB = p a nebázickými proměnnými xN = 0.

5. Vyber proměnnou vstupuj́ıćı do báze: Podle zvoleného pivotovaćıho pravidla vyber vstupuj́ıćı
proměnnou xt z proměnných xj s j ∈ N a rj > 0. Protože neńı r ≤ 0, tak vstupuj́ıćı
proměnná xt vždy existuje. Volbou xt chceme zvýšit hodnotu účelové funkce.

6. Vyber proměnnou vystupuj́ıćı z báze: Uvaž řádky i simplexové tabulky, ve kterých se xt obje-
vuje, a vyber z nich vystupuj́ıćı proměnnou xs tak, aby −ps

Qs,t
= mini∈B:Qi,t<0

−pi

Qi,t
. Speciálně

tedy muśı platit Qs,t < 0. Tato volba xs zajǐst’uje, že nové bázické řešeńı je př́ıpustné.

Pokud vystupuj́ıćı proměnná neexistuje (t-tý sloupec Q je nezáporný), pak skonči, protože
úloha P je neomezená. Je-li na výběr v́ıce vystupuj́ıćıch proměnných, tak vyber podle pivo-
tovaćıho pravidla, či libovolně, pokud pravidlo ani tak vystupuj́ıćı proměnnou nespecifikuje.

7. Aktualizuj simplexovou tabulku a iteruj : Zvol (B \ {s}) ∪ {t} jako novou bázi a přepǐs sim-
plexovou tabulku tak, aby odpov́ıdala této nové bázi. Pokračuj krokem 4.

V kroce 5 se může stát, že nově vybraná vstupuj́ıćı proměnná nevylepš́ı hodnotu účelové funkce
a pak ř́ıkáme, že řešeńı je degenerované. To např́ıklad nastává, pokud je v předešlém kroce na
výběr v́ıce vystupuj́ıćıch proměnných. U degenerovaných řešeńı může doj́ıt k zacykleńı simplexové
metody, kdy se nevylepšuje hodnota účelové funkce a algoritmus se nikdy nezastav́ı. Zacykleńı se
dá zabránit volbou vhodného pivotovaćıho pravidla.

Př́ıklady pivotovaćıch pravidel pro výběr vstupuj́ıćı proměnné xt a vystupuj́ıćı xs:

1. Dantzigovo pravidlo: Vyber t ∈ N s maximálńım rt a zvol xs libovolně z možných proměnných.

2. Blandovo pravidlo: Vyber nejmenš́ı možné t ∈ N a pro něj nejmenš́ı možné s ∈ B. Bráńı
zacykleńı, ale je pomalé.

Existuje spousta daľśıch pivotovaćıch pravidel (lexikografické, náhodné a daľśı).
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Př́ıklad 1. Převed’te následuj́ıćı soustavu nerovnic do rovnicového tvaru:

x1 + x2 ≤ 3

x2 + x3 ≤ 12

x1 + 3x2 − x4 ≥ −7

x1, x2, x3 ∈ R
x4 ≥ 0

Nalezněte také nějaké bázické př́ıpustné řešeńı pro zadaný rovnicový tvar.
Mějme libovolný lineárńı program s m lineárńımi nerovnicemi či rovnicemi a n proměnnými.

Kolik proměnných nám vždy stač́ı v rovnicovém tvaru této úlohy?

Př́ıklad 2. Vyřešte pomoćı simplexové metody následuj́ıćı úlohu lineárńıho programováńı:

max 3x1 + 4x2

x1 + x2 ≤ 4

2x1 + x2 ≤ 5

x1, x2 ≥ 0

Př́ıklad 3. Vyřešte pomoćı simplexové metody následuj́ıćı úlohu lineárńıho programováńı:

max 2x1 − x2 + 2x3

2x1 + x2 ≤ 10

x1 + 2x2 − 2x3 ≤ 20

x2 + 2x3 ≤ 5

x1, x2, x3 ≥ 0
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