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1 Uvod

Vznik ve 40. letech, motivace vélecné logistika, pozdéji teorie her (von Neumann), ekonomie.

Kombinatoricka optimalizace

e nejkratsi cesty v grafu

minimalni kostry

e parovani v grafu

toky v siti

(problém obchodniho cestujiciho)

(vrcholové pokryti)

Linearni (matematické) programovani
e studium soustav nerovnic a jejich reseni

e optimalizace feSeni za podminek uréenych soustavou nerovnic

Soustava nerovnic optimalizujeme feseni rovnice omezené soustavou nerovnic
e jedno feseni
e vic TeSeni
e 7adné feSeni - zadné pripustné feseni

o 74dné feSeni - ucelova fce neomezend



Napln prednasky
e teorie linedrniho programovani (déle LP), mnohostény
e vztah LP a kombinatorické optimalizace
e algoritmy pro LP, simplexova metoda, dalsi algoritmy
e celociselna feSeni, totalni unimodularita a jeji aplikace
e parovani v bipartitnich a obecnych grafech
e celociselné programovani
e pouziti LP pro tézké ulohy
e matroidy

Teorie linedrniho programovani je v mnoha ohledech analogicka linedrni algebte, jednotlivé

vvvvv

linearni algebra linedrni programovani
predmét studia | soustavy rovnic soustavy nerovnic
¢iselny obor | libovolné téleso realnd cisla
FeSeni | afinni prostory konvexni mnohostény
zékladni algoritmus | Gaussova eliminace | simplexova metoda
zasadni pojmy | hodnost, dimenze dualita

2 Uloha linearniho programovani

Cilem linedrniho programovani je tedy maximalizovat nebo minimalizovat linearni funkci
pres vSechny redlné vektory splnujici dané linearni podminky. Stejné jako pro systémy linear-
nich rovnic je vhodné pouzivat pro linearni programy maticovy zapis. To mize byt ponékud
neptehledné, pokud podminky obsahuji jak rovnice tak nerovnice. Proto budeme problémy
castéji formulovat jako nékterou ze dvou variant, které pouzivaji bud pouze nerovnice anebo
pouze rovnice. Jak uvidime, v obou tvarech lze formulovat jakykoliv problém lineadrniho pro-
gramovani.

Definice 2.1. Uloha LP (v kanonickém tvaru) je nésledujici optimaliza¢ni tloha dand
matici A € R™*" a vektory b € R™, ¢ € R™:

maximalizuj ¢’z

pro x €R"
za podminek Az <b

Uloha LP v rovnicovém tvaru je nasledujici optimaliza¢ni tiloha dani matici A €
R™*™ a vektory b € R™, ¢ € R™:

maximalizuj ¢’z

pro x € [0,00)"
za podminek Ax =b



U tlohy v rovnicovém tvaru jsme nezaporné proménné specifikovali jako x € [0,00)". Ve
skutecnosti se Castéji pise zjednodusené x > 0, pocet proménnych se pritom neuvadi a rozumi
se, ze je jasny z kontextu (napf. z délky vektoru c). I my tento zjednoduseny zapis budeme
pouzivat.

Znaceni a terminologie:
pocet proménnych typicky znadime n;

pocet podminek typicky znacime m;

ucelova funkce je linearni funkce ¢’ x;
pripustné feseni je x spliiujici Ax < b, resp. > 0 splitujici Ax = b u tlohy v rovnicovém
tvaru.

optimélni feSeni nebo optimum je pfipustné feseni & s maximalni hodnotou ¢’ ;

nepripustna tloha LP je takova tloha LP, pro kterou neexistuje pfipustné feseni;

neomezena uloha LP je takova dloha LP, pro kterou existuje pfipustné feSeni s libovolné

velkou hodnotou téelové funkce el .

Prevody: Naésledujici pfevody ndm umozni pfevést libovolnou tlohu LP do jednoho z pied-
chozich dvou tvari, a tedy i mezi témito tvary. Prvni dva jednoduché prevody slouzi k prevodu
do kanonického tvaru, druhé dva, o néco slozitéjsi slouzi k prevodu do rovnicového tvaru.

nezaporné proménné na nomezené proménné: piidime podminky na nezdpornost
jako nerovnice;

rovnice na nerovnice: kazdou rovnici nahradime dvéma nerovnicemi, tedy Ax = b pre-
piseme na Az < b a Az > b; ptipadné lze pouzit substituci (s opatrnosti kvili podmin-
kam nezapornosti);

nerovnice na rovnice: pro kazdou nerovnici pfiddme novou nezapornou promeénnou, tedy
Ax < b prepiSeme na Ax+z=baz>0

neomezené proménné na nezaporné proménné: kazdou proménnou nahradime rozdi-
lem dvou nezapronych promeénnych, tedy vsSechny vyskyty z; nahradime rozdilem
x x; a pfiddme podminky 2+ >0 a z~ > 0.

i —

Vsimnéme si, ze pfi pfevodu nerovnic na rovnice nutné vzniknou podminky nezapornosti.
Ty jsou v rovnicovém tvaru tlohy LP zasadni, bez nich by $lo pouze o soustavu lineadrnich
rovnic, jejichz feseni je fundamentalné jednodussi problém neZ resSeni soustav nerovnic.

Jak uvidime v pribéhu kurzu, tlohy linedrniho programovani lze efektivné fesit jak z
hlediska teorie tak z hlediska praxe. To je nejdilezitéjsi zavér teorie linearniho programovani
a také hlavni dtvod, proc je linedrni programovani tak dtilezité pro teorii i praxi optimalizace.

Pti modelovani kombinatorickych i jinych tloh vsak ¢asto dostavame dodateéné podminky
na celoc¢iselnost proménnych. Takové tlohy maji vyznamné jiny charakter, mohou napiiklad



modelovat NP-tézké tulohy, jak uvidime v nasledujici kapitole. Samoziejmé takové tlohy neu-
mime FeSit v polynomialnim ¢ase, nicméné v praxi soucasné heuristiky a jejich implementace
v softwarovych balicich fadu takovych tloh fesi prekvapivé Gspésné.

Ulohy s podminkami celoéiselnosti spadaji do nasledujicich kategorii.

Definice 2.2. Uloha celoé&iselného (linedrniho) programovani [IP — angl. integer
(linear) programming] je nasledujici optimaliza¢ni tloha dand matici A € R™*™ a vektory
beR™ ceR™
maximalizuj ¢l
pro xeZ"”

za podminek Az <b

Uloha smigeného celo¢iselného programovani [MIP — angl. mized IP] je obdobn4 tloha,
kde nékteré proménné jsou celo¢iselné (v Z) a nékteré redlné (v R).

Uloha binarniho celoéiselného programovani je obdobnd tloha, kde viechny proménné
jsou binarni, tj. € {0,1}".

3 Priklady

V této kapitole uvedeme nékolik ptikladii formulace optimalizac¢nich tloh pomoci linedrniho
Ci celociselného programovani. Zameérime se zejména na tlohy z kombinatorické optimalizace.
Pak casto prirozena formulace vede k celoc¢iselnému programovani. Zajimaveé je v§imat si prave
téch prikladi, kdy umime najit formalizaci pomoci linedrniho programovani bez podminek
na celociselnost. Tak je tomu u poslednich dvou piikladd, tj. u hledani nejkratsi cesty a u
parovani v bipartitnim grafu.

3.1 Dopravni problém

Dopravni problém je jednim ze zékladnich ptikladi formulace realné ulohy jako problému
linearniho programovani.

Méme néjaké zdroje a néjaké cile. Z kazdého zdroje se da dojet do kazdého cile, prepravit
jednotku zbozi mezi zdrojem ¢ a cilem j stoji ¢;;, zdroje maji kapacitu a;, cile pozadavky (b;).
Cilem je uspokojit vsechny pozadavky co nejlevnéji.

Tuto Glohu mtzeme formulovat jako nasledujici linearni program.

.. .. T
minimalizuj E CiTij

,J
pro x>0
za, podminek inj < a Vi
J
> b vj

E IL‘ij
7

Prevod samoziejmé funguje je tehdy, jestlize je mozné prepravovat libovolny zlomek jed-
notky zbozi. Jinak bychom dostali tlohu celoc¢iselného programovani s x;; € N.



3.2 Vrcholové pokryti

Je dén neorientovany graf G = (V, E), vrcholové pokryti je podmnozina vrcholt U C V
takova, Ze kazda hrana z E je incidentni asponi jednomu vrcholu z U. Zavedeme proménné
pro vrcholy z,, jejich hodnota je bud 1, pokud je vrchol v ve vrcholovém pokryti, nebo 0,
kdyz ne. Celoc¢iselny program:

minimalizuj Z Ty
veV
pro z € {0,1}"
za podminek  x, +x, > 1 (Yu,v)({u,v} € E)
Podminky x, + x, > 1 ndm zaruci, ze kazda hrana bude pokrytd vrcholem a vybér

proménnych z {0, 1} zase celo¢iselnost. LP relaxace této ulohy:

minimalizuj Z Ty
veV
pro 0<z,<1

za podminek  x, +x, > 1 (Yu,v)({u,v} € E)

Problém je, Ze optimalni Feseni této LP relaxace nemusi (a pravdépodobné také nebude)
optimalnim fesenim ptivodni tlohy celoc¢iselného programovani. Navic proménné budou realna
¢isla mezi 0 a 1.

3.3 Nezavisla mnozina

Je dan neorientovany graf G = (V, F), nezavisld mnozina je podmnozina vrchola U C V
takova, Ze zadné dva vrcholy z U nejsou spojené hranou. V celo¢iselném programu opét
pouzijeme proménné pro vrcholy. x, je rovno 1, pokud v patii do nezévislé mnoziny, 0 jinak.

maximalizuj Z Ty
veV
pro z € {0,1}"
za podminek  x, + 2z, <1 (Yu,v)({u,v} € F)
Podminky x, + z, < 1 zarucuji, ze do nezévislé mnoziny se mtize dostat nejvyse jeden z

vrcholi incidentnich kazdé hrané. LP relaxace by se provedla jako u vrcholového pokryti.

Podobné mizeme modelovat i dalsi grafové problémy, linedrni programovani je vhodné zj.
pro ty, kdy jsou omezujici podminky lokalni (tedy ne napf. TSP, kde je problém zajistit
souvislost).

3.4 Hledani nejkratsi cesty

Je déan orientovany graf (V, E) s cenami hran ¢, > 0, e € G, a vrcholy s,t € V. Cilem je najit
nejkratsi cestu z s do t.



Ptirozena formulace pouziva proménné indexované hranami, které oznacuji hrany patfici
do nejkratsi cesty. To vede k nasledujicimu celo¢iselnému programu:

minimalizuj Z CeLe
ecE
pro z. € {0,1}
—1 prov=s
za podminek Z:}:w — Z Touw = 4+1 prov=t
u u 0  jinak, tj. (Vv € V — {s,t})

Ve skutecnosti pripustné feseni miize obsahovat kromeé cesty z s do t jesté jeden nebo vice
cykli. Vzhledem k nezapornosti cen je vSak z optimélniho feseni vzdy mitizeme vynechat. Je
také mozné nahlédnout, Ze pfi nahrazeni podminky celociselnosti nezapornosti se hodnota
optima zachova, a tedy mizeme tuto formalizaci upravit na linearni program.

Existuje jesté jind moznost formalizace, kterd vede k linedrnimu programu. Jeji korektnost
je zalozena na Bellman-Fordové algoritmu. V ni pouzivime proménné indexované vrcholy;
proménnd y, oznacuje délku nejkratsi cesty z s do v. Linearni program je:

maximalizuj 1y — ys

za podminek vy, —yy, < cu (Yuv € F)

Ve dvou krocich ovéfime, Ze hodnota optima je skuteéné délka nejkratsi cesty z s do t.
Necht nejkratsi cesta je vg=s, v1, ..., vy =t a y je pripustné Feseni. Pak podminky
linearniho programu implikuji

k

k
Yt — Ys = Z(yvl - y’Ui_1) S chivi_1 9
=1

=1

a prava strana je rovna délce nejkratsi cesty.

Jestlize naopak kazdou proménnou y, nastavime na délku délku nejkratsi cesty z s do v,
je vysledné y pripustné a hodnota tucelové funkce je rovna délce nejkratsi cesty. Podle prvniho
kroku je tedy toto y optimalni feSeni

Dva linearni programy, ke kterym jsme dospéli, jsou dudlni programy ve smyslu duality
linedrniho programovani, se kterou se sezndmime pozdé&ji. Tomu odpovida i to, Zze hodnota
optima je pro oba lineadrni programy stejna.

3.5 Perfektni parovani minimalni ceny v bipartitnim grafu

Instance problému je bipartitni graf G = (U, V, E), |[U| = |V| = n, E C U xV, a vdhova funkce
w: E — Ry, kterd udéva cenu. Hleddme perfektni parovani M C E takové, ze Y. ., w(e) je
minimalni.



V celociselném programu tentokrat zvolime proménné x. pro hrany:

minimalizuj Z w(e)xe
eeE
pro x € {0,1}/"!

za podminek Z Ty =1 YueU
veV

Z:cm =1 YoeV
ueU

Podminky zajisti, ze do kazdého vrcholu v U i V vchézi pravé jedna hrana tedy, ze se
jedné o perfektni parovani. Oslabenim podminky celociselnosti na nezdpornost dostaneme i
LP relaxaci této tulohy:

minimalizuj Z w(e)xe
eck
pro x>0

za podminek Z Tuww =1 VYueU
veV
Z Tuww =1 YveV
uelU
Tady uz podminky nezajisti perfektni parovani. Muze se stat, Ze napf. u néjakého vrcholu
stupné 2 proménné pro hrany jemu incidentni budou mit obé hodnotu 0.5 nebo dokonce 0.9
a 0.1. Nastésti pro bipartitni grafy plati nasledujici véta.

Véta 3.1. Mejme vdzeny bipartitni graf G = (U,V, E) a celociselny program odpovidajici
hledani perfektniho pdrovdni minimdlni ceny v G. Pak existuje optimdlni reseni x vyse uvedené
LP relazace, které zdroven spliuje x € {0,1}™.

Dikaz. Kazdé perfektni parovani odpovida pfipustnému feseni celoc¢iselného linedrniho pro-
gramu. Pokud linedrni program nema pripustné feseni, neexistuje perfektni parovani.

Pokud je tloha LP relaxace pfipustné, pak optimalni feSeni existuje, protoze pfipustna
feSeni tvori kompaktni mnozinu (je omezena, protoze 0 < & < 1). Vezmeme tedy x optimalni
feSeni LP relaxace s minimalnim poc¢tem necelociselnych proménnych. Nasim cilem je dokazat,
ze x je celocCiselné.

Pokud ne, uvazme neprazdnou podmnozinu hran E' = {e € F | z. € (0,1)}, tj. odpovi-
dajici vSem proménnym, které nejsou celoc¢iselné. Tvrdime, ze graf G’ indukovany hranami z
E’ neobsahuje vrcholy stupné 1: Kdyby totiz takovy vrchol mél, nesplitoval by podminku LP,
ktera 1ika, ze soucet proménnych incidentnich hran je 1.

Dale tvrdime, ze v G’ existuje cyklus C C E’, coz plyne z predchoziho. Protoze je G
bipartitni, tak |C| = 2k pro néjaké k (C je sudé délky). Hrany v cyklu oéislujeme C =
€1,€2,...,E9%.

Uvazme jiné TeSeni y definované pro néjaké malé redlné e takto:

Te+e proec€ {er,es, ... 661},
Ye = Te —€ Dproec {es,eyq,... e},
Te jinak.



Protoze u proménnych odpovidajicim hrandm incidentnim s danym vrcholem jednou e pfic-
teme a jednou odecteme, tak suma ztstane stejnd a podminky LP jsou splnény. Protoze z.
pro hrany z C jsou z ostrého intervalu (0, 1), tak pro dostateéné malé £ bude platit i podminka
0 < ze < 1. Pro dostatecné malé kladné i zaporné ¢ je tedy y pfipustné feseni.

Uvazme nyni, jak se zméni tcelova funkce.

Zw(e)ye = Zw(e)xe +e ( Z w(e)xe — Z w(e)xe>

eeE eeE sudé eeC liché eeC

Protoze x je optimalni, musi byt vyraz v zavorce 0, jinak bychom mohli vhodnou volbou
malého kladného nebo zaporného e zlepSit optimum.

Vezméme ¢ maximéalni takové, ze y je pripustné feSeni. Takové e existuje, protoze pro
€ = 0 je y pripustné a pro € > 1 je y neptipustné. Pro zvolené maximalni € plati pro nékterou

hranu e € {ey,..., e}, Ze x. € {0,1}, tedy y m& méné necelociselnych slozek nez x. To je
spor s vybérem x jako pripustného feseni s maximalnim poctem celoc¢iselnych slozek.
Dokazali jsme tedy, ze optimalni feSeni x je celociselné. O

4 Konvexni mnoziny a mnohostény

V této kapitole zopakujeme zakladni vlastnosti afinnich prostrort, které zname z linearni al-
gebry, a pak obdobné vybudujeme zékladni pojmy konvexity. V dalsi ¢asti se budeme vénovat
zékladtim teorie konvexnich mnohosténi. Konvexni mnohostény jsou pfesné mnoziny pfipust-
nych feseni linedrnich programt, a proto jsou zédkladem teorie linedrniho programovani.

4.1 Afinni prostory, dimenze

7Z naseho pohledu jsou zakladnim objektem linearni nikoliv vektorové prostory, ale spise afinni
prostory jako mnoziny feSeni systémii linearnich rovnic. Vektorové a affinni prostory jsou
ovSem Uzce svazany.

Definice 4.1. L C R" je afinni prostor [angl. affine space], pokud L = & + V pro néjaké
x € R" a V vektorovy podprostor R". Za afinni prostor povazujeme také prazdnou mnozinu.

Pozorovani 4.2. Pro kaZdy afinni prostor L je vektorovy prostor V v predchozi definici urcen
jednoznacne.

Definice 4.3. Dimenze afinniho prostoru L = & + V je rovna dimenzi V. Dimenze prazdné
mnoziny je dodefinovana jako —1.

Definice 4.4. Afinni obal [angl. affine hull] mnoziny X C R" je prunik vSech afinnich
prostort L takovych, ze X C L.

Definice 4.5. Afinni kombinace [angl. affine combination] bodt z X je libovolny bod dany
vyrazem (nebo podle kontextu pfimo vyraz) apag + ...+ arag, pro néjaké k € N, a; € X,
a; € R, Zf:() a; = 1.

Véta 4.6. Afinni obal mnoziny X C R" je roven mnoziné vsech afinnich kombinaci bodi z
X, tj. mnoziné {apap + ...+ arar | k € Nja; € X, o; € R, Z?:o a; =1}
Afinni obal X je afinni prostor.



Definice 4.7. Body ay, ..., aj jsou afinné nezavislé [angl. affine independent], pokud ne-

existuji netrividlni ay, ..., ar € R (tj. existuje i tak, ze oy # 0) tak, ze apag + - - -+ agar =0
a Zf:o a; = 0.

Definice 4.8. Body ay, ..., a jsou afinné nezavislé [angl. affine independent], pokud pro
kazdou (k + 1)-tici koeficientu «p, ..., € R takovou, ze agag + - - - + arpar = 0 a zaroven
Zf:o a; = 0, plati a9 = - -+ = a = 0. (Tj. neexistuje netrividlni (k + 1)-tice spliujici dané
podminky.

Pozorovani 4.9. Body ay, . .., aj jsou afinné nezdvislé pravé tehdy, kdyz vektory a1 —aqg, as—
ag, . ..,ap — ag jsou linedrné nezdvislé.

Nasledujici definice dimenze je formulovana pro obecné mnoziny bodu, tedy i pro vSechny
konvexni mnoziny a konvexni mnohostény.

Definice 4.10. Dimenze [angl. dimension]| mnoziny X C R", X # (), oznacovana dim(X),
je dimenze afinniho obalu X.

Pozorovani 4.11. Dimenze mnoZiny X # () je maximdini d takové, Ze v X existuji afinné
nezavislé body ay, . .., aq.

4.2 Konvexni mnoZiny

Konvexni mnoziny definujeme obdobné jako v planimetrii. Mnozina X je konvexni, jestlize s
kazdymi dvéma body je v X i iseCka mezi nimi. Jiny pohled je, Zze konvexni mnoziny jsou
mnoziny uzaviené na konvexni kombinace, tj. na afinni kombinace s nezapornymi koeficienty.
Obdobné jako pro afinni mnoziny definujeme konvexni obal a konvexni kombinace, poté pro
né dokazeme vztah obdobny jako pro afinni obal a afinni kombinace.

Definice 4.12. Mnozina X C R" je konvexni [angl. convez|, pokud pro vSechna x,y € X
ate|0,1] plati te + (1 —t)y € X.

Definice 4.13. Konvexni obal [angl. conver hull] mnoziny X C R™ znacime conv(X) a
definujeme jako pranik vSech konvexnich mnozin obsahujicich X, tedy

conv(X) = m{C’ | C je konvexni a X C C'}.

Definice 4.14. Konvexni kombinace [angl. conver combination] bodi z X je libovolny
bod dany vyrazem (nebo podle kontextu pfimo vyraz) apag + ... + aiag, pro néjaké k € N,
a;, € X, a; >0, Zfzoai = 1.

Pozorovani 4.15. Necht Y je mnozina konvexnich kombinaci bodi z X . Pak kazdd konvexni
kombinace bodu z Y je konvexni kombinaci bodu z X.

Dikaz. Do vyjadieni bodu z jako konvexni kombinace bodi z Y dosadime vyjadieni bodu
y € Y jako konvexni kombinace boda z X. Nezapornost i soucet koeficientti se zachovaji. [

Pozorovani 4.16. Pokud viechny body x € X jsou v konvexni mnoZiné C, pak i libovolnd
konvexni kombinace bodi z X je v C.

Dikaz. Opakované pouzijeme definici konvexity. O



Pozorovani 4.17. Pokud vsechny body x € X spliiuji nerovnici a’x < b, pak i libovolnd
konvexni kombinace bodu z X splriuje tuto nerovnici.

Pokud viechny body « € X spliiuji nerovnici a’ x < b, pak i libovolnd konvexni kombinace
bodu z X splnuje tuto nerovnici.

Pokud viechny body © € X spliiuji nerovnici a’x < b, a bod y € X spliuje a’y < b,
pak i libovolnd konvexni kombinace z bodu z X, ve které je koeficient u y kladny, splriuje
a’z < b.

Diikaz. Secteme nerovnice s dosazenymi body z konvexni kombinace, kazdou vynasobenou
prislusnym koeficientem z konvexni kombinace. O

Véta 4.18. Konvexni obal X, conv(X) je roven mnoziné viech konvexnich kombinaci Y =
{apao+ ...+ arar |k €Nja; € X, > 07Z§:0ai =1}.

Diikaz. Kazda konvexni mnozina C' O X obsahuje Y podle pozorovani Tedy prinik
vsech takovych C obsahuje Y, tedy Y C conv(X).
Pro opacnou inkluzi sta¢i uvédomit si, ze mnozina Y je konvexni. To plyne z pozoro-

vani Zjevné X C Y, a konvexita Y tedy znamend, Ze Y se vyskytuje mezi mnozinami
C' v definici conv(X). Pak ale conv(X) C Y. O

vvvvvv

muzeme definovat jako afinni obal d 4+ 1 bodi, u konvexniho obalu pocet bod omezit nejde,
miize byt i nekone¢ny, napt. u kruhu. Plati ale nasledujici véta, ktera rika, ze kazdy bod x z
conv(X) pro X dimenze d mizeme vyjadfit jako konvexni kombinaci d + 1 bodii z X; pouzité
body vSak mohou byt rizné pro rtizna x.

Véta 4.19 (Carathéodory). Necht X C R", dim(X) = d. Pak conv(X) = {apao+...+agqa, |
a;, € X,a; > O,E?:()Oéi = 1}

Dikaz. Necht x € conv(X). Zapisme x jako konvexni kombinaci € = apag + ... + arag,
a; > 0, Zf:o a; = 1, tak, ze k je minimalni. Ukazeme, 7Ze k < d, ¢imz bude véta dokdzana.
Pro spor pfedpokladejme, ze k > d. Pak ay, ..., aj jsou afinné zavislé, tedy existuji 5; € R
tak, ze Bpag + ...+ Brar = 0, Zf:o B; = 0, ale pro néjaké i, 5; # 0. Mezi f; jsou tedy kladna
i zaporna cisla. Dale vezmeme v maximalni takové, ze (Vi)(v8; + o; > 0). Takové ¢islo bude
existovat, protoze mnozina ¢isel -y, ze které vybirame, je neprazdné (obsahuje v = 0), omezena
(protoze nékteré (; je zdporné) a uzaviena (dand neostrymi nerovnostmi). Uvazme kombinaci

k

Z(Wﬁi +a;)a; =

=0

Vidime, ze tato kombinace je konvexni: Nezapornost koeficientdd plati diky vybéru + a
Zfzo(’Yﬁi + «;) = 1 plyne z Zf:o a; =1 a Zf:o B; = 0. Déle diky maximalité v bude
existovat ¢ tak, ze v3; + a; = 0, tedy « lze vyjadrit jako konvexni kombinaci méné bodi, coz
je spor s vybérem konvexni kombinace a k. O

Zakladnimi konvexnimi mnozinami — a také konvexnimi mnohostény — jsou nadroviny a
poloprostory. Nadroviny jsou mnoziny feSeni jedné linearni rovnice, a jsou zaroven afinnimi
prostory dimenze n — 1. Poloprostory jsou mnoziny feSeni jedné linearni nerovnice.
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Definice 4.20. Nadrovina v R" je mnozina vSech x takovych, ze {x € R" | a’x = b} pro
néjakd a € R", a #0, a b € R.

Definice 4.21. Poloprostor v R" je mnozina vSech x takovych, ze {x € R" | a’x < b} pro
néjakdi a €e R*, a #0,a b e R.

Nasledujici véta ukazuje zakladni vlastnost konvexnich mnozin. Je dobré si uvédomit
dilezitost vSech predpokladii; pokud bychom nepozadovali uzavienost nebo omezenost, bylo
by mozné mnoziny oddélit jen slabé, tj. nelezely by uvniti daného poloprostoru ale mohly by
mit nepréazdny prinik s hrani¢ni nadrovinou.

Véta 4.22 (o oddélovani). Necht C, D C R"™ jsou neprazdné, uzaviené, konverni a disjunktni
a C je omezend. Pak existuje nadrovina {x | a”x = b}, kterd silné¢ oddéluje C a D, tj. takovd,
7e C C{z|a’z<b} a DC {x|a’x > b}.

Diikaz. Vezmeme ¢ € C, d € D tak, ze jejich vzdalenost ||c — d|| je minimélni. Pokud jsou
obé mnoziny C i D omezené, existence dvojice ¢, d plyne z kompaktnosti mnoziny C' x D v
R?" a spojitosti normy.

Pokud D neni omezend, staci se omezit na dostatecné velkou kouli, aniz bychom ztratili
dvojice blizkych bodti. Pfesnéji to udélame tak, Ze vezmeme libovolné body ¢’ € C a d’ € D
a dale z omezenosti C' néjaké o > 0 takové, Ze pro vSechna & € C plati ||/ — z|| < «a.
Oznacme (3 = ||/ — d/|| a ddle D’ prinik D s kouli se stiedem ¢ a polomérem « + 3, tedy
D' ={yeD|||d—-vy| <a+ B} Mnozina D’ je kompaktni. Pfedpokladejme nyni, ze body
x € C ay e D spliji || — y|| < B. Pak podle trojihelnikové nerovnosti plati

I —yll <l -zl +]lz -yl <a+5,

ay € D'. Omezenim na D’ tedy neprfijdeme o zddnou dvojici bodt se vzdalenosti mensi nez
B = || — d||. Z kompaktnosti C' a D’ najdeme dvojici bodt ¢ € C, d € D’ s minimdlni
vzdéalenosti a tato dvojice bodi minimalizuje vzdalenost i pfes d € D.
Provybrané c € C'ad € D oznaéme a = d—cab = a’ (<%). Paka’d—a’c = |a|> > 0
a tedy plati
alec<b<ald.

Z toho, 7e ||c — d|| je minimalni plyne, Ze pro viechna ¢” € C plati a’¢” < a’c. To nejlépe
nahlédneme geometricky. V opacném pripadé by trojihelnik ¢”ed mél u ¢ ostry thel, a proto
x = c+¢e(c” — ¢) pro dostatecné malé € > 0 bude bliz k d nez c. Navic z konvexity je ¢ € C
pro € € [0, 1], dostali jsme tedy spor s minimalitou ||c — d|].

Obdobné pro vsechna d” € D plati a’d” > a”d. Celkové dostavame

ald' <ale<b<a’d<a’d".
a tedy nadrovina {z | a’x = b} silné oddéluje C' a D. O

4.3 Konvexni mnohostény

Konvexni mnohostén definujeme jako prunik koneéné mnoha poloprostort, tedy jako mnozinu
pripustnych feseni néjakého linedrniho programu. Proto jsou pro optimalizaci mnohostény a
jejich studium dulezité.
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Definice 4.23. Konvexni mnohostén (polyedr) [angl. polyhedron] v R™ je prunik kone¢né
mnoha poloprostori. Omezeny konvexni mnohostén se také nazyva polytop [angl. poly-
tope].

Nasledujici véta fika, ze omezené konvexni mnohostény jsou piesné konvexni obaly ko-
ne¢nych mnozin bodid, dava tedy alternativni definici omezeného konvexniho mnohosténu.
Prechod od mnoziny nerovnic k mnoziné bodt a naopak neni samoziejmy, také mnozina bodu
miize byt podstatné vétsi nez mnozina nerovnic a naopak. Ve skutecnosti je tato véta jistou
formou duality. Tomu taky odpovida urcitd koncepéni naroc¢nost dikazu. Jedna implikace
je vcelku pfimocard indukce podle dimenze mnohosténu. V druhé implikaci se na nerovnice
omezujici konvexni obal mnoziny bodt budeme divat jako na body a sikovné pouzijeme prvni
uz dokazanou implikaci.

Véta 4.24 (Minkowski-Weyl). Necht X C R", pak X je omezeny konvexni mnohostén, pravé
kdyz existuje V- C R™ tak, Ze V je koneénd a X = conv(V).

Dikaz. (1) Je dan mnohostén X, hleddme mnozZinu bodu V: Budeme postupovat
indukci podle dimenze d = dim(X). Pokud d < 0, je X prézdnd nebo jednoprvkova, a
vezmeme V = X.

Necht d > 1 a L je afinni obal X, tedy L je afinni prostor dimenze d. Nerovnice z popisu X
oznaéme a] x < b;, i = 1,...,m. Dale ozna¢me P, = {z | alz < b;} a R; = {z | al x = b;},
tedy poloprostor a hrani¢ni nadrovinu odpovidajici podmince i. Poloprostor odpovidajici
podmince muze celé X obsahovat v hrani¢ni poloroviné, pak plati L C R;. Pro indukci nas
zajimaji pravé ostatni podminky. Oznaéme X; = X " R;a M = {i | X; # X}. Proi e M
je dim(X;) < dim LN R; < d— 1, protoze L neni obsazen v R; a afinni podprostor L N R;
pak musi mit dimenzi mensi nez L. Pro ¢ € M tedy najdeme dle indukéniho predpokladu
kone¢nou mnozinu V; takovou, ze X; = conv(V;). Polozime V' = J;c,, Vi-

Zbyva dokazat, ze X = conv(V). Vzhledem k tomu, ze V; C X; C X tak plati V C X

a conv(V) C X. Nyni pro « € X dokdzeme, ze & € conv(V). Zvolme piimku p tak, ze
x € papCL (tolze, protoze dim(L) > 1). Uvazme pranik p N X. Ten je dan prinikem se
vSemi poloprostory P;, a protoze X je omezeny, je prunik tsecka s koncovymi body y € X;
a z € X; pro néjaké i,j € M. (Pfesnéji, protoze pro i ¢ M je p obsazena v R;, mame
pNX =pN(Viemr i = Nieys(p N P;), a cleny posledniho priniku jsou polopfimky v p,
pripadné celd p. Protoze pN X je omezeny, je to tsecka s koncovymi body, které jsou koncové
body nékteré z polopiimek a tedy lezi v R; pro néjaké i € M.) Nyni ovSem x € conv {y, z},
y € X; = conv(V;) C conv(V) a z € X; = conv(V;) C conv(V), a tedy « € conv(V), coz jsme
potfebovali dokazat.
(2) Je dana kone¢na mnozina V, dokazujeme, Ze conv(V) je konvexni mnohostén:
Intuitivni idea diikazu je nasledujici. Vezmeme vSechny linedrni nerovnice, které jsou splnény
pro vSechny body V. Z véty o oddélovani plyne, ze jejich prunik je conv(V'), protoze kazdy
bod mimo conv (V') lze od conv(V') oddélit nadrovinou, tedy existuje nerovnice splnéné vsemi
body V a nesplnénd danym bodem mimo conv(V'). Ukazeme, ze mnozina téchto nerovnic
ve vhodné reprezentaci je mnohostén, a proto z nich podle implikace dokdzané v ¢asti (1)
milzeme vybrat koneéné mnoho tak, ze vSechny ostatni z nich plynou. Tyto vybrané nerov-
nice pak popisuji conv(V') jako konvexni mnohostén. Drobné technicka komplikace je v tom,
Ze potfebujeme, aby mnohostén reprezentujici nerovnice byl omezeny; vzhledem k moznosti
prenasobeni nerovnice ale mtizeme predpokladat, ze vSechny koeficienty jsou omezené.
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b) reprezentuje nerovnici a’x <

Nerovnice reprezentujeme vektory v R"*!, kde vektor (a

b. Oznacme

Q= {<Z> c R ‘ae -1, 1" Abe[-1,1] A (Yv € V(aTv < b)} )
Mnozina @) je omezena diky podminkam pro a a b. Navic je () popsana koneéné mnoha
neostrymi linedrnimi nerovnicemi: 2n nerovnice —1 < a; < 1, dvé nerovnice —1 < b < 1, a
pro kazdy z koneéné mnoha bodt v € V jedna nerovnice a’ v < b (uvédomme si, ze nyni a a b
mayji roli proménnych a v jsou koeficienty; nerovnici bychom také mohli zapsat v"a —b < 0).
Ukazali jsme, ze mnozina @ je tedy omezeny konvexni mnohostén.

Podle ¢ésti (1) tedy existuje koneénd mnozina W C @ takova, ze Q = conv(W). Uvédo-
mme si, ze pokud bod x spliuje nerovnice reprezentované vektory v W, pak splniuje i vSechny
nerovnice reprezentované vektory v ): vektor v ) je konvexni kombinaci vektora z W, a
tedy odpovidajici nerovnici ziskame jako soucet nerovnic z W pfendsobenych koeficienty v

konvexni kombinaci.
Chceme dokazat, ze conv(V) =Y pro Y = {m <V (Z) € W> (aTz <b) } Z definice

je Y prunikem koneéné mmnoha poloprostori, a tedy conv(V) je pak konvexni mnohostén;

conv (V) je také omezeny, protoze V je konecna.

Inkluze conv(V) C Y: Plati V C Y z definice @ a tedy conv(V) C Y, protoze Y je konvexni.

Inkluze conv(V) D Y: Necht = ¢ conv(V). Podle véty o oddélovani existuje a € R a b € R
tak, ze a’x > b a pro viechna v € V plati a’v < b. Koeficienty nerovnice a a b mizeme

Z € @ podle definice Q.

Bod x tedy nespliiuje jednu z nerovnic reprezentovanou v ). Podle pozorovani za definici W
pak také bod x nespliuje jednu z nerovnic reprezentovanou v W a tedy ¢ Y. Tim je inkluze
dokazéna. O

preskalovat tak, ze jejich absolutni hodnoty jsou nejvys 1. Pak

4.4 Stény mnohosténu

Stény konvexnich mnohostént jsou geometricky definovany jako prtnik s nadrovinou tako-
vou, Ze cely mnohostén lezi v jednom poloprostoru touto nadrovinou definovaném. Z hlediska
optimalizace rovnice nadroviny také definuje linedrni funkci, kterd je v polytopu maximali-
zovana pravé na vsech bodech stény. Zatimco konvexni mnohostény odpovidaji mnozinam
pfipustnych feSeni linedrniho programu, stény mnohosténti jsou tedy mnoziny optimalnich
FeSeni linearnich programt.

Definice 4.25. Necht P je konvexni mnohostén a ¢ € R”, ¢t € R. Jestlize (Vx € P)(c’'z < t)
a (3z € P)(c’'z = t), pak mnozinu {x € R" | ¢’z = t} nazjvidme teéna nadrovina [angl.
supporting hyperplane], a mnozinu {z € P | ¢z = t} nazjvdme sténa P [angl. face].

Sténami nazyvame také mnoziny () a P. Sténu F, pro kterou plati F # P a F # (),
nazyvame vlastni sté€na [angl. proper face].

Sténa konvexniho mnohosténu je sama konvexnim mnohosténem, v popisu mnohosténu
sta¢i pfidat nerovnici ¢’'x > t.

Stény mnohosténu muzeme klasifikovat podle jejich dimenze a podle toho zavést na-
zvoslovi. Stény podle nasi definice zahrnuji napf. u tfidimenzionalnich mnohostént i vrcholy
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a hrany, nejen to, cemu jsme zvykli fikat stény v obecné feci. Nas intuitivni pojem stény
nahrazuje a zobecniuje pojem fasety.

Definice 4.26. Stény podle dimenze klasifikujeme takto:
Vrchol [angl. vertez] konvexniho mnohosténu P je sténa dimenze 0.
Hrana [angl. edge] konvexniho mnohosténu P je sténa dimenze 1.
Faseta [angl. facet] konvexniho mnohosténu P je sténa dimenze dim(P) — 1.

Jestlize te¢nd nadrovina definuje vlastni sténu P, musi netrividlné protinat afinni obal P.
Z toho plyne, ze dimenze kazdé vlastni stény je mensi nez dim(P). Fasety jsou tedy vlastni
stény maximalni dimenze.

Nechf V., je mnozina bodt v P, které nemtzeme vyjadrit jako konvexni kombinaci jinych
bodt z P; nékdy se nazyvaji extreméalni body. Nésledujici véta fika, ze extreméalni body jsou
pravé vrcholy mnohosténu. Navic pro omezeny mnohostén existuje jesté treti mozna definice
mnoziny vrcholti, a to jako jediné minimalni mnoziny, jejiz konvexni obal je P. Vétu dokazeme
jen pro omezené mnohostény.

Véta 4.27. Necht P C R"™ je konverni mnohostén. Oznacme V. mnoZinu viech vrcholi P a
Vewt ={x € P|x ¢ conv(P\ {x})}. PakV = Viy.
Pokud je navic mnohostén P omezeny, tak P = conv(V).

Diikaz. (Pro omezeny mnohostén P.)

Ozna¢me jako Vj néjakou kone¢nou mnozinu spliujici conv(Vy) = P, a navic takovou,
ze Vp je mezi témito mnozinami minimalni vzhledem k inkluzi. Z Minkowského-Weylovy
véty vime, ze takova konecnd mnozina existuje, a mnozinu minimalni k inkluzi dostaneme
postupnym odebiranim prvka (s pouzitim konecénosti!). Existence Vp je krok dukazu, kde
vyuzivame omezenost mnohosténu P.

Dtikaz povedeme tak, ze dokazeme tii inkluze V C Vg,; C Vy C V. Z toho plyne, ze tii
uvazované mnoziny jsou si rovné; navic i to, Ze minimalni mnozina 1} je uréena jednoznacné.
Inkluze V C V,;:: Necht z € V. Z definice vrcholu vime, Ze existuji ¢ € R™ a ¢t € R takové,
7e cl'z =t a (Vo € P\ {z})(c"x < t). Pak podle pozorovani kazdé y € conv(P \ {z})
splituje ¢’y < t. Z toho plyne, 7e z ¢ conv(P \ {z}) a tedy z € Vz.

Inkluze V.;; C Vp: DokdZzeme opacnou implikaci. Necht z ¢ V. Pak z € P = conv(V}) C
conv(P \ {z}) a tedy z & Vey.

Inkluze Vj C V: Necht z € 1}, cilem je dokazat, ze z je vrchol P. Necht D := conv(Vp\{z}).
Pak {z} a D jsou disjunktni uzaviené konvexni mnoziny. Podle véty o oddélovani mame
c € R" ar € R takové, ze (Vo € D)(cTz < r a cl'z > r). Zvolime t = ¢! 2. Dokéazeme, ze
L={x cR"|cl'z =1t} je tena nadrovina mnohosténu P, ktera protina P v jediném bodé
z.

Podle volby t plati pro vSechna & € V; \ {2} ostra nerovnost c'x < r <t a cl'z = t. Tedy
pro viechna @ € Vj plati neostra nerovnost ¢’ @ < t, dale z € L a tedy L je te¢né nadrovina
mnohosténu conv(Vy) = P. Podle pozorovani také pro vSechna y € conv(Vp) \ {z} =
P\ {z} plati ostra nerovnost ¢’y < t, protoze bod y # z pii vyjadieni jako konvexni
kombinace bodu z V musi mit kladny koeficient u nékterého bodu z Vj \ {2}, a pro néj
neostrost plati ostfe. Tim jsme dokézali, ze PN L = {z} a tedy z je vrchol P. O

Nasledujici dvé véty ukazuji, Ze stény mnohostént se v jistém smyslu chovaji dle nasi
intuice: U tfidimenzionalniho mnohosténu je prinik faset hrana mnohosténu, jeho vrchol
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nebo prazdna mnozina, tedy opét sténa mnohosténu. Stejné tak hrana ¢i vrchol fasety jsou i
sténou mnohosténu.

Z technického hlediska v obou vétach potfebujeme ze dvou tecnych nadrovin vyrobit
jinou te¢nou nadrovinu, coz udéldme volbou vhodné linearni kombinace nerovnic. Je dobfe si
uvédomit, ze geometricky tato konstrukce odpovida pootoceni jedné nadroviny kolem priniku
obou nadrovin. Druhou vétu dokézeme pro omezené mnohostény.

Véta 4.28. Priunik dvou stén P je sténa P.

Diikaz. Pokud prinik stén je prazdny, véta plati trividlné. Stejné tak pokud jedna ze stén je
rovna P. Ve zbyvajicich pripadech jsou obé stény vlastni.

Necht tedy sténa E je ddna teénou nadrovinou {z € R” | ¢’z = t} a sténa F je dana
te¢nou nadrovinou {x € R" | d'x = r}, viechny body « € P spliuji ¢!z <tadlz <.

Ukézeme, ze nadrovina L = {x € R" | (¢ + d)Tx = t + r}, tj. nadrovina dana souc¢tem
obou rovnic, je te¢na nadrovina. Pro & € E' N F plati obé rovnosti, tedy i (¢ + d)Tzc =t+r,
a proto ENF C L. Souctem odpovidajicich nerovnic ovéfime, ze vSechny body x € P spliuji
(c+d)Tx <t+r, L je tedy teéna nadrovina. Navic viechny body = € P\ (E N F) spliuji
jednu z nerovnic ostie, a tedy i (¢ + d)Tx < t + 7. Dokazali jsme, 7e PN L = ENF a tedy
ENF jesténa P. O

Véta 4.29 (Sténa stény je sténa). Necht E C F a F je sténa konvexnitho mnohosténu P.
Pak E je sténa F', prdvée kdyz E je sténa P.

Diikaz. (Pro omezeny mnohostén P.)

Véta trividlné plati, jestlize F = (), FF = P nebo E = F. V ostatnich ptripadech jde ve
znéni vety o vlastni stény.

Nejprve predpoklddejme, ze FE je sténa P, a dokazme, Ze E je sténa F. Necht £ = PN L,
kde L je teéna nadrovina. Pak £ C FNL C PN L = FE, mnoziny jsou si tedy rovné a F je
sténa F' definovana stejnou tecnou nadrovinou L. (Nadrovina L je te¢na nadrovina i pro F,
protoze F' C P a tedy i vSechny body F' lezi ve stejném poloprostoru daném L.)

Nyni predpokladejme, ze E je sténa F', a dokazme, Ze E je sténa P, pro omezeny mnohostén
P. Necht F je ddno te¢nou nadrovinou jako F = {x € P | ¢!z = t} a pro viechna = € P
plati ¢’z < t. Necht E je déno te¢nou nadrovinou F, tedy F = {x € F | d'x = r} a pro
viechna x € F plati d'z < r.

Uvazme nadrovinu L, = {x € R" | (ac + d)"x = at +r} pro a > 0. Ukazeme, Ze pro
dostatecné velké a je L, te¢na nadrovina P a FF = L, N P. Protoze body € E lezi v obou
vychozich teénych nadrovinach, lezi i v L, pro véechna a > 0. Body « € F'\ E spliiuji ¢’z =t
adl'z <r, atedyi

(ac+d)Tz <at+r (4.1)

pro vSechna o > 0. Zbyva zvolit vhodné a > 0 takové, Ze pro vsechny body = € P\ F

plati (4.1).
Necht V' je mnozina vrcholtt P, z omezenosti P vime, ze P = conv(V). Prox € VN F
plati

(ac+d) e <at+r (4.2)

podle ptedchoziho odstavce. Pro v € V \ F plati ¢/ < t a proto pro dostateéné velké

plati (4.1)). Zvolime « takové, ze (4.1)) plati pro vSechna x € V' \ F. Pak tedy (4.2)) plati pro
vSechny vrcholy « € V. Vezméme nyni @ € P \ F a vyjadfeme ho jako konvexni kombinaci
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vrcholt V. Alespon jeden z koeficientti u vrcholu z V' \ F' bude kladny, pos¢itdnim pfenédso-

benych nerovnic (4.1) a (4.2) pro vrcholy tedy dostaneme nerovnici (4.1) pro . Tim jsme
dokondili dikaz tvrzeni L, N P = E pro zvolené « a véta je dokazana. O

4.5 Minimalni popis mnohosténu

Me¢jme neprazdny konvexni mnohostén zadany nasledujicim popisem:
P={zeR|Az=bNA"2<b"} (4.3)

tj. pomoci m’ rovnic a m” nerovnic. Zajima nds, kdy je takovy popis nejjednodussi mozny,
tedy v néjaké ,norméalni formé*, a jak takovy popis souvisi s geometrickymi vlastnostmi
mnohosténu. Na rozdil od predchozich kapitol zde uvedené diikkazy funguji i pro neomezené
mnohostény.

Definice 4.30. Popis (4.3) je minimalni popis mnohosténu P pokud (i) nemtzeme vy-
nechat zadnou rovnici nebo nerovnici bez zmény P a (ii) nemizeme zménit zddnou nerovnici
na rovnici bez zmény P.

Minimalizovat ¢ast popisu s rovnicemi umime pomoci linearni algebry. Ma-li soustava
linedrnich rovnic feSeni, mtizeme vzdy vybrat rank(A’) nezavislych rovnic a ostatni vynechat.
V miniméalnim popisu tedy plati rank(A") = m/.

Prvni pozorovani ukazuje, Ze dimenze P je dana pouze systémem rovnic v minimalnim
popisu.

Pozorovani 4.31. Necht z € P splriuje A"z < b (tj. v kaZdé nerovnici plati ostrd nerovnost).
Pak

e dim(P) =n — rank(4’)

e z nelezi v Zddné€ vlastni stené P.
Pro minimdlni popis P navic takové z existuje, je-li P # ().

Dikaz. Necht L je afinni prostor definovany soustavou rovnic A’z = b’. Necht ¢ > 0 a
B={x € L|||lx—z| <c¢c} jekoule v L se sttedem z a polomérem e. Protoze z spliiuje
vSechny nerovnice ostfe, pro dostatecné malé € > 0 je B C P. Koule B méa dimenzi stejnou
jako L, tedy n — rank(A’), protoZe v ni miizeme najit odpovidajici pocet afinné nezavislych
bodi. Napriklad tak, ze vezmeme béazi piislusného vektorového prostoru a jejich malé nasobky
pricteme k z.

Pokud z lezi v nadroviné R, kterd neobsahuje celé P, pak v kouli B najdeme body na
obou stranach nadroviny R. Proto R neni te¢nd nadrovina a nedefinuje sténu. Bod z tedy
neni v zddné vlastni sténé P.

V minimalnim popisu pro kazdou nerovnici existuje 2 € P, takové, ze A7z < bl
Vezmeme z tézisté téchto bodt, tj. z = # Zﬁ; 2z Plati, ze z € P, protoze z je konvexni
kombinaci bodt z P. Navic kazda nerovnost plati ostie, protoze pro jeden z bodt plati ostie a
jeho vdha je nenulova. (Je-li matice A” prazdnd, tj. v popisu nejsou zadné nerovnice, vezmeme
z € P libovolné.) O

Nasledujici véta a jeji disledky dévaji do souvislosti nerovnice v minimalnim popisu mno-
hosténu s jeho sténami v geometrickém smyslu. Soucasti véty je tvrzeni, ze kazdé sténa lezi v
nékteré faseté. To s minimalnim popisem zdanlivé nesouvisi, ale uvédomme si, ze dosud jsme
ani nevédéli, ze mnohostén musi mit fasetu (pokud vibec ma vlastni sténu, tj. pokud neni
roven néjakému afinnimu prostoru).
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Véta 4.32. V minimadlnim popisu nerovnice odpovidaji vzdjemné jednoznacné fasetam
mnohosténu P.
Kazdd vlastni sténa mnohosténu je sténou nékteré fasety.

Dikaz. Pro k =1,...,m"” oznaéme R = {x € R" | A),x = b} a F, = PN Ry, kde A},
oznacuje k-ty faddek matice A”. Tedy F}, je podmnoZina P definovand tak, Ze k-tou nerovnici
nahradime rovnici; v tomto popisu bude ddna m’+ 1 rovnicemi a m” — 1 nerovnicemi. (Tento
popis Fy, nemusi byt minimélni.)

Nejprve ukazeme, ze Fj je faseta pro dané k. Protoze nadrovina Rj odpovida ptivodni
nerovnici, je to te¢na nadrovina a Fj, je sténa. Z minimality popisu plyne, Ze existuje bod
x, ktery porusuje k-tou nerovnici, tj. A}, > b}, ale vechny ostatni podminky z minimalniho
popisu splnuje. Z pozorovani plyne existence bodu z € P, ktery spliiuje vSechny nerov-
nice ostfe. Jako konvexni kombinaci bodii @ a z ziskame bod y*) € P, ktery splituje
Aly k) = b} a vSechny ostatni nerovnice spliiuje ostie (pro existenci y pouzijeme také spo-
jitost funkce A}, y na tsecce spojujici « a z a pro ostré splnéni nerovnice to, Ze z nemiize
mit v konvexni kombinaci vadhu 0, protoze z neni v P). Je tedy y¥) € F}, a z pozorovani m
pouzitého pro popis Fj s m' 4+ 1 rovnicemi plyne, ze dim(F;) > n — (m' + 1) = dim(P) — 1.
Z minimality popisu plyne, ze F} je vlastni sténa, tedy dim(Fy) < dim(P); pak nutné
dim(Fy) = dim(P) — 1 a F}, je faseta. Navic vybrany bod y*) nelezi v F; pro i # k, a tedy
fasety F; jsou ruzné.

Necht E C P je vlastni sténa P. UkéZzeme, Zze FE je podmnozinou nékteré fasety Fj; z
toho podle véty plyne, Zze E je sténa F;. Pokud neexistuje ¢ tak, ze £ C Fj, tak pro

Vvew

z = # 12”1 20 lezivECPa splnuje vSechny nerovnice ostfe, coz je podle pozorovani
ve sporu s tim, ze z lezi ve vlastni sténé.

Zbyvé ukazat, ze P nemd jiné fasety nez F;. Necht E je faseta P. Podle piedchoziho
odstavce je E sténa nékteré fasety F;. Protoze E i F; jsou fasety P, je dim(F) = dim(F;) =

dim(P) — 1. Tedy E nemtze byt vlastni sténa F; a E = F;. O

Dusledek 4.33. Pokud dim(P) = n, tak existuje jeding minimdlni popis mnohosténu P aZ
na ndsobky nerovnic.

Dikaz. Minimalni popis obsahuje nerovnici pro kazdou fasetu. Faseta ma dimenzi n — 1,
proto je odpovidajici te¢na nadrovina rovna afinnimu obalu fasety, a tedy dana jednoznacné
(az na nasobek rovnice). Smér nerovnosti je také urceny jednoznacné, protoze existuje bod
mnohosténu, ktery nelezi na faseté.

Miniméalni popis neobsahuje zddnou rovnici vzhledem k plné dimenzi P. O

Dusledek 4.34. KazZdd vlastni sténa konvexniho mnohosténu je prunikem jeho faset.

Dikaz. 7 véty vime, Ze kazdé vlastni sténa je obsazena v néjaké faseté, kterd je dana po-
pisem, kde jednu nerovnici zménime na rovnici. Z tohoto popisu fasety ziskdme minimalni
popis vynechanim podminek nebo zménou nerovnic na rovnice. Tento posup iterujeme, az
dostaneme popis dané stény. V postupu nevznikaji nové nerovnice, pouze je zaménujeme za
rovnice teénych nadrovin, které odpovidaji ptivodnim fasetdm. Vysledek je tedy roven prii-
niku mnohosténu se vSemi te¢nymi nadrovinami pouzitych faset, a tedy roven pruniku téchto
faset. (Protoze sténa je vlastni, pouzili jsme aspon jednu fasetu.) O
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5 Simplexova metoda

Nyni pfedvedeme praktickou metodu na feseni tloh linedrniho programovani. Skryva se za ni
jednoducha intuice. Hleddme feseni pouze ve vrcholech mnohosténu, a pohybujeme se vzdy
z vrcholu do jiného vrcholu spojeného s nim hranou a to tak, Ze ucelova funkce se nikdy
nezhorsi. Jde tedy o algoritmus lokalniho prohledavani. Z konvexity mnohosténu plyne, zZe
se takto ke globalnimu optimu vzdy mtzeme dostat, tedy Ze neni mozné, Ze se ocitneme
v lokdlnim optimu a nebudeme moci pokracovat. Vrcholim mnohosténu odpovidaji bazicka
pripustné feseni.

Definice 5.1. Bazické pripustné feseni linedrniho programu je takové pfipustné feSeni,
které splituje n linedrné nezavislych podminek s rovnosti. (Poé¢itdme vSechny rovnice, tésné
splnéné nerovnice a tésné splnéné podminky nezapornosti. Podminky povazujeme za linedrné
nezavislé, jestlize jsou linedrné nezavislé vektory koeficient u proménnych.)

Ukazuje se jako vyhodné pracovat s maximaliza¢ni tlohou linedrniho programovéani v

rovnicovém tvaru:

maximalizuj ¢’

pro x>0
za podminek Ax =b

kde A € R™" b € R™ a ¢ € R" Pro popis simplexové metody piedpokladame, ze
mame takovy linedrni program a také, Ze soustava rovnic ma feSeni a mé plnou hodnost,
tj. rank(A) = m. Pfedpoklad o hodnosti matice snadno zajistime tak, Ze metodami line-
arni algebry vynechame zavislé rovnice. Nalezeni pocatecniho pripustného feseni se budeme
vénovat pozdéji.

Podminky nezapornosti v rovnicovém tvaru kromé jiného zarucuji, Ze mnohostén piipust-
nych feseni a také kazda jeho sténa maji vrchol. Je tedy dostateéné hledat optimum mezi
béazickymi piipustnymi fesenimi. Ta maji navic pro tlohy v rovnicovém tvaru jednoduchy
popis a fadu péknych vlastnosti.

Oznacme Ay = A.x podmatici A se sloupci indexovanymi X pro X C {1,...,n}.

Definice 5.2. Pro ulohu linearniho programovani v rovnicovém tvaru definujeme:

Baze je mnozina indextt proménnych B C {1,...n} takova, ze Ap je regularni.

Bazické fesSeni odpovidajici bazi B je feSeni soustavy Ax = b takové, Ze z; = 0 pro
i ¢ B.

Piipustna baze je takova, Ze odpovidajici bazické feSeni je piipustné.

Vsimnéme si, ze baze mé vzdycky m prvki a béazi odpovida jediné feseni. (Vyuzivame
predpoklad, ze rank(A) = m.)

Lemma 5.3. Necht x je pripustné teseni a K je mnozina K = {i | x; # 0}. Pak x je bdzické
pravé tehdy, kdyz Ax md linedrné nezavislé sloupce.

Diikaz. Jestlize x je bazické feseni odpovidajici bazi B, tak K C B.
Jestlize Ax ma |K| < m nezavislych sloupcti, A ma m linedrné nezavislych sloupci a
podle véty o vyméné doplnime K na bazi B. O

Pozorovani 5.4. Pripustnd bdzickd esent jsou prdvé vrcholy mnohosténu pripustnijch fesend.
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Dikaz. Necht B je piipustnd baze a ¢ ¢ B. Pfiddnim podminky x; = 0 pro se mnoZina
pfipustnych feSeni zméni na sténu (ne nutné vlastni) ptivodniho mnohosténu piipustnych
FeSeni, protoze pivodni mnohostén spliiuje x; > 0 a x; = 0 tedy definuje te¢nou nadrovinu.
(Prinik s touto nadrovinou je vzdy neprazdny, protoze B je pfipustna baze.) Prunikem téchto
stén pres vSechna i ¢ B tedy ziskdme sténu ptvodniho mnohosténu, protoze prinik stén je
sténa. Tato sténa je jednoprvkové, protoze z definice baze obsahuje jediné bézické feseni
odpovidajici B, je to tedy nutné vrchol.

Naopak kazdy vrchol mtizeme ziskat jako jediné feSeni poté, co nékteré rovnice zménime
na nerovnice. To ukaZeme z minimalniho popisu mnohosténu: Nejprve nerovnice linedrniho
programu upravime na minimalni popis tim, Ze nékteré nerovnice zménime na rovnice nebo
vynechdme. (Také vynechdme nékteré rovnice, ale to neni podstatné.) Z miniméalniho popisu
mnohosténu vime, ze vrchol je prunikem faset a kazdou fasetu ziskdme zménénim nejaké
nerovnice na rovnici. Jediné nerovnice jsou x; > 0, nové jsme tedy pfidali jen podminky z; = 0
pro néjakou mnozinu proménnych. Zbylé sloupce matice A jsou linearné nezévislé, protoze
soustava ma jediné feseni. Lze je tedy doplnit na bazi podle pfedchoziho lemmatu. O

Upravime Az = b tak, ze Ag = I,,,. Tento stav si budeme udrzovat.

Definice 5.5. Simplexova tabulka urcend bazi B je soustava m + 1 linearnich rovnic pro
proménné x1,...T,, z, kterd ma stejna fedeni jako soustava Az = b, z = ¢’ = a navic spliluje
AB = Im

Zapisujeme a znacime xp = p + Qzy, kde N jsou vSechny nebézické proménné (N =
{1,...,n} N B), z = z+rT2zy a matice koeficientti u g je I,,. Kde p € R™, Q € RmX(n—m)
20 R, r e RP™.

Pozorovani 5.6. Bdze B je pripustnd (= odpovidajici fesent je pFipustné) < p > 0.
Pozorovani 5.7. Reseni odpovidajici pripustné bazi B je optimdlni < r < 0.

Pozorovani 5.8. (¥ bdzi B) p= AZ'b, Q = —Az' AN, 20 = c5AZ, 7 = ey — (A AN)T

Dikaz. Ax = b upravime na A;Ax = Aglb, x rozdélime na zp a xy, z = clx = CE:UB +

c%xN = cg . (AJ_Blb — AglANxN) + c%xN = ch]_glb + (c% — chglAN) “IN. O

Lemma 5.9. Pokud je uloha v rovnicovém tvaru omezend a pripustnd, pak md optimdlni
bazické resent.

Dikaz. Ke kazdému TeSeni existuje bazické feseni se stejnou nebo vyssi hodnotou tcelové
funkce. O

5.1 Pivotovaci krok

Mgéjme bézické proménné B = {ji, ... jm }, nebézické proménné N = {l,...l,_,}. B’ je nova
béze tak, ze B’ = BU{l;} ~ {Jjs}.
Vstupujici proménna: [; takova r;, > 0 (z nich vybereme pomoci pivotovaciho pravidla).
Vystupujici proménna: g5 < 0 a —ﬁ je miniméalni z —% pro i € B, g <0.
Uprava tabulky: Pievedeme vstupujici proménnou z;, vlevo a dosadime, nebo to po-
piSeme formalné - tedy pri¢tenim —% - ¢;+ nasobku s-tého radku k i-tému.
Pokud neexistuje vstupujici proménna: = konec, B ddva optimélni FeSeni.
Pokud neexistuje vystupujici proménna: = konec, ale tloha je neomezena.
Pivotovaci pravidla:
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e maximalni r;, (Dantzig)

e Spocitat maximéalni vyslednou hodnotu tcelové funkce, tedy maximalni zg, coz ale muze
byt naroc¢né.

e Uzit kompromis: nejstrmé&jsi hranu: spoéitdme si maximalni ¢’ - %, kde

“x nové” zvolime napriklad takové, ze z;, = 1. Tento postup je prakticky, protoze vétsi-

nou trva maly pocet krokd.

e Blandovo pravidlo: Vybereme nejmensi mozny pfipustny index /; a k nému vybereme
nejmensi mozny index j,. Tento postup necykli.

e Lexikografické pravidlo: Vezmeme libovolnou vstupujici proménnou ¢; pro kazdé s,

s . " oy s-(n—
kandidata na vystupujici proménnou spocitame vektor (35—1, Zs—f, . %
S S S

s s lexikograficky nejmensim vektorem. Tento postup necyKli.

) a vybereme

e [; vybereme nahodné mezi témi, které mizeme pouzit.
Hledani pocatec¢niho reseni:
maximalizuj ¢«
pro x>0
za podminek  Ax =b

Pomocnad uloha: tprava takova, aby b bylo nezaporné, pak:

maximalizuj  —(Zp41, .- Tntm)
pro >0,z € R"™
za podminek Az = b, A € R™*(+m) A = (A|I,,)

(0,...0,b1,...by) je bazické feseni Az = b
(1,...2n,0,...0) FeSeni pomocné tlohy = FeSeni ptivodni ulohy.
6 Dualita linearniho programovani

Ziskdme duélni proménné y; pro kazdou primarni podminku A;. (i-ty fadek A):
n
y; € R pro Zaij:vj =0
j=1

n

yi > 0 pro Z ai;r; < b, pokud primarni maximalizuje
j=1
n

y; <0 pro Z ai;r; < b, pokud primarni minimalizuje
=1
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Duélni podminka pro kazdou primarni proménnou x;:
m
E aj;yi =cj pro z; €R
i=1

m
Z ai;y; > ¢j pro z; > 0,pokud primarni maximalizuje
=1

m
Z a;;y; < c¢j pro x; > 0,pokud primérni minimalizuje
i=1

Ucelové funkce

m

min g biy; pokud priméarni je max ¢!z
i=1
m

max E biy; pokud primérni je min 'z
i=1

Pozorovani 6.1. Dudlni LP k dudlnimu LP je puvodni LP.

Priiklad 1. Specialni pfipady pro a € R™*" ¢ € R", b € R™:

max clz min  bly
(P) zeR" (D) y>0
Ax <b ATy = ¢
max clz min  bly
(P) >0 (D) y>0
Az <b ATy > ¢

Véta 6.2 (slaba o dualité). Necht x a y jsou pripustnd veseni (P) a (D) pak cTx < bTy.
Drikaz.

yP Az <yTb 2 (P),y >0
y' Az =cTz 2 (D)

Véta 6.3 (o dualité). Pro tlohy (P) a (D) nebo (P) a (D) nastdvd jedna z moznosti:
e ani (P) ani (D) nema pripustné resent,
e jedna z nich je neomezend a druhd nepripustnd,

e (P), (D) maji pripustné teseni; pak navic existuji optimdlni teSeni =* a y* a plati:
cLa* = bTy*

Pozn: soustava rovnic Ax = b md 7eseni < ATy =0 a bTy < 0 nemd resent.
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7 Farkasovo lemma

Farkasovo lemma je dilezita véta, kterd 1ika, Ze z linearnich rovnic a nerovnic muzeme ziskat
spor jediné tak, ze je prendsobime koeficienty, u nerovnic nezapornymi, se¢teme, a dostaneme
nepravdivou nerovnost 0 < 0.

Farkasovo lemma se d& dokazat vice zptisoby. My ho dokdZzeme pomoci takzvané Fourier-
Motzkinovy eliminace. To je metoda, kterou lze ze soustavy nerovnic s n proménnymi ziskat
soustavu nerovnic s n — 1 proménnymi tak, Ze se zachova FeSitelnost soustavy, navic nova
soustava ma nerovnice, které jsou souc¢tem vzdy dvou pienasobenych nerovnic ptivodni sou-
stavy. Tj. z FeSitelné soustavy dostaneme fesSitelnou, z nefesitelné neresitelnou. Tuto redukci
pouzijeme pro indukéni krok v diikazu netrividlni implikace lemmatu.

Pro propojeni technického znéni lemmatu s vyse uvedenou intuici si uvédomme, ze y
oznacuje vahy jednotlivych nerovnic, tj. koeficienty, kterymi nasobime nerovnice soustavy
pred sé¢itanim. Podminky na y pak fikaji, Ze (i) vdhy nerovnic jsou nezéporné, (ii) koeficienty
linedrnich ¢lent vysledné nerovnice jsou 0 u v8ech proménnych a (iii) absolutni ¢len vysledné
nerovnice je zaporny.

Véta 7.1 (Farkasovo lemma pro nerovnice). Necht A € R™*™ a b € R™. Soustava Ax < b
md Tesent, prave kdyZ neexistuje y € R™ tak, Ze (i) y > 0, (ii) ATy =0 a (iii) b7y < 0.

Dikaz. Jestlize existuje feSeni x a zaroven pozadované y, pak seCteme nerovnice soustavy
Az < b pFenasobené nezapornymi koeficienty y. Formalné 0 = y” Az < y”'b < 0, a dostavame
spor. Dokazali jsme tedy implikaci, ze pokud soustava Ax < b ma Teseni, tak pozadované y
neexistuje.

Pro dikaz opacné implikace predpokladame, Ze soustava Ax < b nem4 feSeni a najdeme
pozadované y. Postupujeme indukci podle n.

Pro n = 0 neexistence feseni znamendé, Ze soustava obsahuje nerovnici 0 < b; s b; < 0.
Zvolime y; = 1 a y; = 0 pro j # i.

Pro n > 1 nejprve upravime soustavu do vhodného tvaru. Bez Gjmy na obecnosti predpo-
kladame, Ze nerovnice maji u xz, koeficienty a;, € {—1,0,1}. Toho mizeme dosdhnout pfe-
nasobenim jednotlivych nerovnic 1/|a;,| (pro a;, # 0) a tato transformace nezméni existenci
y, protoZe jednotlivd y; naopak pfendsobime |a;,|. Navic pfedpoklddame, Ze fadky matice
jsou sefazeny dle znaménka v poslednim sloupci. Je-li A matice A bez posledniho sloupce a Z
vektor @ bez posledni slozky, miizeme pak soustavu oznacit (S1) a pro vhodné m’ a m” psét
takto:

AZ*STS—I-iBnSbl z':l,...,m'
Ap® — xy < b; i=14+m...,m"
/L*:fszl z'zl—l—m",...,m,

Kombinaci fadkit pomocné soustavy vytvorime novou soustavu (S2):

"

(Ai*—i-z‘_lj*).’igbi—i-bj izl,...,m’, jzl—}—m',...,m

A < b; izl—l—m”,...,m,
Plan dikazu je takovy, Ze nejprve ukazeme, ze pokud (S1) nemd FeSeni, pak ani (S2)

nem4d feseni. Pak z indukéniho pfedpokladu plyne existence ¢y’ pro soustavu (S2). Nakonec
z tohoto y’ zkonstruujeme y pro soustavu (S1). Dohromady tedy v pfipadé, ze (S1) nemé
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feseni, zkonstruujeme y pro soustavu (S1), coz dokazuje pozadovanou implikaci lemmatu pro
dané n, a tim je tedy dokoncen indukéni krok.
Pro prvni krok dokéZzeme opa¢nou implikaci, tedy z FeSeni &’ soustavy (S2) zkonstruujeme

feSeni soustavy (S1). To udélame tak, ze zvolime x; = « proi = 1,...,n—1 a z, =
Minje gy vy (bi — Aic’). Prvni skupina nerovnic (S1) plati, nebot z, < b; — Aj.x’ podle
volby x,,. Zaroven existuje i € {1,...,m'} takové, ze =, = b; — A;x@’; tuto rovnici miizeme

pro kazdé j € {m’ + 1,...,m"} odedist od nerovnice v (S2) (A + Aj.)& < b; + bj, ¢imz
ziskéme A;.& — @, < b; a tedy i druhd skupina nerovnic (S1) plati. Tfet{ skupina nerovnic
(S1) plyne z (S2) trividlné.

Pro posledni krok ditkazu vezméme dle indukéniho pfedpokladu y’ pro soustavu (S2).
Vektor y’ udéva nezapornou kombinaci nerovnic (S2), kterd vede ke sporu. Vzhledem k tomu,
ze kazda nerovnice (S2) je souc¢tem dvou nebo jedné nerovnic (S1), snadno ziskdme spor také
jako nezéapornou kombinaci nerovnic (S1); koeficienty této kombinace jsou pozadovany vektor
y. Postupujme ted o néco presnéji. Vektor y’ ma slozky odpovidajici nerovnicim (S2), tedy

jednak slozky ygj pro kazdou dvojicii =1,...,m a j=14+m/,...,m” a jednak slozky y, pro
kazdé i = 1 +m”, ..., m. Zvolime y takto:
'
Yi = Z ygj, pro i=1,...,m
j=m/+1
"y
yj:Zygj, pro j=m'+1,....m"
i=1
v =Y, pro i=m"+1,...,m.

Plati y > 0, protoze y' > 0. Neni tézké ovéfit, Ze kombinace nerovnic (S1) s koeficienty
y déva stejnou nerovnici jako kombinace nerovnic (S2) s koeficienty y’. Podle indukéniho
predpokladu je to nerovnice davajici spor. ]

Nyni dokézeme Farkasovo lemma ve varianté pro soustavu rovnic a jeji nezdporné feseni
(to odpovida linedrnimu programu v rovnicovém tvaru, zatimco pfedchozi znéni odpovida
lindrnimu programu v kanonickém tvaru). Opét si uvédomme, Ze y odpovida dikazu neexis-
tence nezaporného feseni soustavy rovnic. V tomto pripadé mohou koeficienty y byt i zdporné,
protoZe jimi ndsobime rovnice. Podminky na y pak tikaji, ze (i) koeficienty linedrnich ¢lentd
vysledné rovnice jsou nezédporné u vSech proménnych a (ii) absolutni ¢len vysledné nerovnice
je zaporny. Vysledna nerovnice pak dokazuje neexistenci nezaporného freseni. Dtikaz prove-
deme jednoduhou redukci na predchozi lemma, kterd odpovida prevedeni linearniho programu
v rovnicovém tvaru na kanonicky tvar.

Véta 7.2 (Farkasovo lemma). Necht A € R™*" g b € R™. Soustava Ax = b md nezdporné
resend, prdave kdyz neezistuje y takové, ze ATy > 0 a zdroven y'b < 0.

Dikaz. Jestlize existuje nezaporné feseni x a zaroven pozadované y, pak secteme rovnice
soustavy Ax < b pienasobené koeficienty y. Formalné dostavame 0 < y’Ax = y'b < 0,
kde prvni nerovnost kombinuje nezdpornost & a prvni podminku na y, a dostdvame spor.
Dokazali jsme tedy implikaci, ze pokud soustava Ax = b méa nezdporné feseni, tak pozadované
Y neexistuje.

Nyni pfedpokladejme, Ze soustava Ax = b nemé nezaporné feSeni. Pro nalezeni pozadova-
ného y pouzijeme Farkasovo lemma pro nerovnice na ekvivalentni soustavu 2m + n nerovnic
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A’z < b’ danych takto.

A b
A= -4 erC@mtnxn V=|-b| e R+
—I, 0
Soustava Ax = b ma nezdporné feSeni, pravé kdyz A’z < b’ mé feseni. Dle nasSeho

pfedpokladu tedy soustava A’z < b’ nema4 feseni. Pak podle Farkasova lemmatu pro nerovnice
existuje ' > 0 takové, ze ATy’ = 0 a by’ < 0. Z n&j zkonstruujeme y tak, Ze vezmeme
vi =yl —yl +m Proi=1,...,m, a snadno ovéfime pozadované podminky. ]

Véta 7.3. Necht Ax < b md TeSeni. Pak kaZdé teseni Ax < b spliiuje clr < 0, praveé kdyz
existuje y > 0 takové, e ATy =c a bTy < 4.

Dikaz.

7« ..y dava koeficienty, kterymi nasobime nerovnice Az < b, dostaneme ¢’z = yT Az <
by <o

”=" .. neexistuje y = najdu feseni Az < b nespliiujici ¢’x < §

Neexistuje y > 0a A > 0:

ATy
Vly+\ = 6 :
Y+ v

Podle Farkasova lemmatu existuje z a u takové, ze plati Az+bu > 0 (podminka pro koeficienty
proménnych y), 4 > 0 (podminka pro koeficienty proménné \) a c'z+6u<0 (podminka
pro pravou stranu).

o >0
x = —1iz
“w
Az <
e > ¢
o =0
Xxg feSeni Axg < b (1)
Az > 0 (17)
'z < 0
r = xg—M-z

z (i) a (ii) vyplyva: Az < b
Pro M > 0 dostavame ¢’ = ¢’ - xg — McT -z —
(pro libovolné 0 vzdy najdu dostatecné velké M) O
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7.1 Dualita

Oznacme si specialni pfipady tloh LP (a tlohy k nim dudlni):

maximalizuj ¢’ minimalizuj b’y
(P) pro x €R” (D) pro y >0
za podminek Az <b za podminek ATy =c¢
maximalizuj ¢’z minimalizuj by
(P) pro x>0 (D) pro y >0
za podminek Ax <b za podminek ATy > ¢

Véta 7.4 (o dualité). Pro dvojici linedrnich programii (P) a (D) [resp. pro dvojici (P) a (D)]
plati prave jedna z ndsledujicich moznosti:

(1) oba linedrni programy jsou nepripustné;

(2) jeden z dvogjice linedrnich programi je neomezeny a druhy nepripustny; anebo

(3) existuji optima x* a y* 4loh (P) a (D) [resp. (P) a (D)] spliiujici ¢’ x* = bTy*.

Diikaz. Necht (P) ma feSeni, § = sup{c’x | Az < b,x € R"}

Slaba véta o dualité: § < b’y pro kazdé piipustné feseni (D)

Pokud § < 0o, tak podle Véty 2. existuje y > 0: ATy =¢, bTy <6

Takze y je optimalni feseni (D). O

Priklad 2. kdy pfipad (1) mtze nastat:

maximalizuj — z2 + 3 minimalizuj —y; — Y2
za podminek r; < -1 dualita za podminek y; —ys >
- < —1 (R
xg—z3 < 0 —y3 >

Véta 7.5 (o komplementarité). Necht x a y jsou pFipustnd teseni (P) a (D). Pak jsou obé
optimadlni, prave kdyz plati:
(x) (Vj € {1,...,m}(y; =0V aPx = b)) (a9 je j-ty vddek a)

Necht x a y jsou pripustné teseni (P) a (D).
Pak jsou obé optimdlni <= plati (*) a (**)
(ex) (Vi € {1,....n})(zi =0V 2T, aijy; = ¢j)

Diikaz. Pro (P) a (D):

y'b—c’x =y’ (b— Ax) = D1y (b= aWx) >0 ...rovnost nastavd <= plati (%)
Pro (P) a (D):
y'b—cle=y"b—yTAz + y"Ax — T’z =y" - (b— Ax) + (yTA—c") - >0 ...rovnost

nastava <= plati (%) a (). O
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7.2 KuzZely, dualita geometricky

Definice 7.6. Mnozinu C' C R™ nazyvame kuzel [angl. cone], jestlize je C' uzaviend na
nezaporné linedrni kombinace. Mnozinu C' nazyvidme polyedralni kuzel [angl. polyhedral
conel, jestlize je C' zaroven konvexni mnohostén a kuzel.

Véta 7.7. Necht C C R"™. Pak C je polyedrdlni kuZel, prdvé kdyz existuje koneénd mnozina
X C C takovd, Ze kazdy bod y € C' lze zapsat jako linedrni kombinaci bodu z X s nezdpornymi
koeficienty.

Véta 7.8 (Minkowski-Weyl). Necht X C R", pak X je konvexrni mmnohostén, privé kdyz
ezristuje omezeny konvexni mnohostén Q@ C R"™ a polyedrdlni kuzel C' C R™ tak, Ze P = Q+C,
. P={x+ylzecQAnycC}.

Véta 7.9 (Farkasovo lemma). Necht A € R™*" g b € R™. Soustava Ax = b md nezdporné
resend, prdave kdyz neezistuje y takové, ze ATy > 0 a zdrovern y'b < 0.

Zamérme se na polyedralni kuzel v C = R™ generovany sloupci matice A, tj. tvoreny
vSemi jejich linearnimi kombinacemi s nezapornymi koeficienty. Pak existence pozadovaného
y je ekvivalentni tvrzeni, Ze bod b je mozné oddélit od kuzele C', a to nadrovinou prochazejici
pocatkem soufadnic s tim, ze body kuzele sméji lezet na této nadroviné. Existence nezapor-
ného feSeni soustavy Ax = b je ekvivalentni tomu, Ze bod b lezi v kuzelu C; pfesnéji vektor
x dava koeficienty sloupcti A v prislu$né nezaporné linearni kombinaci. Farkasovo lemma je
tedy ekvivalentni geometrickému tvrzeni, Zze bod b lze oddélit od polyedralniho kuzele C' prave
kdyz bod b v C nelezi.

8 Perfektni parovani minimalni ceny

V této kapitole pfedvedeme polynomialni algoritmus pro hledani prefektniho parovani mini-
malni ceny, tedy pro nasledujici problém:

PERFEKTNI PAROVANI MINIMALNI CENY

Vstup: Neorientovany graf G = (V, E), ceny hran ¢, > 0 pro e € E.

Vystup: Perfektni parovani, tj. M C E takové, ze (Yv)degy(v) = 1, kde degps(v) je
stupen vrcholu v v M.

Cil: Minimalizovat ) .,/ Ce.

Jde o slavny Edmondstv kvitkovy algoritmus (blossom algorithm) ze Sedesatych let, ktery
znamenal nejen prilom v teorii parovani a linearniho programovani, ale také podstatné prispél
k pozdéjsimu zavedeni pojmu t¥idy P jako abstrakci efektivnich algoritm.

Protoze jde o pomérné slozity algoritmus, predvedeme ho ve tfech krocich. Nejprve pred-
vedeme verzi pro bipartitni grafy, na které uvidime zakladni myslenku primarné dualniho al-
goritmu; také budeme potiebovat myslenku alternujicich stromt pro hledani zlepsujici cesty,
ktera je zakladem kombinatorickych algoritmi pro hledani maximalniho parovani. Poté pied-
vedeme nevazenou verzi kvitkového algoritmu pro obecné grafy, kde oproti bipartitnimu pé-
rovani potfebujeme pracovat s kontrakcemi lichych cykld. Nakonec obé myslenky propojime
netrividlnim zptsobem do vazené verze pro obecné grafy.

V definici problému si v§imnéme, Zze omezeni na nezaporné ceny neni podstatné: Vzhledem
k tomu, ze vSechna parovani maji stejn€ hran, mtzeme ke vSem cendm pricist konstantu bez
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zmény optimalnich fesSeni. Naopak pro primarné-duélni algoritmus bude toto omezeni sikovné
pro hledani pocatec¢niho dualniho feseni.

Pokud chceme hledat maximalni parovani misto perfektniho, miZeme pouZit snadnou
redukci: Pouzijeme tplny graf a hranidm neobsazenym v ptivodnim grafu dame stejnou dosta-
tecné velkou cenu; pfipadné také pridame vrchol, aby byl pocet vrcholt sudy. Optimalni feseni
pak nutné obsahuje miniméalni pocet novych hran, v ptivodnim grafu je to tedy maximalni
parovani minimalni ceny.

V pouzivanych linedrnich programech se budou pouzivat proménné x., které v celo¢iselném
feseni indikuji, zda e € M. Pro mnozinu hran F' C E oznac¢ime z(F) = Y _pz.. Pro S CV
ozna¢ime §(S) = {e € E | [en S| =1}, tj. 6(S) je mnozina hran, které jdou z vrcholi S ven,
nazyva se hranice S nebo fez dany S. Budeme zkracovat 6({v}) na d(v). Je tedy speciilné
z(0(v)) = > ..pce Tes €0z odpovida stupni vrcholu v. Neorientovanou hranu {u,v} budeme
zkracené oznacovat uv.

TODO: Stromy pro bipartitni parovani

8.1 Perfektni bipartitni parovani minimalni ceny
Nejprve se omezime na bipartitni grafy. Priméarni linedrni program pro perfektni bipartitni

parovani uz zname:

Primarni LP:

minimalizuj E Ce * Te

eck
pro z.>0
za podminek  z(d(v)) = 1 YoeV
Celociselné piipustné feseni odpovidd perfektnimu parovani M = {e € E | z, = 1}

a ucelova funkce jeho cené. Vime, Ze matice programu je totalné unimodularni, a program
tedy ma celociselné optimum. Mohli bychom linearni program vyfesit a tim najit optimum.
Nasim cilem je ale primarné dudlni algoritmus, ktery je jednak efektivnéjsi a jednak pujde
zobecnit na nebipartitni grafy. K tomu potfebujeme duélni linearni program a podminky
komplementarity:

Dualni LP:

maximalizuj Z Yo
veV

pro y, €R

za podminek  y, + vy <  cCup Yuv € E

Komplementarita: Jestlize pro uv € E plati z,, > 0, pak y, + y» = Cuo-

V primarné dudlnim algoritmu udrzujeme dualné pifipustné feSeni y a parovani M. Pa-
rovani M nemusi byt perfektni; budeme ho postupné zvétSovat a teprve ve chvili, kdy je M
perfektni, tak se odpovidajici & stane primarné pfipustnym fesenim. Budeme vsak zacho-
vévat podminky komplementarity. Jakmile algoritmus najde perfektni parovani M a duélné
pripustné y spliujici podminky komplementarity, vime, ze M je optimalni FeSeni.
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Pro dané y definujme
E_={weE|yy,+yv=cuw}-

Podminky komplementarity nyni fikaji, ze M C F_.

Algoritmus zacne s nulovym y, coZ je pripustné feSeni, protoZe ceny jsou nezdporné.
Pro dané y se snazi najit parovani v mnoziné E_ pomoci standardniho kombinatorického
algoritmu, ktery hledé stiidavé cesty z néjakého nesparovaného vrcholu, tj. cesty, na kterych
se stfidaji hrany mimo M a hrany z M. Pokud najde takovou cestu do jiného nesparovaného
vrcholu, zvétsi parovani. Stfidavy strom je standardni datova struktura, kterd reprezentuje
vSechny vrcholy, do kterych existuje stfidava cesta.

Definice 8.1. Necht T' = (V(T'), E(T),r) je strom s kofenem 7, ktery je podgrafem G.
Ozna¢me A(T) mnozinu vrcholt T' v liché vzdélenosti od 7 a B(T') mnozinu vrcholia 7' v sudé
vzdélenosti od r. (Tedy r € B(T); A(T) a B(T) tvoii rozklad V(T).)

Strom T nazyvame stf¥idavy strom, jestlize kazdy vrchol v € A(T) méa pravé jednoho
syna v a navic uv € M.

Vsimnéme si, ze vSechny vrcholy T kromé r jsou sparované s jinym vrcholem v T a tyto
hrany parovani jsou zérovern hranami 7. Také plati |B(T)| = |A(T)| + 1.

Pokud je y optimélni, najdeme perfektni parovani v E_ (to ovSem jesté musime dokazat).
Pokud y optimalni neni, perfektni parovani neexistuje. To se v algoritmu projevi tak, ze do
stiidavého stromu nemuzeme pfidat dalsi hranu. (Napf. hned na zac¢atku je E— prazdna,
jestlize jsou vSechny ceny hran kladné.) Pak musime y zménit opatrné tak, aby hrany v M a
E(T) ztstaly v E—. To bude platit, pokud y, zvétsime o € pro v € A(T) a zmensime o stejné
e pro v € B(T), protoze soucty na hranich 7' zlstanou zachovany. Zaroven se timto zvysi
duélni ucelova funkce o €. Musime ovSem zvolit € takové, aby podminky duélniho linearniho
programu odpovidajici hrandm vedoucim z 7" mimo 7' ziistaly splnény, zaroven chceme aby
nékterd z téchto podminek byla nové splnéna s rovnosti, abychom ziskali novou hranu E_,
kterou miizeme ptidat do T
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ALGORITMUS: PERFEKTNI PAROVANI MINIMALNI CENY V BIPARTITNICH GRAFECH
(1) Inicializace: y =0, M = ().
(2) Inicializace stromu:
e Jestlize M je prefektni parovani, pak vystup M.
e Jinak zvol r € V libovolny vrchol nesparovany v M a T = ({r},0,r)
(3) Budovéni stromu:
Zvol libovolnou hranu vw € E—, v € B(T), w ¢ V(T); jestlize neexistuje,
pokracuj krokem (4).
o Jestlize w je v M sparovany s vrcholem z, pfidej do T" vrcholy w, z a hrany
vw, wz; pokracuj krokem (3).
e Jinak zvétsime péarovani za pomoci stiidavé cesty z r do w (z M uber
vSechny hrany na cesté v T' z r do v a pridej do M hranu vw a vSechny
hrany na cesté, které v ném nebyly); pokrac¢uj krokem (2).
(4) Zména y:
e:=min{cow — Yo — Yw | vw € E,v € B(T),w ¢ V(T)}.
Pokud ¢ = oo (tj. minimum je pfes prazdnou mnozinu), vystup “neexistuje
perfektni parovani”.

yy +e prov e B(T),
Yo = yy—e prove A(T),
Yo prov ¢ T.
Pokracuj krokem (3)

Véta 8.2. Algoritmus nalezne perfekini pdrovdni minimdlni ceny v polynomidlnim case.

Diikaz. Invarianty algoritmu jsou dva: (i) y je dudlné piipustné a (ii) M U E(T) C E_.
Ovétime jejich zachovani.

Po inicializaci algoritmu a kazdé inicializaci stromu invarianty zjevné plati (s pouzitim
predpokladu nezapornych cen pro piipustnost y = 0). Pfi budovani stromu do M U E(T)
pridavame jediné hranu vw, ktera je v E— dle podminky. Do F(T) pfidavame i hranu wz,
ktera vSak uz je v M a tedy v E—; obdobné zlepseni parovani podle stiidavé cesty do M piida
jen hrany z E_. V téchto krocich se y neméni, pfipustnost se tedy zachova.

Pfi zméné y se muze zvysit y, + ¥, jen pro hrany uv, kde jeden vrchol je v B(T) a druhy
mimo V(T'), pro ty je podminka dudlniho LP zachovana diky volbé €. Diky bipartitnosti grafu
neexistuji hrany s obéma vrcholy v B(T'). Pro hrany wv € E(T) i pro hrany M se y, + vy
nezmeéni, zstanou tedy v E_. Invarianty jsou tedy zachovany.

Pokud algoritmus skonéi v kroku (2), z invariant plyne, Ze vysledné perfektni parovéni
spliiuje podminky komplementarity a je tedy optimalni. Pokud algoritmus skonéi v kroku (4),
je upravené y piipustné pro libovolné velké €; dualni tloha je tedy neomezena, priméarni je
nutné nepiipustnd a tedy graf G nemé perfektni parovani.

Zbyva dokézat, ze algoritmus se zastavi po polynomidlné mnoha krocich. (Je lehké ovéfit,
ze kazdy krok se da implementovat v polynomidlnim ¢ase.) Pfedevsim si uvédomme, Ze po
kazdém kroku (4) nasleduje krok (3), protoze za hranu vw muzeme vybrat tu hranu, ktera v
kroku (4) definovala v minimu . V kazdém kroku (3) se zvétsi M nebo T'. Parovani M se nikdy
nezmensuje, zvétsit se muze maximalné n-krat, kde n je pocet vrchola v jedné partité grafu.
Strom 7" se zmens$i pouze pri zvétseni M, mezi zvétSenimi M se T' mulze zvétsit maximalné n-
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krat. Celkem tedy krok (2) probéhne maximalné n-krat a kroky (3) a (4) maximalné n2-krat.

Po tomto mnozZstvi kroki se algoritmus nutné zastavi.

O

Poznamenejme, ze diikazem, ze se algoritmus zastavi, jsme zaroven dokézali, Ze primarni

LP m4 celoéiselné optimum (pokud je pFipustny).

8.2 Perfektni parovani v obecnych grafech

Mgjme G’ .. G multigraf s kontrahovanymi lichymi cykly.

Definice 8.3. G/C .. ztotoznime vrcholy C' do nového pseudovrcholu z, hrany {u, v}, u,v € C

vynechame a hrany {u,v}, v € C, v ¢ C nahradime {z,v}.

Pozorovani 8.4. Necht C lichy cyklus, M' perfekini pdrovini v G/C. Pak existuje M O M’

perfektni parovdani v G.

Blossom algorithm

i) M=0,G=G

(ii) r nesparovany — novy 7' (kdyZ neexistuje — parovani)
(iii) {u,v} € E,ue B(T),v ¢ T — zvétsime M nebo T
)

(iv) {u,v} € E, u,v € B(T)
P,, P, jsou cesty v T ke spole¢nému predchudci
C=P,UP,U{{u,v}}
G =G/C, T=T/C,M =M/C

Lze naimplementovat v ¢ase O(mnlogn).

8.3 Perfektni parovani minimalni ceny v obecném grafu

Definice 8.5. Mnozinu hran D C F nazyvame lichy fez, pokud D = 6(S)={uw € E|u €

S ANv ¢S} pro néjaké S C V, kde |S] je liché.

Primarni LP:

minimalizuj E Ce * Te

eck
pro z.>0
za podminek  z(6(v)) = 1

(D) >1 VY lichy fez D

Definice 8.6. Redukovana cena ¢,,(y,Y) = cuy — Yu — Yo
e € {u,v}
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Dualni LP:

maximalizuj Z Yo + Z Yp
veV D lichy fez,uveD
pro Yp >0

za podminek Gy (y,Y) >0 VYuv € E
Komplementarita:
(i) uww e M = Cu(y,Y) =0
(i) Yp>0 = |[MnNnD|=1

E- ={e€ F|¢uw(y,Y) =0} hleddme M,T C E_
Pracujeme v G’ s kontrahovanymi cykly, z € G’ pseudovrchol, mame podminku g, > 0.

ALGORITMUS: PERFEKTNI PAROVANI MINIMALNI CENY V OBECNYCH GRAFECH
(1) Inicializace: y = 0, M = 0.
(2) Inicializace stromu:
o Jestlize M je prefektni parovani, pak vystup M.
e Jinak zvol r € V libovolny vrchol nesparovany v M a T = ({r},0,r)
(3) Budovani stromu: Zvol libovolnou hranu vw € E—, v € B(T), w ¢ V(T'); jestlize
neexistuje goto (4).
e Jestlize w je v M sparovany s vrcholem z, pfidej do T" vrcholy w, z a hrany
vw, wz; goto (3).
e Jinak zvétsime parovani za pomoci stfidavé cesty z r do w (z M uber
vSechny hrany na cesté v T' z r do v a pridej do M hranu vw a vSechny
hrany na cesté, které v ném nebyly); goto (2).
(4) Zména y: € := min{cyw — Yo — Yu | vw € E,v € B(T),w ¢ V(T)}.
Pokud ¢ = oo (tj. minimum je pfes prazdnou mnoZinu), vystup “neexistuje
perfektni parovani”.

Yy +€ prov € B(T),
Yo =<y, —e prove A(T),
Yo prov ¢ T.

goto (3)

Algoritmus
i) y=0,M=0,G' =G

ii) r nesparovany v M
(ii) y

T = {{r},0}
T M C E_
pokud r neexistuje — M je perfektni — optimum

(iii) Necht Je = {v,w} € E—, v e B(T), w ¢ T — budujeme M, T
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(iv) {u,v} € E=: u,v € B(T): C = P,U P, U{u,v}
G’ = G'/C novy pseudovrchol z € B(T) .. sudé vzdalenost od kofene
nova duélni proménnd y, s podminkou y, > 0
y: =0

(ve)e:{a7b}aaeca b¢cv Ce = Ce — Ya

z € A(T) je pseudovrchol, y, =0
expandujeme z na cyklus C

do T a M ptidame sudou cestu z C

(Ve)e ={a,b},ac C,b¢ C, cop = Cap + Ya

zménime dudlni feseni y takto:

yo+e ve BT
Yp =% yp—e veAT)
Yo vegT
kde
Cuv ue B(T),v¢T,wwekE

€ je minimum z

u,v € B(T),uv € E
v € A(T) je pseudovrchol

Algoritmus kondéi, kdyZ nalezne perfektni parovani. Pokud je € neomezené parovani nee-
xistuje.

Véta 8.7. Algoritmus nalezne perfektni parovdni minimdlni ceny v obecném grafu v polyno-

mialnim case.

9 Totalni unimodularita

Definice 9.1. Matice A se nazyva totdlné unimodularni (TU) jestlize kazda ¢tvercova
podmatice ma determinant rovny 0, 1, nebo —1.

Véta 9.2. Necht matice A € R™™ je totalné unimoduldrni a b € Z™. Pak mnohostény
{x | Az =bAx >0} a{x| Az > bAx > 0} maji vSechny vrcholy celociselné. Navic pro
libovolné c € R™, pokud maji linedrni programy

mazimalizuj ¢’ x
pro x € R"”
za podminek Ax <b
a
mazimalizuj ¢ x
pro x € [0,00)"
za podminek Ax =20b

optimum, tak maji i celociselné optimum.

Véta 9.3. Necht A md v kazdém sloupci nejvyse dva nenulové prvky, ne obé 1 nebo -1. Pak
je TU.
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Véta 9.4. Necht A ma v kazdém sloupci nejvyse dva nenulové prvky, ne obé 1 nebo -1. Pak
je TU.

Necht A ma v kazZdém sloupci < 2 nenuly. Pak je TU pravé kdyz lze vyndsobenim nékteryjch
radku -1 dostat tvar z min. véty.

Diikaz. Necht B je minimalni podmatice A, ktera nespliiuje

TODO.

Piiklad 3. Matice incidence orientovanych grafi jsou TU.
Matice incidence neorientovanych grafi jsou TU <= graf je bipartitni.

9.1 Maximalni parovani

PERFEKTNI PAROVANI MINIMALNI CENY

Vstup: Neorientovany graf G = (V, E), ceny hran ¢, > 0 pro e € E.

Vistup: Parovani, tj. M C E takové, ze (Vv)degp(v) < 1, kde degps(v) je stupen
vrcholu v v M.

Cil: Minimalizovat |M]|.

Primarni LP:
maximalizuj Z Te
eclk
pro x>0

za podminek  z(0(v)) < 1 YoeV

Celoéiselné piipustné feseni odpovidd parovani M = {e € E | z. = 1} a tcelova funkce
jeho velikosti.

Dualni LP:

minimalizuj g Yo
veV

pro gy, >0
za podminek y,+y, > 1 Vuv € B

Komplementarita: Jestlize pro uv € E plati x,, > 0, pak y, + y, = 1. Jestlize prov € V
plati y, > 0, pak z(d(v)) = 1.

9.2 Toky v sitich

Vstup: G = (V, E) orientovany graf, ¢, > 0 kapacity hran, s,t € V zdroj a stok.
Cil: Maximalni tok z s do t.
LP: z. je tok hranou e € E, prebytek ve vrcholu:

fw(v): Z Lwv — Z Toyw
ev

w weV
(wv)eEE (vyw)eE
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maximalizuj  f;(t)
pro 0<uzy <c(e)
za podminek  f;(v) = 0(Vv) # s,1
To je ale moc slozité — zjednodusime pfidanim hrany (¢, s) nekoneéné kapacity.

LP2:
maximalizuj x4

pro z., >0
za podminek  fy(v) = 0 YoeV
Te < Ce Vee E

Tok cirkuluje — méfime kolik te¢e na umélé hrané (¢, s).
Dual LP:
minimalizuj Y cpce - ze
pro 1y, €R YoeV
ze >0 Vee E
za podminek  —y, + Yy + 2y = 0 Yuv € B
—Ut + Ys Z 1

— inciden¢ni matice linearniho programu je totalné unimodulérni.
Véta 9.5. Pokud c(e) jsou celociselné, tak existuje celociselny mazimdlni tok.

Dikaz. Matice linedrniho programu je totalné unimodularni. O

Jaky je kombinatoricky vyznam dudlu? U :={v |y, >y}, pak s U, t ¢ U.

e Duélné pripustné y odpovida tomu, Ze U je fez oddélujici s a t. Cena fezu

U=c¢U):= Z Ce.

ecEN(Ux(V\U))

o (u,v)=ec ENUXx(VU))yy>yp+1ANz>1
e > ¢z >c(U)
e Optimum duélniho linearniho programu odpovida cené minimélniho Fezu.

Véta 9.6. Cena minimalniho Tezu se rovnd velikosti mazimadlniho toku.

10 Kuzely
Definice 10.1. C' C R" je kuzel, pokud C je uzavieny na nezaporné linearni kombinace.
Definice 10.2. C' C R" je polyedralni kuzel, pokud C je konvexni mnohostén a kuzel.

Véta 10.3. C je polyedrdlni kuzel prave tehdy kdyz C je obal konecné mnoha vektori (obalem
se rozumi mnozina viech nezdpornych kombinact).
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Véta 10.4. KazZdy polyedr P lze vyjadrit jako P = Q + C, kde Q je polytop a C polyedrdlni
kuzel.

Véta 10.5 (Farkasovo lemma). Necht A € R™*™ a b € R™. Soustava Az = b md neziporné
resend, prdave kdyz neezistuje y takové, ze ATy > 0 a zdrover y'b < 0.

Diikaz. (alternativni) Geometricky:

C ={Azx | x >0} ...kuZel generovany sloupci A

Ax = b ma neziporné feSeni < b € C

y splitujici () iika: nadrovina kolma k y (t.j. {z | 2Ty = 0}) oddéluje b a C. O
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