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— Predmluva vydavatele

Vazeni ¢tenafi,

snad mi jako vydavateli této skvélé knihy odpustite, kdyz hned tivodem porusim jedno
jejl nepsané, le¢ velmi pedanticky dodrzované pravidlo. Totiz to, Ze vSechny zde vyicené
i spise zapsané véty jsou podlozeny preciznimi dikazy. Mé tvrzeni se opird pouze o mé
vlastni subjektivni pozorovani a pro jakykoliv seriézni dikaz mi chybi dostatek pile a
vlastné i znalosti.

Nicméné presto vérim, ze mnoho ¢tenara pokyve hlavou, kdyz prohlasim, ze v soucasné
dobé programuje kde kdo, ale skute¢nych programatort je priblizné jako zndmého vzacné-
ho koteni z ¢eledi kosatcovitych. Bez ohledu na to, jakym programovacim jazykem piSeme
a o jaky typ softwaru jde, hlavnim rozdélovnikem mezi programéatorem a skute¢nym pro-
graméatorem pro mé vzdy byla schopnost pochopit a pouzivat efektivni algoritmy a datové
struktury.

Aniz bych chtél néjak negativné ovlivnit zivobyti vyrobct hardwaru, prél jsem si vzdy, aby
skute¢nych programatorti bylo co nejvice. Proto jsem ani na vtefinu nevahal s nabidkou,
kdyz za mnou prisel maj byvaly spoluzak a také mimo jiné vynikajici dlouholety pedagog
Martin Mares s tim, ze s Tomasem Vallou pisi knihu o algoritmech a hledaji, kdo by jim
ji mohl vydat. Jen tézko najit v této zemi tak oddané propagatory tohoto umeéni jako
pravé je dva!

Preji vam tedy prijemné cteni této poucné knihy. Martin i Tomés vam v ni velmi podrobné

vysveétli, jak se labyrintem algoritmt prochézi. Zdali v ném i v budoucnu vzdy najdete
spravnou cestu, zalezi jen na tom, jak podrobné budete éist.

Ondrej Filip, CZ.NIC
Praha, 9. cervna 2017
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Pfedmluva autort

Kazdy, kdo se pokusi napsat slozitéjsi pocitacovy program, brzy zjisti, ze vice nez na
detailech konkrétniho programovaciho jazyka zdlezi na tom, jak reseni komplikované tilohy
vyjadrit pomoci fady elementarnich kroku srozumitelnych pocitaci.

Tomuto vyjadreni se obvykle fika algoritmus a pravé tim, jak algoritmy navrhovat a ana-
lyzovat, se bude zabyvat celd tato kniha. Napsali jsme ji pro kazdého, kdo uz umi trochu
programovat v jakémkoliv jazyce a chtél by se naucit algoritmicky myslet. Hodit se muze
jak studentovi informatiky, tak zkusenému programaéatorovi z praxe.

Kniha vychazi z mnoha let nasich predndsek: Martinovych na Matematicko-fyzikalni fa-
kulté Univerzity Karlovy a TomaSovych na Fakulté informacnich technologii Ceského
vysokého uceni technického. Kniha pokryva obsah obou prednasek, ale ¢asto se snazi vam
¢tenarum ukézat i néco navic — naznacit, jak rozvypravény pribéh pokracuje.

Jelikoz se k analyze algoritmu obvykle pouzivaji matematické prostiedky, predpoklddame,
Ze Ctendfi jsou zbéhli ve stiedoskolské matematice (logaritmy, exponencidly, jednoduché
kombinatorika) a zdkladech vysokoskolské (jednoduchd linedrni algebra a matematickd
analyza, teorie grafi). VétSinou se snazime vystacit si s co nejjednodussim apardtem,
pripadné ¢tenare odkazat na vhodny zdroj, ze kterého se lze aparat doucit. Upozornujeme,
7e oproti stfedoskolskym zvyklostem povazujeme nulu za prirozené ¢islo a misto desetinné
carky piseme tecku.

Algoritmy nezapisujeme v zddném konkrétnim programovacim jazyce, nybrz v takzvaném
pseudokodu — abstraktnim zapisu, ktery je prijemné srozumitelny clovéku, ale také se da
s minimem usili prevést do libovolného programovaciho jazyka. Na zacatku knihy piSeme
pseudokédy velmi detailné, pozdéji se stavaji abstraktnéjsimi, protoze ¢tenafr uz davno
pochopil zdkladni obraty a nemé smysl je znovu podrobné rozepisovat.

Nedilnou soucasti vykladu jsou cviceni v zadvéru vétsiny oddilt. Ponoukaji ¢tenafe k tomu,
aby nad myslenkami z daného oddilu uvazoval a pokusil se je pouzit k feseni dalsich tloh.
Pokud si nebudete védét rady, na konci knihy najdete k nékterym cvicenim napoveédu.
Obcas je na konci kapitoly jesté jeden oddil s dalsimi tlohami na procviceni latky z celé
kapitoly.

Néktera cviceni a oddily knihy jsou oznaceny jednou nebo dvéma hvézdickami. To zna-
mena, ze se v nich nachazi pokrocilejsi a casto také o néco obtiznéjsi material. Pfi prvnim
cteni je doporucujeme preskakovat, pozdéji si je uzijete mnohem vice. Mimo jiné proto,
ze se v nich mohou hodit znalosti z nasledujicich kapitol.

Na konci knihy naleznete rejstiik, ktery také obsahuje prehled pouzivaného matema-
tického znaceni. Jednopismenné znacky jsou zarazeny pod prislusnymi pismeny, ostatni
symboly na zacatku rejstiiku.
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Dodejme jesté, ze do kazdé odborné knihy se pres vSechnu snahu autora vloudi par chyb.
Pokud na néjakou narazite, dejte ndm prosim védét na adrese pruvodce@ucw.cz, at ji
muzeme v pristim vydani opravit. Seznam vSech nalezenych chyb budeme udrzovat na
webové strance [iltp: //pruvodce.ucw.cz} Tamtéz najdete elektronickou verzi celé knihy.

Doporucena literatura

R4di bychom zminili nékolik knih, jez nas pfi pfednéseni a psani inspirovaly, a doporuéili
je vSem c¢tenarum, ktefi by se radi o algoritmech dozvédéli vice. Mnohd témata zminé-
nd v nasi knize pokryvd monumentdlni dilo Introduction to Algorithms [2] od Cormena
a spol. Ucebnice Algorithms [3] od Dasgupty a spol. je méné encyklopedicka, ale daleko
blizs$i nasemu zpusobu uvazovani — je psand neformélné, a pritom presné. Podobné kniha
Algorithm Design [6] od Jona Kleinberga a Evy Tardos, kterd se vyrazné vice vénuje ran-
domizovanym algoritmim a partiim na pomezi teorie slozitosti. Zajimavé implementacni
triky se lze naucit z knihy Competitive Programmer’s Handbook [7] od Antti Laaksonena.

Ceskych knih o algoritmech existuje pomélu. Pomineme-li preklady, jsou prvni a donedav-
na i posledni ucebnici algoritmizace Algoritmy a programovaci techniky [11] od Tépfera.
Oproti nasi knize se daleko vice vénuji programéatorskému femeslu a vyklad algoritmi
ilustruji detailni implementaci v Pascalu.

Kdo se chce vénovat feseni algoritmickych tloh, najde rozsdhly archiv na webovych
strankach ﬂttg:“ksg.mﬁ. cuni. cz/] Korespondenéniho seminaie z programovani MFF UK
alfltp:/mo.mfl.cunt.cz/] Matematické olympiady kategorie P. Dal$im zajimavym zdrojem
tloh je Skientv The Algorithm Design Manual [10].

Partie kombinatoriky a teorie grafii pouzivané pri analyze algoritmu pokryvaji vynikajici
Kapitoly z diskrétn{ matematiky [9] od Matouska a Nesetfila. Aplikacemi grafti v infor-
matice se zabyvé také kniha Jiftho Demela [4]. Pokrodilejsi kombinatorice a asymptotické
analyze se vénuje Concrete Mathematics [5] od Grahama, Knutha a Patashnika.

Podékovani

Radi bychom podékovali kolegtim, ktefi si obétavé precetli mnoho pracovnich verzi knihy
a prispéli svymi radami, pripominkami, opravami a cvicenimi. Diky patii Toméasi Gaven-
c¢iakovi, Janu Hricovi, Radku Huskovi, Vladanu Majerechovi, Jifimu Matouskovi, Janu
Musilkovi, Ondreji Suchému a Pavlu Topferovi.

Uvazovat, prednaset a psat o algoritmech nas naucila predevsim léta organizovani Kore-
spondencniho seminafe z programovani a seminare Introduction to problem solving. Z loh
KSP také pochazi ¢ast nasich cviceni. Za inspiraci dékujeme vSem minulym i soucasnym
organizatorum KSP a IPS, zejména pak Karry Buresové, Meggy Calabkové, Zdenku Dvo-
rakovi, Ondrovi Hlavatému, Danovi Kralovi, Martinu Krulisovi, Janu Matéjkovi, Michalu
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Pokornému, Jirkovi Setni¢kovi, Milanu Strakovi, Filipu Stédronskému, Michalu Vanerovi
a Pavlu Veselému.

Diky patii téz studenttm, ktefi porizovali zapisy z nasich prvnich prednasek, slouzici jako
inspirace k této knize. Byli to: Katerina Bohmovéa, Lucia Banakova, Rudolf Barczi, Pe-
ter Bagista, Jakub Biecka, Roman Cinkais, Jan Cerny, Michal Demin, Jiff Fajfr, Martin
Francu, Frantisek Hasko, Lukas Hermann, Ondfej Hoferek, Tomas Hubik, Josef Chludil,
Martin Chytil, Jind¥ich Ivanek, Karel Jakubec, Petr Jankovsky, Frantisek Ka¢marik, Ka-
mil Kascédk, Matej Klauco, Pavel Klavik, Tereza Klimosova, Vojtéch Kolomicenko, Michal
Kozak, Karel Kral, Radoslav Krivak, Vincent Kriz, Vladimir Kudelas, Jiti Kuncéar, Mar-
tin Kupec, Jifi Machalek, Lubos Magic, Bohdan Maslowski, Stépan Masojidek, Jakub
Melka, Jozef Menda, Petr Musil, Jan Navrat, Gabor Ocsovszky, Martin Petr, Oto Petiik,
Martin Polak, Markéta Popelova, Daniel Remis, Dusan Rendat, Pavol Rohar, Miroslav
Rezaé¢, Ludék Slintak, Michal Stasa, Pavel Taufer, Ondrej Tichy, Radek Tupec, Vojtéch
Tuma, Barbora Urbancova, Michal Vachna, Karel Vandas, Radim Vansa, Jan Volec a Jan
Zaloha.

Za mapu c¢asti Vinore na obrazku E vdécime projektu Openstreetmap. Pro vykresleni
jsme pouzili experimentilni mapovy renderer Leo.

V neposledni radé dékujeme nasim rodinam, které se smirily s tim, ze tatové travi vecery
a noci nad knihou. A také Katedre aplikované matematiky MFF UK a Katedfe teoretické
informatiky FIT CVUT za pfijemné a velmi inspirujici pracovni prostredi.

Prejeme vam prijemné ¢teni
Martin Mares
Tomas Valla

13



— Predmluva autort

14



Obsah






— Obsah

Predmliuva vydavatele
Predmiuva autoru

1P d
1.1 IUsek s nejvetsim soucte
1.2
1.3 Jeukliduv algoritmus

1.4 [Flbonacciho cisla a rychlé umocnovani
2 Casova a prostorova slozitost

2.1 Pak fungujl pocitace uvnit
2.2

23

24
2.5 Mypocetni modelRAM

3 [frideni
3.1 Zakladm tridici algoritmy
32
33

3.4 Prihnradkove triden

3.5 [Prehled tridicich algoritm(

4
4.1 EozEram §at0ﬂch struktuy

4.2 Haldy
4.3 Pismenkove stromy
4.4 Prefixove soucty

45 [ntervalove stromy

5 KZakladni grafove algoritmy

|

5.1
52
53

54
5.5 WVrstvy a vzdalenost

5.6 Prohledavani do hloubky
7

5 Mosty a artikulacg

HEEEEEEE morrrr BEEREE DREERE RO B B o

1

N



— Obsah

5.8 JAcyKlicke orientovane graty

5.9*

5.10" T2 SOUVISIOSt podrune: Taranuv algontmy
511

6 Nejkratsi cesty]
6.1 Eﬁoanocene grafty a vzdalenosﬂ
62
63
6.4 [Matice vzdalenosti a Floyduv-Warshalluv algoritmuyg
65

7 IAmaTn estrg
71
7.2
73
. ruskaluv a OrltmLﬁ NioN-rFinN
75 Romprese cee]
7.6

8 yhledavaci stromy]
8.1
8.2
8.3 [Vice KIicU ve vrcholech: (@ b]-stromy

8.4*erveno-cerne stromy

85
o Emorfizace

9.1

02

03
04
o.5* Elay strom

10 Fozae 3 pang]
T0.1
102
103

10.4 Kucharkova veta o slozitosti rekurzivnich algoritmu
10.5 Nasobeni matic - Strassenuv algoritmug

10.6 Hledani k-teho nejmensino prvku - Quickselec

18

EEEEREE EEEEEE HEEEEN MR AR HEE



— Obsah

10.7 PestéTednou trideni - Quicksor]
10.8 -ty ne[mensi prvek v Iinearnim casq
109

11 Fandormizacq
11.1 Erav§e§odobnostn| algoritmy
11.2
113
11.4
11.5*Oniverzaln hesovand

12 |DyRamIcKE proaramevan]
121
12.2
123
12.4 [Dptmalnt whledavacl stronm]

13 [Vyhledavani v textu
13.1

134
135

14 [foky v siticH
4]
14.2 Eor§uv-Eu Eersonuv algoritmug
14.3
14.4
145

14.6*Vylepseni Goldbergova algoritm

147

15 Paralelni algoritmy|
15.1 Hradlove sitg
15.2 Eutanl a_hasobeni binarnich cisej
153

16 [Geometricke algoritmy
16.1

16.2 Pruseciky usecek

B R CEREE

N
O
N

B B FEEEENEE BEE

N
O
O

R

1

o



— Obsah

16.3 Moroneho diagramy

164 ot
16.5*Rychle[ST algoritmus na konvexni obal 583

166

17 fFourierova transformace

17.
17.2
173
17.4* EoekUall rozKlad
17.5*Balslvarianty FE

18 Pokrocile haldy

181 B dy
18.2
18.3

184

19 [TEZIE problemy
751
192
193
19.4 ez Coolovy ver]

19.5 Lo si pocit s tezkym probleme
19.6 Bproximacni algoritmy]

N
O
0

BEE B

REEREEENREREENEE

4 B B

Oddily a cviceni oznacené hvézdickami obsahuji pokrocilejsi materidl. Pii prvnim c¢teni je
doporucujeme preskakovat.



1 Priklady na avod






— 1 Priklady na tvod

1 Priklady na uvod

Tématem této knihy ma byt navrh a analyza algoritmt. Méli bychom tedy nejdiive Fici,
co to algoritmus je. Formélni definice je prekvapivé obtizna. Nejspis se shodneme na tom,
ze je to néjaky formdlni postup, jak néco provést, a ze by mél byt tak podrobny, aby
byl srozumitelny i pocitaci. Jenze detaily uz vibec nejsou tak zrejmé. Proto s porddnym
zavedenim pojmiu jesté kapitolu pockame a zatim se podivame na nékolik konkrétnich
prikladu algoritmu.

1.1 Usek s nejvétsim souétem

Nas prvni priklad se bude tykat posloupnosti. Mame zadanou néjakou posloupnost celych
Cisel 1, ..., x, a chceme v ni nalézt dsek (tim myslime souvislou podposloupnost), jehoz
soucet je nejvetsi mozny. Takovému useku budeme tikat nejbohatsi. Jako vystup nam
postac¢i hodnota souctu, nebude nutné ohlasit presnou polohu tseku.

Nejprve si rozmyslime trividlni pripady: Kdyby se na vstupu nevyskytovalo Zzadné zaporné
¢islo, mé evidentné maximalni soucet celd vstupni posloupnost. Pokud by naopak byla
vSechna x; zapornd, nejlepsi je odpovédét prazdnym tisekem, ktery ma nulovy soucet;
vSechny ostatni tiseky maji soucet zaporny.

Obecny pripad bude komplikovanéjsi: naptiklad v posloupnosti

1,-2,4,5,—-1,-5,2,7

najdeme dva tseky kladnych cisel se souétem 9 (totiz 4,5 a 2,7), ale dokonce se hodi
spojit je pTres zaporné ¢isla —1, —5 do jediného tseku se sou¢tem 12. Naopak hodnotu —2
se pouzit nevyplaci, jelikoz pres ni je dosazitelna pouze pocatecni jednicka, takze bychom
si o 1 pohorsili.

Nejpiimocarejsi mozny algoritmus by témér doslovné kopiroval zadani: Vyzkousel by
vSechny moznosti, kde mize tsek zac¢inat a koncit, pro kazdou z nich by spocital sou-
¢et prvki v tseku a pak nasel z téchto souc¢tti maximum.

Algoritmus MAXSOUCET1

Vstup: Posloupnost X = x1,...,x, ulozend v poli
1. m«0 <4 zatim jsme potkali jen prdazdny usek
2. Proi=1,...,n opakujeme: d 1 je zacdtek useku
3. Pro j =1i,...,n opakujeme: < j je konec useku
4 s+ 0 4 soucet useku
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— 1.1 Piiklady na tvod — Usek s nejvétsim souctem

5. Pro k =1i,...,j opakujeme:
6. S 4 s+ Tk
7. m < max(m, s)

Vigstup: Soucet m nejbohatstho tseku v X
Pojdme alespoii zhruba odhadnout, jak rychly tento postup je. Prozkouméme fadové n?
dvojic (zacdtek, konec) a pro kazdou z nich stravime fddové n krokd poéitdnim souctu.
To dohromady dava fadové n? krokil, coz uz pro n = 1000 budou miliardy. Zkusme piijit
na rychlejsi zpusob.

Podivejme se, ¢im nas prvni algoritmus travi nejvice casu. Jisté pocitanim souct. Na-
priklad s¢ité jak usek x;,...,x;, tak @;,...,x;41, aniz by vyuzil toho, ze druhy soucet je
prosté o x;41 vyssi nez ten prvni. Nabizi se zvolit pevny zacdtek tiseku ¢ a pak zkouset
vsechny mozné konce j od nejlevéjsiho k nejpravéjsimu. Kazdy dalsi soucet pak dovedeme
trividlné spocitat z predchoziho. Pro jedno ¢ tedy provedeme raddové n kroki, celkové pak
fadové n2.

Algoritmus MAXSOUCET2

Vstup: Posloupnost X = x1, ..., x, uloZena v poli
1. m+0 d zatim jsme potkali jen prdazdny tdsek
2. Proi=1,...,n opakujeme: d 1 je zacdtek useku
3. s+ 0 < soucet useku
4. Pro j =1i,...,n opakujeme: < j je konec useku
5. S s+
6. m < max(m, s)

Vigstup: Soucet m nejbohatsiho tseku v X

Myslenka pribézného prepocitavani se ale da vyuzit i lépe, totiz na celou dlohu. Uva-
zujme, jak se zméni vysledek, kdyz ke vstupu zq,...,z, priddme jesté z,,;. VSechny
tseky puvodniho vstupu zustanou zachovany a navic k nim pribudou nové tseky tvaru
Tiy.o., Tpt1. Staci tedy oveérit, zda soucet nékterého z novych tsekt neprekrocil dosa-
vadni maximum, ¢ili porovnat maximum se souctem nejbohatsiho koncového tiseku nové
posloupnosti.

Nejbohatsi koncovy tsek také neumime najit v konstantnim case, ale pojdme tutéz mys-
lenku pouzit jesté jednou. Jak se zméni koncové tseky po pridani z,? VSem stavajicim
koncovym tsektim stoupne soucet o x, a navic vznikne novy koncovy usek obsahuji-
ci samotné x,. Maximalni soucet je proto roven bud predchozimu maximalnimu souc¢tu
plus z,, nebo samotnému x,, — podle toho, co je vétsi.
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— 1.1 Piiklady na tvod — Usek s nejvétsim souctem

Oznacime-li si tedy k& maximalni soucet koncového tseku, pridanim nového prvku se tato
hodnota zméni na max(k + =, x,) = x, + max(k,0). Jinymi slovy: poéitdme pribéiné
soucty, ale pokud soucet klesne pod nulu, tak ho vynulujeme. Hledany maximalni soucet m
je pak maximem ze vSech pribéznych souctt. Timto principem se 1idi nas treti algoritmus:

Algoritmus MAXSOUCET3

Vstup: Posloupnost X = x1,...,x, ulozend v poli
1. m«0 4 prazdny usek je tu vidy
2. k«+0 <4 mazimdalni soucet koncového tuseku
3. Pro ¢ od 1 do n opakujeme:
4. k < max(k,0) + z;
5. m < max(m, k)

Vigstup: Soucet m nejbohatsiho tiseku v X

V kazdém prichodu cyklem potfebujeme na prepocitani proménnych k a m pouze kon-
stantné mnoho operaci. Celkem jich tedy algoritmus provede fadové n, tedy linedarné
s velikosti vstupu. Hodnoty ze vstupu navic potiebuje jen jednou, takze je miuzZe ¢ist
postupné a vystaci si tudiz s konstantnim mnozstvim paméti.

Dodejme jesté, ze tivaha typu ,jak se zméni vystup, kdyz na konec vstupu pridame dalsi
prvek?“ je pomérné castd. Vyslouzila si proto zvlastni jméno, algoritmim tohoto druhu
se rika inkrementdlni. Jesté se s nimi nékolikrat potkame.

Cviceni
1.  Upravte algoritmus MAXSOUCET3, aby ozndmil nejen maximdlni soucet, ale také
polohu prislusného tseku.

2. Na vstupu je text slozeny z pismen ceské abecedy a mezer. Vymyslete algoritmus,
ktery najde nejdelsi uisek textu, v némz se zadné pismeno neopakuje.

3. Najdéte v Ceském textu nejkratsi usek, ktery obsahuje vSechna pismena abecedy.
Mala a velkd pismena nerozlisujte.

4*  Usek posloupnosti je k-hladky (pro k > 0), pokud se kazdé dva jeho prvky lisi nejvyse
o k. Popiste co nejefektivnéjsi algoritmus pro hledani nejdelsiho k-hladkého useku.

n

5. Jak spocitat kombinacni ¢islo ( k)? Vypoctu piimo podle definice brani potencidlné
obrovské mezivysledky (az n!), které se nevejdou do celoc¢iselné proménné. Navrhnéte
algoritmus, ktery si vystaci s ¢isly omezenymi n-nasobkem vysledku.
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1.2 Binarni vyhledavani

Jak se hleda slovo ve slovniku? Jisté muzeme slovnikem listovat stranku po strance a pec-
livé zkoumat slovo po slovu. Jsme-li dostatecné trpélivi, hledané slovo nakonec najdeme,
nebo slovnik skonéi a mizeme si byt jisti, ze slovo neobsahoval.

Listovani slovnikem muze byt dobra zédbava na dlouhé zimni vecery (nebo spiS na celou
polarni noc), ale obvykle hleddme jinak: otevieme slovnik nékde uprostied, podivame se,
jak blizko jsme k hledanému slovu, a na zdkladé toho nadale aplikujeme stejny postup
budto v levé, anebo pravé ¢asti rozevieného slovniku.

Nyni se tento postup pokusime popsat precizné. Ziskdme tak algoritmus, kterému se rika
bindrni vyhleddvdni nebo také hleddni pulenim intervalu. Na vstupu dostaneme néjakou
usporadanou posloupnost z; < zg < ... < z, a hledany prvek y.

Postupujeme takto: pamatujeme si interval xy, . .., z,, ve kterém se prvek miize nachazet.
Na pocatku je £ = 1 a r = n. V kazdém kroku vybereme prvek lezici uprostied (nebo
priblizné uprostfed, pokud je prvku sudy pocet). Ten bude slouzit jako meznik oddélujici
levou polovinu od pravé. Pokud se meznik rovna hledanému y, miuzeme hned tspésné
skoncit. Pokud je mensi nez y, znamena to, Zze y se muze nachazet jen napravo od néj
— vSechny prvky nalevo jsou mensi nez meznik, tim pddem i mensi nez y. A pokud je
naopak meznik vétsi nez y, vime, ze y se muze nachazet pouze v levé poloviné.

Postupné tedy interval [¢, ] zmenSujeme na polovinu, ¢tvrtinu, atd., az se dostaneme do
stavu, kdy prohleddvany tsek pole mé velikost jednoho prvku, nebo je dokonce prazdny.
Pak uz se snadno presvédéime, zda jsme hledany prvek nasli.

V pseudokddu nés algoritmus vypada nasledovné.

Algoritmus BINSEARCH (hledan{ ptilenim intervalu)
Vstup: Usporddana posloupnost z1 < ... < x,, hledany prvek y

1. £+ 1, r+n 4 Xy, ..., T, tvori prohleddvany isek pole
2. Dokud je £ < r:

3. s« [(L+71)/2] < stred prohleddvaného dseku
4. Pokud je y = z4: vratime s a skoncime.

5. Pokud je y > z:

6. L+ s+1 4 presouvdme se napravo
7. Jinak:

8. r—s—1 q4 presouvdme se nalevo
9. Vratime 0. 4 menasli jsme

Vistup: Index hledaného prvku, pripadné 0, pokud prvek v poli neni
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Pokusme se poctivée dokazat, ze algoritmus funguje. Predevsim nahlédneme, Ze vypocet
se vzdy zastavi: v kazdém prichodu cyklem zmensime prohleddvany tsek alespon o 1.
Korektnost pak plyne z toho, ze kdykoliv oblast zmensime, odstranime z ni jen prvky,
které jsou zarucené ruzné od y. Jakmile tedy algoritmus skonci, budto jsme y nasli, nebo
jsme naopak vyloucili vSechny moznosti, kde by mohlo byt.

Nyni ukédZeme, ze binarni vyhledavani je mnohem rychlejsi nez probrani vsech prvk.

Véta: Pri hledani v posloupnosti délky n provede algoritmus BINSEARCH nejvyse logy n
prichodu cyklem.

Drikaz: Sta¢i nahlédnout, ze v kazdém prichodu cyklem se velikost prohleddavaného tseku
zmensi alespori dvakrat. Proto po k priichodech tisek obsahuje nejvyse n/2% prvki, takze
pro k > logy n je tsek nutné prazdny. O

Na zavér dodejme, Ze prvky nasi posloupnosti vibec nemusi byt ¢isla: staci, aby to byly
libovolné objekty, které jsme schopni mezi sebou porovnéavat. Tteba slova ve slovniku.
V oddilu E navic dokazeme, ze logaritmicky pocet porovnani je nejlepsi mozny.

Dvojice se zadanym souc¢tem

Podivejme se jesté na jeden pribuzny problém. Opét dostaneme na vstupu néjakou uspo-
rfadanou posloupnost z1 < zo < ... < x, a ¢islo s. Tentokrat ovSem nehleddme jeden
prvek, nybrz dva (ne nutné rizné), jejichz soudet je s.

Resen{ ,hrubou silou® by zkouselo se¢ist vSechny dvojice x; + z;, ale téch je fadové n.

Pokud ovsem zvolime néjaké x;, vime, Ze x; musi byt rovno s—z;. Mzeme tedy vyzkouset
vSechna x; a pokazdé pulenim intervalu hledat s—x;. Kazdé vyhledavani spotrebuje radové
log, n krokti, celkové jich tedy bude radové n - logs n.

To je mnohem lepsi, ale jesté ne optimalni. Predstavme si, ze k x; hleddme s — x7.
Tentokrat ale nebudeme hledat binarné, nybrz pékné prvek po prvku od konce pole.
Dokud jsou prvky vétsi, pfeskakujeme je. Jakmile narazime na prvek mensi, vime, ze uz
se muzeme zastavit, protoze dal uz budou jen samé mensi.

Pozici, kde jsme skon¢ili, si zapamatujeme. Mdme tedy néjaké j takové, ze x; < s — 21 <
zj+1. (Pokud protestujete, ze ;41 mize lezet mimo posloupnost, predstavte si za koncem
posloupnosti jesté +o0.)

Nyni prejdeme na s a hleddme s — x5. Jelikoz o > x1, musi byt s —xy < s—x1. VSechna
¢isla, ktera byla vétsi nez s — x1 jsou tedy také vétsi nez s — xo, takze v nich nemé smysl
hledat znovu. Proto mizeme pokracovat od zapamatované pozice t dale doleva. Pak si
zase zapamatujeme, kde jsme skoncili, coz se bude hodit pro x3, a tak déle.
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Existuje hez&i zpuisob, jak formulovat totéz. Rika se mu metoda dvou jezdei. Mame dva
indexy: levy a pravy. Levy index i popisuje, které x; zrovna zkousime jako prvni ¢len
dvojice: zaCina na pozici 1 a pohybuje se doprava. Pravy index j ukazuje na misto, kde
jsme se zastavili pii hledani s — x;: za¢ina na pozici n a postupuje doleva.

Kdykoliv je x; > s — x;, posuneme j doleva (pokrac¢ujeme v hleddni s — x;). Je-li naopak
xzj < s — x;, posuneme % doprava (s — x; se v posloupnosti urcité nenachazi, zkousime
dalsi z;). Takto pokracujeme, dokud budto neobjevime hledanou dvojici, nebo se jezdci
nesetkaji — tehdy dvojice zarucené neexistuje.

Algoritmus DVOJICESESOUCTEM
Vstup: Usporddané posloupnost 1 < ... < x,, hledany soucet s

1. i<1,5¢n

2. Dokud ¢ < j:

3. Je-li z; +x; = s

4. Vratime jako vysledek dvojici (4, 7).

D. Jinak je-li z; +x; < s: < totéZ jako x; < s —x;
6. 14 i+1

7. Jinak:

8. jeji—1

9. Ohlédsime netspéch.
Viystup: Indexy i a j, pro néz je x; + x; = s, nebo netspéch

Snadno nahlédneme, zZe cyklus probéhne nejvyse 2n-krit. Pokazdé se totiz pohne jeden
z jezdci, ale kazdy z nich muze urazit nejvyse n kroki, nez vyjede ven.

Prekonali jsme tedy rychlost opakovaného binarniho vyhledavani. Povedlo se nam to diky
tomu, ze mezi hledanymi prvky existoval néjaky vztah: konkrétné kazdy prvek byl mensi
nebo roven predchozimu.

Cviceni

1.  Rozmyslete si, jak se bude chovat algoritmus binarniho vyhledavani, pokud se bude
hledany prvek v posloupnosti nachazet vicekrat. Algoritmus upravte, aby vzdy vracel
prvni vyskyt hledaného prvku (ne jen libovolny).

2. Upravte bindrni vyhledavani, aby v pfipadé, kdy hledany prvek v posloupnosti neni,
nahlasilo nejblizsi vétsi prvek.

3*  Nekonecnd verze: Popiste algoritmus, ktery v nekoneéné posloupnosti z1 < 2o < ...
najde pozici ¢ takovou, ze z; < y < x;4+1. Pocet kroki hledani by nemél presdhnout
radove log, i.
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9x

10.

11.

12*

13*

Lokdlni minimum: Je dana posloupnost —oco = g, Z1,...,Tn, Tnt1 = +00. O prv-
ku z; fekneme, ze je lokdlnim minimem, pokud z;—1 > x; < z;41. Navrhnéte co
nejrychlejsi algoritmus, ktery néjaké lokalni minimum najde.

Soucet useku: Je ddna posloupnost 1, ..., x, kladnych ¢isel a ¢islo s. Hledame i a j
takovd, Ze x; + ... + x; = s. Navrhnéte co nejefektivnéjsi algoritmus.

Jak se zméni tloha z predchoziho cviceni, pokud povolime i zadporna c¢isla?

Implicitni vstup: Posloupnost, v niz binarné hledame, nemusi byt nutné celd ulozena
v paméti. Staci, kdyz se tak dokazeme dostatecné presvédcivé tvarit: kdykoliv se
algoritmus zeptd na hodnotu néjakého prvku, rychle ho vyrobime. Zkuste timto
zpusobem spocitat celociselnou odmocninu z C¢isla x. To je nejvétsi y takové, ze
y? <.

Pruni dira: Na vstupu jsme dostali rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel. Cheeme
najit nejmensi prirozené cislo, které v ni chybi. Vymyslete, jak k tomu presvédéit
binarni vyhledavani.

Opét hledame nejmensi chybéjici ¢islo, ale tentokrat na vstupu dostaneme neuspora-
danou posloupnost navzajem ruznych prirozenych ¢isel. Posloupnost nesmime ménit
a kromé ni mame k dispozici jenom konstantné mnoho paméti.

Monotonni predikaty: Na predchozich nékolik cviceni se mizeme divat trochu obec-
néji. Méjme néjakou vlastnost ¢, kterou vsechna prirozena cisla od 0 do néjaké
hranice k maji a zddna vétsi nemaji. Popiste, jak bindrnim vyhledavanim zjistit, kde
se nachazi tato hranice.

Rovnomeérnd data: Méjme pole délky n. Na kazdé pozici se muze vyskytovat libo-
volné celé éislo z rozsahu 1 az k. Cisla vybirdme rovnomérné nahodné (vsechny
hodnoty mayji stejnou pravdépodobnost). Nésledné pole setfidime a budeme v ném
chtit vyhleddvat. Zkuste upravit binarni vyhleddvani, aby pro tyto vstupy fungovalo
v pruméru rychleji.

Kolik porovnani provede takovy algoritmus v priméru?

Muze se stat, ze vyse uvedeny algoritmus nedostane pékné data. Muzeme mu néjak
pomoci, aby nebyl ani v takovém pripadé o mnoho horsi nez binarni vyhledavani?
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1.3 Euklidav algoritmus

Pro dalsi priklad se vypravime do starovéké Alexandrie. Tam zil ve 3. stoleti pred nasim
letopoctem filosof Euklides (EvKA&iSNG) a stvoiil jeden z nejstarsich algoritmi.(t) Ten
slouzi k vypoctu nejvétsiho spolecného délitele a pouziva se dodnes.

Znaceni: Nejvétsiho spolecného délitele celych kladnych ¢isel x a y budeme znacéit ged(z, y)
podle anglického Greatest Common Divisor.

Nejprve si v§imneme nékolika zajimavych vlastnosti funkce ged.
Lemma G: Pro vsSechna celd kladna ¢isla = a y plati:

1. ged(x, x) = x,
2. ged(z,y) = ged(y, o),
3. ged(z,y) = ged(z — y,y) pro x > y.

Diikaz: Prvni dvé vlastnosti jsou zrejmé z definice. Treti dokdzeme v silnéjsi podobé:
ukdzeme, ze dvojice (x,y) a (x — y,y) sdileji mnozinu vSech spoleénych délitelt, tedy
i nejvétsiho z nich.

Pokud né&jaké d je spoleénym délitelem ¢isel x a y, musi platit z = dz’ a y = dy’ pro
vhodné 2’ a y'. Nyni stad¢i rozepsat © —y = da’ — dy’ = d(z’ — y') a hned je jasné, zZe
d déli i x —y. Naopak pokud d déli jak z — y, tak y, musi existovat ¢isla ¢’ a y' takova, ze
x—y=dt' ay=dy'. ZapiSeme tedy x jako (x —y) +y, coz je rovno dt' +dy’ = d(t' +v'),
a to je délitelné d. O

Diky lemmatu mtizeme gecd pocitat tak, ze opakované odecitame mensi ¢islo od vétsiho.
Jakmile se obé ¢isla vyrovnaji, jsou rovna nejvétsimu spole¢nému déliteli. Algoritmus nyni
zapiSeme v pseudokodu.

Algoritmus ODCITACIEUKLIDES
Vstup: Celd kladna ¢isla z a y
1. a+xz, b+ vy
2. Dokud a # b, opakujeme:

3. Pokud a > b:
4. a+a—b>
5 Jinak:

M Tehdy se tomu oviem tak nefikalo. Pojem algoritmu je novodoby, byl zaveden az zacatkem 20. stoleti
pri studiu ,,mechanické“ feSitelnosti matematickych tloh. Nézev je poctou perskému matematikovi al-
Chorézmimu, jenz zil cca 1100 let po Euklidovi a v pozdéjsich prekladech jeho dila mu jméno polatinstili
na Algoritmi.
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6. b<—b—a
Vijstup: Nejvétsi spolecny délitel a = ged(x, y)

Nyni bychom méli dokéazat, ze algoritmus funguje. Dikaz rozdélime na dvé Casti:
Lemma Z: Algoritmus se vzdy zastavi.

Diikaz: Sledujme, jak se vyviji soucet a + b. Na pocatku vypoctu je roven x + y, kazdym
prichodem cyklem se snizi alespon o 1. Pritom zustava stale nezaporny, takze prichodia
nastane nejvyse x + y. d

Lemma S: Pokud se algoritmus zastavi, vyda spravny vysledek.
Diikaz: Dokazeme nésledujici invariant, neboli tvrzeni, které plati po celou dobu vypoctu:
Invariant: ged(a, b) = ged(z, y).

Drikaz: Obvykly zpusob diikazu invariantu je indukce podle poc¢tu kroku vypo-
¢tu. Na pocatku je a = x a b = y, takze invariant jisté plati. V kazdém prichodu
cyklem se pak diky vlastnostem 2 a 3 z lemmatu G platnost invariantu zacho-
VAVA. O

Z invariantu plyne, Ze na konci vypoctu je ged(a, a) = ged(z, y). Zaroven diky vlastnosti 1
z lemmatu G plati ged(a, a) = a. O

Vime tedy, Ze algoritmus je funk¢ni. To bohuzel neznamend, ze je pouzitelny: napiiklad
pro x = 1000000 a y = 2 vytrvale od¢itd y od z, az po 499999 krocich vitézoslavné
ohlési, Ze nejvétsi spolecny délitel je roven 2.

Staci si ale vSimnout, Ze opakovanym od¢itanim b od a dostaneme zbytek po déleni ¢isla a
¢islem b. Jen si musime dat pozor, Ze pro a délitelné b se zastavime az na nule. To odpovida
tomu, Ze algoritmus provede jesté jedno odecteni navic, takze skonci, az kdyz se jedno
z ¢isel vynuluje. Nahrazenim od¢itani za déleni se zbytkem ziskame nésledujici algoritmus.
Kdyz se v soucasnosti hovori o Euklidové algoritmu, obvykle se mysli tento.

Algoritmus EUKLIDES

Vstup: Celd kladna ¢isla z a y
1. a+z, by
2. Opakujeme:

3. Pokud a < b, prohodime a s b.
4. Pokud b = 0, vyskoc¢ime z cyklu.
5. a < amod b 4 zbytek po deéleni

Viystup: Nejvétsi spolecny délitel a = ged(z, y)
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Spravnost je ziejmé: vypocet nového algoritmu odpovidd vypoctu algoritmu predchoziho,
jen obcas provedeme nékolik puvodnich krokid najednou. Zajimavé ovSem je, ze na prvni
pohled nendpadnou tpravou jsme algoritmus podstatné zrychlili:

Lemma R: Euklidtv algoritmus provede nejvyse log, x + log, y + 1 prichodt cyklem.
Diikaz: Vyvoj vypoctu budeme sledovat prostfednictvim soucéinu ab:
Tvrzeni: Soucin ab po kazdém prichodu cyklem klesne alespon dvakrat.

Drikaz: Kroky E a Ml soucin ab neméni. Ve zbyvajicim kroku E plati a > b a b se
evidentné nezméni. Ukazeme, Ze a klesne alespon dvakrat, takze ab také. Roze-
bereme dva pripady:

e b < a/2. Tehdy plati a mod b < b < a/2.
eb>a/2. Pakjeamodb=a—-b<a-—(a/2) =a/2 O

Na pocatku vypoctu je ab = zy a diky pravé dokdzanému tvrzeni po k pruchodech cyklem
musi platit ab < xy/2¥. Kromé posledniho netiplného priichodu cyklem ovsem ab nikdy
neklesne pod 1, takze k muze byt nejvyse log, xy = logy x + log, y. O

Shrnutim vseho, co jsme o algoritmu zjistili, ziskdAme nasledujici vétu:

Véta: Eukliduv algoritmus vypocte nejvétsiho spolecného délitele ¢isel = a y. Provede
pritom nejvyse ¢ - (log, x + log, y + 1) aritmetickych operaci, kde ¢ je konstanta.

Cviceni

1. Nejvétsiho spolec¢ného délitele bychom také mohli poéitat pomoci prvociselného roz-
kladu ¢isel x a y. Rozmyslete si, jak by se to délalo a pro¢ je to pro velka éisla velmi
nepraktické.

2.V kroku E algoritmu EUKLIDES neni potfeba porovnavat. Nahlédnéte, ze pokud
bychom a s b prohodili pokazdé, vyjde také spravny vysledek, jen nas to bude v nej-
horsim pripadé stat o jeden priuchod cyklem navic.

3. Dokazte, ze pocet pruchodu cyklem je nejvyse 2log, min(z,y) + 2.

4.  Pro kazdé = a y existuji celd ¢isla a a § takovd, ze ged(z,y) = ax + fy. Témto
¢islim se tika Bézoutovy koeficienty. Upravte Euklidiv algoritmus, aby je vypocetl.

5. Pomoci predchoziho cvi¢eni mtzeme tesit linedrni kongruence. Pro danéd a a n chceme
najit x, aby platilo az mod n = 1. To znamenad, ze ax a 1 se lisi o nasobek n, tedy ax+
ny = 1 pro n&jaké y. Pokud je ged(a,n) = 1, pak = a y jsou Bézoutovy koeficienty,
které to dosvédéi. Je-li ged(a,n) # 1, nemtize mit rovnice feSeni, protoze leva strana
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je vzdy délitelnd timto ged, zatimco prava nikoliv. Jak najit feseni obecnéjsi rovnice
ax mod n = b?

6. Nabizi se otazka, neni-li logaritmicky odhad poctu operaci z nasi véty prilis velkorysy.
Abyste na ni odpovédéli, najdéte funkci f, kterd roste nejvyse exponencidlné a pri
vypoctu ged(f(n), f(n + 1)) nastane pravé n pruchodu cyklem.

7. Bindrni algoritmus na vypocet gcd funguje takto: Pokud x i y jsou suda, pak
ged(z, y) = 2ged(z/2,y/2). Je-li x sudé a y liché, pak ged(z,y) = ged(x/2,y). Jsou-
-li obé licha, odec¢teme mensi od vétsiho. Zastavime se, az bude z = y. Dokazte, ze
tento algoritmus funguje a ze provede nejvyse c- (log, x +log, y) kroki pro vhodnou
konstantu c.

8% Meéjme permutaci 7 na mnoziné {1,...,n}. Definujme jeji mocninu ndsledovné:

70(x) = z, 7t (x) = n(7’(z)). Najdéte nejmensi k > 0 takové, ze 7% = 70.

1.4 Fibonacciho ¢isla a rychlé umocnovani

Dovolime si jesté jednu historickou exkurzi, tentokrat do Pisy, kde na zacatku 13. stoleti zil
jisty Leonardo fe¢eny Fibonacci.(?) PF{$tim generacim zanechal zejména svou posloupnost.

Definice: Fibonacciho posloupnost Fy, Fy, Fs, ... je definovana nasledovné:
Fo=0, Fi=1, Fho=Fu1+F,.

Priklad: Prvnich 11 Fibonacciho ¢isel zni 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55.

Pokud chceme spocitat F,, mizeme samoziejmé vyjit z definice a postupné sestrojit
prvnich n ¢lent posloupnosti. To nicméné vyzaduje Ffddové n operaci, takze se nabizi
otazka, zda to lze rychleji. V moudrych knihach nalezneme nésledujici vétu:

Véta (kouzelna formule): Pro kazdé n > 0 plati:

B <<1+2¢5>"_ (1_;5)71).

Drikaz: Laskavy, nicméné trpélivy ctenar jej provede indukci podle n. Jak na kouzelnou
formuli pfijit, naznac¢ime v cviceni O

Dobré, ale jak ndm formule pomuze, kdyz pro vypocet n-té mocniny potrebujeme n — 1
nasobeni? Inu nepotiebujeme, nasledujici algoritmus to zvladne rychleji:

2> Coz je zkratka z ,filius Bonaccii“, tedy ,syn Bonacciho®.
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Algoritmus MOCNINA
Vstup: Redlné ¢islo x, celé kladné n
1. Pokud n = 0, vratime vysledek 1.
2. t + MOCNINA(z, [n/2])
3. Pokud n je sudé, vratime ¢ - ¢.
4. Jinak vratime ¢t -t - x.
Vijstup: =™

Lemma: Algoritmus MOCNINA vypoéte ™ pomoci nejvyse 2log, n + 2 nésobeni.

Diikaz: Spravnost je evidentni z toho, ze 228 = (z¥)% a 2251 = 22*.2. Co se poétu operaci

tyce: Kazdé rekurzivni volani redukuje n alespon dvakrét, takze po nejvyse log, n volanich
musime dostat jednicku a po jednom dalsim nulu. Hloubka rekurze je tedy log, n+1 a na
kazdé trovni rekurze spotifebujeme nejvyse 2 nasobeni. O

To dava elegantni algoritmus pro vypocet F,, pomoci fadové log, n operaci. Jen je bohuzel
pro praktické poéitani nepouzitelny: Zlaty fez (14 +/5)/2 = 1.618034 je iracionéln{ a pro
vysoké hodnoty m bychom ho potrebovali znat velice presné. To neumime dostatecné
rychle. Zkusime to tedy mensi oklikou.

Po Fibonacciho posloupnosti budeme posouvat okénkem, skrz které budou vidét pravé
dvé cisla. Pokud zrovna vidime éisla F,, Fi, 41, v dalsim kroku uvidime F, i1, F1o =
F,+1 + F,. To znamen4, ze posunuti provede s okénkem néjakou linedrni transformaci
a kazd4 takova jde zapsat jako ndsobeni matici. Dostaneme:

0 1\ ( Fn \_ [ Fapa

11 Fn+1 Fn+2 '
Levou matici oznac¢ime F a nahlédneme, ze ndsobeni okénka n-tou mocninou této matice
musi okénko posouvat o n pozic. Tudiz plati:

FO Fn
Fr - .
(i) (a2)

Nyni staci vyuzit toho, Ze nasobeni matic je asociativni. Proto mizZeme mn-tou mocninu
matice vypocitat obdobou algoritmu MOCNINA a vystacime si s fadové log n maticovymi
nasobenimi. Jelikoz pracujeme s maticemi konstantni velikosti, obnéasi kazdé nasobeni
matic jen konstantni pocet operaci s Cisly. Vsechny matice jsou prijemné celociselné.

Proto plati:

Véta: n-té Fibonacciho ¢islo lze spocitat pomoci fadoveé log n celo¢iselnych aritmetickych
operaci.
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Cviceni

1.

3x

Naprogramujte funkci MOCNINA nerekurzivné. Muze pomoci prevést exponent do
dvojkové soustavy.

Uvazujme obecnou linedrni rekurenci ¥ddu k: Ag, . .., Ax—1 jsou ddna pevné, A, 4 =
a1 Apsk—1+ aApip_o+ ...+ apA, pro konstanty aq, ..., ar. Vymyslete efektivni
algoritmus na vypocet A,, nejlépe pomoci fadoveé log, n operaci.

Jak odvodit kouzelnou formuli: Uvazujme mnozinu vSech posloupnosti, které splnuji
rekurentni vztah A,19 = A,1+1 + Ay, ale mohou se lisit hodnotami Ag a A;. Tato
mnozina tvori vektorovy prostor, pricemz posloupnosti s¢itdme a ndsobime skalarem
po slozkach a roli nulového vektoru hraje posloupnost samych nul. Ukazte, ze tento
prostor ma dimenzi 2 a sestrojte jeho bazi v podobé exponencialnich posloupnosti
tvaru A,, = ™. Fibonacciho posloupnost pak zapiste jako linedrni kombinaci prvki
této baze.

Dokaite, 7ze Fy, 1o > ¢", kde ¢ = (1 ++/5)/2 = 1.618034.

Algoritmy zaloZené na explicitni formuli pro F;, jsme odmitli, protoze potiebovaly
pocitat s iraciondlnimi ¢isly. To bylo ponékud ukvapené. Dokazte, ze ¢isla tvaru
a+bV/5, kde a,b € Q jsou uzaviena na s¢itani, odéitani, nasobeni i déleni. K vypoctu
formule si tedy vystac¢ime s raciondlnimi ¢isly, dokonce pouze typu p/29, kde p a ¢
jsou cela. Odvodte z toho jiny logaritmicky algoritmus.
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2 Casova a prostorova slozitost

V minulé kapitole jsme zkusili navrhnout algoritmy pro nékolik jednoduchych loh. Zjistili
jsme pritom, ze pro kazdou tlohu existuje algoritmu vice. VSechny funguji, ale jak poznat,
ktery z nich je nejlepsi? A co vlastné znamenaji pojmy ,lepsi“ a ,horsi“? Kritérii kvality
muze byt mnoho. Nas v této knize budou zajimat casové a pamétové naroky programu,
tzn. rychlost vypoctu a velikost potiebné operac¢ni paméti pocitace.

Jako prvni srovnavaci metoda nas nejspis napadne srovnavané algoritmy naprogramovat
v néjakém programovacim jazyce, spustit je na vétsi mnoziné testovacich dat a mérit
se stopkami v ruce (nebo alespon s témi zabudovanymi do opera¢niho systému), ktery
z nich je lepsi. Takovy postup se skutecéné v praxi pouzivd, z teoretického hlediska je
vsak nevhodny. Kdybychom chtéli svym kolegim popsat vlastnosti urc¢itého algoritmu,
jen stézi nam postaci ,na mém stroji dobéhl do hodiny“. A jak bude fungovat na jiném
stroji, s odlisnou architekturou, naprogramovany v jiném jazyce, pod jinym opera¢nim
systémem, pro jinou sadu vstupnich dat?

V této kapitole vybudujeme zpisob, jak méfit dobu béhu algoritmu a jeho pamétové
naroky nezavisle na technickych podrobnostech — konkrétnim stroji, jazyku, opera¢nim
systému. Témto miram budeme fikat casovd a prostorovd sloZitost algoritmu.

2.1 Jak funguji pocitace uvnit¥

Definice pojmu ,pocitac” neni samoziejma. V soucasnosti i v historii bychom jisté na-
sli spoustu stroji, kterym by se tak dalo fikat. Co maji spolecného? My se pridrzime
vSeobecné uznavané definice, kterou v roce 1946 vyslovil vynikajici matematik John von
Neumann.

Von neumannovsky pocitac se sklada z péti funkénich jednotek:

e 7i{dici jednotka (Tadi¢) — koordinuje ¢innost ostatnich jednotek a urcuje, co maji
v kterém okamziku délat,

e aritmeticko-logickd jednotka (ALU) — provadi numerické vypocty, vyhodnocuje pod-
minky, ...,

® operacni pamet — uchovava data a program,

® ystupni zarizeni — zarizeni, odkud se do pocitace dostavaji data ke zpracovani,

® yystupni zarizeni — do tohoto zarizeni zapisuje pocitac vysledky své ¢innosti.

Struktura pocitace je nezavisld na zpracovavanych problémech, na feSeni problému se
musi zvendi zavést ndvod na zpracovani (program) a musi se ulozit do paméti; bez tohoto
programu neni stroj schopen prace.
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Programy, data, mezivysledky a koneéné vysledky se ukladaji do téze paméti.¢!) Pamét
je rozdélena na stejné velké burnky, které jsou prubézné ocislované; pomoci ¢isla bunky
(adresy) se da precist nebo zménit obsah bunky. V kazdé burice je ulozeno ¢islo. VSechna
data i instrukce programu kédujeme pomoci Cisel. Kédovani a dekdédovani zabezpecuji
vhodné logické obvody v fidici jednotce.

Po sobé jdouci instrukce programu se nachdazeji v po sobé jdoucich pamétovych bunkéach.
Instrukcemi skoku se d& odklonit od zpracovani instrukci v ulozeném potradi. Existuji
nasledujici typy instruket:

e aritmetické instrukce (s¢itdni, nasobeni, ukladan{ konstant, ...)
e logické instrukce (porovnéni, AND, OR, ... )
¢ instrukce pfenosu (z paméti do ALU a opaé¢né, na vstup a vystup)

® podminéné a nepodminéné skoky

e ostatni (Cekdni, zastaveni, ...)
vstupni zarizeni opera¢ni pamét vystupni zafizeni
aritmeticka jednotka radic¢

Obrazek 2.1: Schéma von Neumannova
pocitace (po Sipkach teCou data a povely)

Presné specifikaci pocitace, tedy zpusobu vzajemného propojeni jednotek, jejich komuni-
kace a programovani, popisu instrukéni sady, fikdme architektura. Nezabihejme do detaili
fungovani béznych osobnich pocitacu, ¢ili popisu jejich architektury. V kazdém z nich se
vsak jednotky chovaji tak, jak popsal von Neumann. Z naseho hlediska bude nejdulezitéjsi
podivat se co se déje, pokud na pocitaéi vytvorime a spustime program.

1 Tim se lisi von Neumannova architektura od architektury zvané harvardskd, jez program a data
dtsledné oddéluje. Vyhodou von Neumannova pocitace je kromé jednoduchosti i to, ze program miize
modifikovat sdm sebe. Vyhodou harvardské pak moznost pristupovat k programu i datim soucasné.
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Algoritmus zapiSeme obvykle ve formé vyssiho programovaciho jazyka. Zde je priklad
v jazyce C.

#include <stdio.h>

int main(void)

{
static char s[] = "Hello world\n";
int i, n = sizeof(s);
for (i = 0; i < n; i++)
putchar(s[i]);
return O;
}

Aby fidici jednotka mohla program provést, musime nejdiive spustit kompildtor neboli
prekladac. To je ngjaky jiny program, ktery nas program z jazyka C prelozi do takzvaného
strojového kdédu. Tedy do posloupnosti jednoduchych instrukci kédovanych pomoci ¢isel,
jimz uz pocita¢ primo rozumi. Na rozdil od puvodniho prikladu, ktery na vSech pocitacich
s prekladacem jazyka C bude vypadat stejné, strojovy kéd se bude lisit architekturu od
architektury, opera¢ni systém od opera¢niho systému, dokonce prekladac¢ od prekladace.

Ukazeme priklad tseku strojového kddu, ktery vznikl po prekladu naseho prikladu v ope-
raénim systému Linux na architektufe AMD64. Tato architektura kromé bézné pamé-
ti pracuje jesté s registry — téch jsou radové jednotky, také se do nich ukladaji c¢isla
a jsou pristupné rychleji nez operac¢ni pamét. Muzeme si predstavit, ze jsou ulozené uvnitr
aritmeticko-logické jednotky.

Aby se lidem jednotlivé instrukce 1épe cetly, maji ptrirazeny své symbolické nazvy. Tomuto

jazyku symbolickych instrukeci se fika assembler. Kromé symbolickych nazvu instrukei
dovoluje assembler jesté pro pohodli pojmenovat adresy a nékolik dalsich uziteénych véci.

MAIN: pushq  %rbx # uschovej registr RBX na zasobnik
xorl %hebx, %ebx # vynuluj registr EBX

LOOP: movsbl str(%rbx), %edi # uloZz do EDI RBX-tj znak Fetézce
incq %rbx # zvys RBX o 1
call putchar # zavolej funkci putchar z knihovny
cmpq $13, Y%rbx # uz mame v RBX napocitano 13 znakd?
jne LOOP # pokud ne, skol na LOOP
xorl fheax, heax # vynuluj EAX: nastav navratovy koéd O
popq %rbx # vrat do RBX obsah ze zdsobniku
ret # vrat se z podprogramu

STR: .string "Hello world\n"
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Kazda instrukce je zapsana posloupnosti nékolika bytt. Vérime, ze ¢tenar si dokaze pred-
stavit prechozi kod zapsany v ¢islech, a ukdzku vynechame.

Programéator pisici programy v assembleru musi byt perfektné sezndmen s instrukéni
sadou procesoru, vlastnostmi architektury, technickymi detaily sluzeb opera¢niho systému
a mnoha dal$imi vécmi.

2.2 Rychlost konkrétniho vypoctu

Dejme tomu, Ze chceme zmérit dobu béhu naseho piikladu ,,Hello world“ z predchoziho
oddilu. Spustime-li ho na svém pocitaci nékolikrat, nejspis naméfime o néco rozdilné casy.
Muze za to aktivita ostatnich procesu, stav operacniho systému, obsahy nejriznéjsich
vyrovnavacich paméti a desitky dalSich véci. A to jesté ukdzkovy program necte zadna
vstupni data. Co kdyby se doba jeho béhu odvijela od nich?

Takovy pfistup se tedy hodi pouze pro testovani kvality konkrétniho programu na kon-
krétnim hardwaru a konfiguraci. Nezatracujeme ho, velmi ¢asto se pouziva pro testovani
programu urc¢enych k nasazeni v téch nejvypjatéjsich situacich. Ale nasim cilem v té-
to kapitole je vyvinout prostfedek na méfeni doby béhu obecné popsaného algoritmu,
bez nutnosti naprogramovani v konkrétnim programovacim jazyce a architektufe. Zatim
predpokladejme, ze program dostane néjaky konkrétni vstup.

Zapomenme odted na detaily prekladu programu do strojového kédu, zapomenme dokon-
ce na detaily néjakého konkrétniho programovaciho jazyka. Algoritmy zacneme popisovat
pseudokodem. To znamend, ze nebudeme v programech zabihat do technickych detaili
konkrétnich jazyki ¢i architektury, nicméné s jejich znalosti bude uz potom snadné pseu-
dokéd do programovaciho jazyka prepsat. Operace budeme popisovat slovné, pripadné
matematickou symbolikou.

Nyni spocitdme celkovy pocet provedenych tzv. elementdrnich operaci. Timto pojmem
rozumime predevsim operace séitani, od¢itani, nasobeni, porovnavani; také zakladni fidici
konstrukce, jako jsou tfeba skoky a podminéné skoky. Zkratka to, co normalni procesor
zvladne jednou nebo nejvyse nékolika instrukcemi. Elementarni operaci rozhodné neni
napiiklad pfesun pamétového bloku z mista na misto, byt ho zapiseme jedinym prikazem,
tfeba pfi praci s textovymi fetézci.

Cas vykonani jedné elementarni operace prohlasime za jednotkovy a zbavime se tak ja-
kychkoli jednotek ve vysledné dobé béhu algoritmu. V zasadé je za elementarni operace
mozné zvolit libovolnou rozumnou sadu — doba provadéni programu se tak zméni nejvyse
konstanta-krat, na ¢emz, jak za chvili uvidime, zase tolik nezalezi.
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Nékolik pfikladi s hvézdi¢kami

Nez pokroc¢ime dale, zkusme urcit pocet provedenych operaci u nékolika jednoduchych
algoritmt. Ty si nejprve na tGvod pre¢tou ze vstupu prirozené ¢islo n a pak vypisuji
hvézdicky. Ukol si navic zjednodusime: misto po&itani viech operaci budeme poéitat jen
vypsané hvézdicky. Ctenaf necht zkusi nejdifve u kazdého algoritmu pocet hvézdicek
spocitat sdm, a teprve potom se podivat na nas vypocet.

Algoritmus HVEZDICKY1
Vstup: Cislo n

1. Proi=1,...,n opakujeme:
2. Pro j =1,...,n opakujeme:
3. Vytiskneme *.

V algoritmu 1 vidime, ze vnéjsi cyklus se provede n-krat, vnotreny cyklus pokazdé také
n-krat, dohromady tedy n? vytisténych hvézdicek.

Algoritmus HVEZDICKY2
Vstup: Cislo n

1. Pro:=1,...,n opakujeme:
2. Pro j =1,...,7 opakujeme:
3. Vytiskneme *.

Rozepisme, kolikrat se provede vnitini cyklus v zavislosti na ¢. Pro ¢ = 1 se provede
jedenkrat, pro ¢ = 2 dvakrat, a tak dale, az pro ¢ = n se provede n-krat. Dohromady se
vytiskne 1+ 243+ ...+ n hvézdicek, coz naptiklad pomoci vzorce na soucet aritmetické
fady seCteme na n(n + 1)/2.

Algoritmus HVEZDICKY3
Vstup: Cislo n
1. Dokud n > 1, opakujeme:
2. Vytiskneme *.
3. n < |[n/2|

V kazdé iteraci cyklu se n snizi na polovinu. Provedeme-li cyklus k-krat, snizi se hodnota n
na |n/2% ], neboli kles4 exponencidlné rychle v zavislosti na poctu iteraci cyklu. Chceme-
-li uréit pocet iteraci, vyfesime rovnici |n/2¢] = 1 pro neznamou £. Vysledkem je tedy
zhruba dvojkovy logaritmus n.
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Algoritmus HVEZDICKY4
Vstup: Cislo n
1. Dokud je n > 0, opakujeme:

2. Je-li n liché:

3. Proi=1,...,n opakujeme:
4. Vytiskneme *.

5. n+ |n/2|

Zde se jiz situace zac¢ind komplikovat. V kazdé iteraci vnéjsiho cyklu se n snizi na polovinu
a vnoreny cyklus se provede pouze tehdy, bylo-li predtim n liché.

To, kolikrat se vnotfeny cyklus provede, tedy neptijde tiplné snadno vyjadrit pouze z veli-
kosti ¢isla n. Spocitejme, jak vypada nejdelsi mozny pribéh algoritmu, kdy test na lichost
n pokazdé uspéje. Tehdy se vytiskne h = n + [n/2] + [n/22] + ...+ |[n/2%| +... +1
hvézdicek. Protoze neni na prvni pohled vidét, kolik h prepsané do tohoto jednoduchého
vzorce vyjde, spokojime se alespoii s hornim odhadem hodnoty h.(?

Oznac¢me symbolem s pocet ¢lenti v souctu h. Pak mtizeme tento soucet upravovat takto:

i=0 1=0

=0 =0

Nejprve jsme vyuzili toho, ze || < z pro kazdé x. Poté jsme vytkli n a pridali do fady
dalsi ¢leny az do nekonecna, ¢imz soucet urcité neklesl.

Jak vime z matematické analyzy, geometrickd rada Y o, q" pro jakékoliv ¢ € (—1,1)
konverguje a ma soucet 1/(1 — ¢). V nasem piipadé je ¢ = 1/2, takze soucet fady je 2.
Dostavame, ze pocet vytisténych hvézdicek nebude vyssi nez 2n.

Protoze se v této kapitole snazime vybudovat miru doby béhu algoritmu a nikoli poc¢tu
vytisténych hvézdicek, ukazeme u nasich prikladi, ze z poc¢tu vytisténych hvézdicek vyply-
va i Tadovy pocet vSech provedenych operaci. V algoritmu 1 na vytisténi jedné hvézdicky
provedeme maximélné CtyTfi operace: zménu proménné j, mozna jesté zménu promeénné 4
a testy, zdali neskoncil vnitini ¢i vnéjsi cyklus. V algoritmech 2 a 3 je to velmi podobné
— na vytisténi jedné hvézdicky potiebujeme maximalné ¢tyri dalsi operace.

Algoritmus 4 v pripadé, Ze vSechny testy lichosti uspéji, pro tisk hvézdicky provede zmé-

nu proménné ¢, maximalné jeden test lichosti, maximélné jednu aritmetickou operaci s n

(2> Nenechte se mylit — a¢ na to nevypad4, odhad je naprosto exaktni pojem. V matematice to znamend
libovolnou nerovnost, kterd néjakou nezndmou veli¢inu omezuje shora (horn{ odhad), nebo zdola (odhad
dolni).
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a podminény skok. Co vSak je-li nékdy v prubéhu n sudé? Co kdyz test na lichost uspéje
pouze jednou nebo dokonce viibec? (K rozmysleni: kdy se to mize stat?) Muze se te-
dy prihodit, Zze se vytiskne jen velmi mélo hvézdicek (tfeba jedna), a algoritmus presto
vykond velké mnozstvi operaci. V tomto algoritmu tedy pocet operaci s poctem hvéz-
di¢ek nekoresponduje. Ctenare odkéZeme na cviceni E aby zjistil presné, na ¢em pocet
vytisténych hvézdicek zavisi.

Ktery algoritmus je lepsi?
Pojdme shrnout poéty vykonanych kroku (nebo alespoii jejich horni odhady) nasich ¢étyt
algoritmu:

HVEZDICKY1  4n?

HVEZDICKY2  4n(n+1)/2 =2n? + 2n
HVEZDICKY3  4logyn

HVEZDICKY4  8n

Jakmile umime pocet krokt popsat dostatené jednoduchou matematickou funkei, mu-
zeme predpovédét, jak se algoritmy budou chovat pro ruznd n, aniz bychom je skutecéné
spustili.

Predstavme si, ze n je néjaké gigantické c¢islo, feknéme v fadu biliont. Nejprve si vSim-
néme, ze algoritmus 3 bude nejrychlejsi ze vSech — i pro tak obrovské n se vykona pouze
nékolik malo krokt. Algoritmus 4 vykond krokt radové biliony. Zato algoritmy 1 a 2
budou mnohem, mnohem pomalejsi.

Dalsi postfeh se bude tykat algoritm@i 1 a 2. Pro, feknéme, n = 10'° vykond prvni
algoritmus 4 - 102° kroktt a druhy algoritmus zhruba 2 - 102° krokti. Na prvni pohled
se zda, ze je tedy prvni dvakrat pomalejsi nez druhy. Zdani ale klame: rtizné operace,
které jsme povazovali za elementarni, mohou na skutecném pocitaci odpovidat rtznym
kombinacim strojovych instrukei. A dokonce i jednotlivé strojové instrukce se mohou lisit
v rychlosti.

V nasi ponékud abstraktni predstavé o dobé vypoctu se takto jemné rozdily ztraceji.
Algoritmy 1 a 2 prosté neumime porovnat. Presto mizeme jednoznac¢né fici, Ze oba jsou
vyrazné pomalejsi nez algoritmy 3 a 4.

Napristé tedy budeme multiplikativni konstanty v poctech operaci velkoryse prehlizet.
Beztak jsou strojové zavislé a chovani algoritmu pro velkd n nijak zdsadné neovlivnuji.
Podobné si miizeme vdimnout, Ze ve vyrazu 2n? + 2n je pro velkd n ¢len 2n? obrovsky
oproti 2n, takze 2n muzeme klidné vynechat.

Doby vypoctu nasich ukazkovych algoritmi tedy mizeme popsat jesté jednodussimi funk-
cemi n?, n?, logy n a n, aniz bychom pfisli o cokoliv zasadniho.
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Cviceni
1. Urcete pocet vytisténych hvézdicek u algoritmu HVEZDICKY3 naprosto presné, jed-
noduchym vzorcem.

2*  Na ¢em u algoritmu HVEZDICKY4 z4visi podet vytisténych hvézdicek? Najdéte presny
vzorec, pripadné co nejtésnéjsi dolni a horni odhad.

2.3 Slozitost algoritmu

Casova slozitost

Uz jsme se naucili, jak stanovit dobu béhu algoritmu pro konkrétni vstup. Dokonce jsme
v prikladech s hvézdickami uméli dobu béhu vyjadrit jako funkci vstupu. Malokdy to
pujde tak snadno: vstup byva mnohem slozitéjsi nez jedno jediné c¢islo. Presto obvykle
bude platit, ze pro ,,vétsi“ vstupy program pobézi pomaleji nez pro ty ,mensi“
Poridime si proto néjakou miru velikosti vstupu a ¢as budeme vyjadiovat v zavislosti
na ni. Pokud program pro rtzné vstupy téze velikosti bézi rizné dlouho, uvazime ten
nejpomalejsi pripad — vzdy je dobré byt pripraveni na nejhorsi. Tim dostaneme funkci,
které se tikéa casovd sloZitost algoritmu.

Zastavme se na chvili u toho, co si predstavit pod velikosti vstupu. Pokud je vstupem
posloupnost ¢isel, obvykle za velikost povazujeme jejich pocet. Podobné za velikost fetézce
znaku prohldsime pocet znaki. Tento pristup ale selZze tfeba pro Euklidiuv algoritmus
z oddilu E, ten na vstupu pokazdé dostava dvé Cisla a bézi ruzné dlouho v zavislosti na
jejich hodnotéach. Tehdy je prirozené povazovat za velikost vstupu maximum ze zadanych
¢isel.

Vyzbrojeni pfedchozimi poznatky, popiseme ,kuchatku®, jak urc¢it casovou slozitost da-
ného algoritmu. Jesté to nebude poctivd matematickd definice, tu si nechdme na ptisti
oddil, ale pro témér vsechny algoritmy z této knizky poslouzi stejné dobre.

1. Ujasnime si, jak se méii velikost vstupu.

2. Uréime maximalni mozny pocet f(n) elementarnich operaci algoritmu provedenych
na vstupu o velikosti n. Pokud neumime urc¢it pocet operaci presné, najdeme alespon
co nejlepsi horni odhad.

3. Ve vysledné formuli f(n), kterd je soué¢tem nékolika ¢lentt, ponechdme pouze nejrych-
leji rostouci ¢len a ty ostatni zanedbame, tj. vypustime.

4. Seskrtdame multiplikativni konstanty — tedy ty, kterymi se zbytek funkce nasobi. Ale
jen ty! Nikoli ostatni ¢isla ve vzorci.
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Jak bychom podle nasi kuchaiky postupovali u algoritmu HVEZDICKY2? Uz jsme spocetli,
7e se vykona nejvyse 2n? 4+ 2n elementérnich operaci. Skrtneme ¢len 2n a zbude nam
2n%. Na zdvér skrtneme multiplikativni konstantu 2. Pozor, dvojka v exponentu neni
multiplikativni konstanta.

Funkci g(n), kterd zbude, nazveme asymptotickou ¢asovou slozitosti algoritmu a tento fakt
ozna¢ime vyrokem ,algoritmus méa ¢asovou slozitost O(g(n))“ Nase ukdzkové algoritmy
tudiz majf po fadé ¢asovou slozitost O(n?), O(n?), O(logn) a O(n).

Zde necht si ¢tendr povSimne, ze jsem ve vyrazu O(logn) vynechali zéklad logaritmu.
Jednak je v informatické literatute zvykem, Ze log bez uvedeni zékladu je dvojkovy (takové
jsou nejéastéjsi). Mnohem dulezitéjsi ale je, Ze logaritmy o ruznych zdkladech se lisi pouze
konstanta-krat a konstanty preci zanedbavame (viz cviceni E)

Bézné slozitostni funkce

Slozitosti algoritmi mohou byt velmi komplikované funkce. Nejcastéji se vsak setkavame
s algoritmy, které maji jednu z nédsledujicich slozitosti. SloZitosti O(n) fkdme linedrni,
O(n?) kvadratickd, O(n3) kubickd, O(logn) logaritmickd, O(2") exponencidlni a O(1)
konstantni (provede se pouze konstantné mnoho kroku).

Jak zasadni roli hraje Casova slozitost algoritmu, je poznat z nasledujici tabulky ristu
funkei (obrézek 9.

Funkce n =10 n = 100 n = 1000 n = 10000
logn 1 2 3 4

n 10 100 1000 10000
nlogn 10 200 3000 40000
n? 100 10000 106 108

n? 1000 106 10° 10'2

o 1024 ~ 103! ~ 10310 ~ 103100

Obrazek 2.2: Chovani rGznych funkci

Zkusme do dalsi tabulky (obrézek@ zaznamenat odhad, jak dlouho by algoritmy s uve-
denymi ¢asovymi slozitostmi béZely na souc¢asném pocitaci typu PC. Obvyklé PC (v roce
2017) vykona okolo 10? instrukef za sekundu. Algoritmus s logaritmickou slozitost{ dobéh-
ne v fadu nanosekund pro jakkoliv velky vstup. I ten s linearni slozitosti je jesté prijemné
rychly a muzeme cekat, Ze bude pouzitelny i pro opravdu velké vstupy. Zato kubicky
algoritmus se pro n = 10000 fadné zadycha a my se na vysledek nacekdme pres ctvrt
hodiny.
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To ale nic neni proti exponencidlnimu algoritmu: pro n rovné postupné 10, 20, 30, 40, 50
pobézi cca 1 us, 1ms, 1s, 18 min a 13 dni. Pro n = 100 se uz vysledku nedockame — az
Zemé zanikne a hvézdy vyhasnou, program bude stile pocitat a pocitat.

SloZitost n =10 n =100 n = 1000 n = 10000
logn 1 ns 2 ns 3 ns 4 ns

n 10 ns 100 ns 1 pus 10 ps
nlogn 10 ns 200 ns 3 us 40 ps
n? 100 ns 10 us 1 ms 0.1s
n3 1 us 1 ms 1s 16.7 min
2" 1 pus 10%4 let 10303 let 103093 Jet

Obrazek 2.3: Priblizné doby béhu programu s rlznymi slozitostmi

Znalec trhu s hardwarem by samoziejmé mohl namitnout, Ze vyvoj pocitaci jde kupredu
tak rychle, ze kazdé dva roky se jejich vykon zdvojndsobi (tomu se ¥ikd Mooretv zdkon).
Jenze algoritmus se slozitosti O(2") na dvakrat rychlejsim poéitaéi zpracuje ve stejném
¢ase pouze o jednicku vétsi vstup. Budeme-li trpélivé cekat 20 let, ziskdme tisickrat rych-
lejsi pocitac, takze zpracujeme o 10 vétsi vstup.

Proto se zpravidla snazime exponencidlnim algoritmim vyhybat a uchylujeme se k nim,
pouze pokud nemame jinou moznost. Naproti tomu polynomidlni algoritmy, tedy ty se
slozitostmi O(n*) pro pevna konstantni k, mtzeme chépat jako efektivni. I mezi nimi
samoziejmé budeme rozliSovat a snazit se o co nejmensi stupen polynomu.

Prostorova slozitost

Velmi podobné jako Casové slozitost se dd zavést tzv. prostorovd sloZitost (nékdy téz pa-
métovd sloZitost), kterd mér{ pamétové naroky algoritmu. K tomu musime spocitat, kolik
nejvice tzv. elementarnich pamétovych bunék bude v daném algoritmu v kazdém okamzi-
ku pouzito. V bé&nych programovacich jazycich (jako jsou napiiklad C nebo Pascal) za
elementarni bunku mizeme povazovat naptiklad proménnou typu integer, float, byte,
¢i ukazatel, naopak elementarni velikost rozhodné nemaji pole ¢i textové retézce.

Opét vyjadiime mnozstvi spotFebovanych pamétovych bunék funkei f(n) v zdvislosti na
velikosti vstupu n, pokud to neumime presné, tak alespon co nejlepsim hornim odhadem,
aplikujeme ¢tyfbodovou kuchaiku a vysledek zapiSeme pomoci notace O(g(n)). V nasich
Ctyfech pifkladech je tedy vSude prostorova slozitost O(1), nebot vidy pouzivime pouze
konstantni mnozstvi celo¢iselnych proménnych.
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Priimérna slozitost

Doposud jsme uvazovali takzvanou slozitost v nejhorsim pripadé: zajimalo nés, jak nejdéle
muze algoritmus pocitat, dostane-li vstup dané velikosti. Nékdy se ale stava, ze vypocet
obvykle dobéhne rychle, pouze existuje nékolik malo anomalnich vstupti, na nichz je poma-
v prumérném piipadé). Funkce popisujici tuto slozitost je definovana jako aritmeticky
prumér ¢asovych (prostorovych) ndroku algoritmu pres vsechny vstupy dané velikosti.

Alternativné muzeme prumérnou slozitost definovat pomoci teorie pravdépodobnosti.
Predstavime si, ze budeme vstup volit ndhodné ze vsech vstupt dané velikosti. Potom
stfedni hodnota ¢asovych (prostorovych) ndroku programu bude pravé prumérné casova
(prostorovd) sloZitost.

Pravdépodobnostni analyzu algoritmu prozkoumame v kapitolema poskytne nam mnoho
zajimavych vysledki.

Slozitost problému

Vedle slozitosti algoritmu (resp. programu) zavadime také pojem sloZitost problému. Pied-
stavine si, ze pro dany problém P zname algoritmus, ktery ho Fesi s ¢asovou slozitosti s(n),
a zaroven umime dokéazat, Ze neexistuje algoritmus, ktery by problém P fesil s lepsi ca-
sovou slozitost{ nez s(n). Potom dava smysl Tici, ze sloZitost problému P je s(n).

Stanovit slozitost néjakého problému je obvykle velice obtizny tikol. Casto se musime
spokojit pouze s horni mezi slozitosti problému, odvozenou typicky popisem a analyzou
vhodného algoritmu, a dolni mezi slozitosti problému, odvozenou typicky néjakym mate-
matickym argumentem.

Koncept je hezky vidét napriklad na problému tridéni prvka: dostaneme n prvki, které
umime pouze porovnavat a presouvat, a mame je prerovnat do rostouci posloupnosti. Ten-
to problém je dobre prostudovan: jeho slozitost je fadové nlogn. To znamena, Ze existuje
algoritmus schopny sefadit n prvki v ¢ase O(nlogn) a zaroven neexistuje asymptoticky
rychlejsi algoritmus. Toto tvrzeni precizné formulujeme a dokazeme v oddilu E

Cviceni

1. Jakd je slozitost nésledujictho (pseudo)kédu vzhledem k n?

1. Opakujeme, dokud n > 0:
2. Je-li n liché, polozime n <+ n — 1.
3. Jinak polozime n + |n/2].
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2. Stanovte ¢asovou a prostorovou slozitost vSech algoritmii z kapitoly

3. Dokazte, ze log, n a log, n se liSi pouze konstanta-krat, pri¢emz konstanta zavisi na
a a b, ale nikoliv na n.

2.4 Asymptoticka notace

Matematicky zalozeny ¢tenar jisté citi, ze popis ,,zjednodusovani“ funkci v nasi ¢tyrbodové
kuchaice je ponékud vagni a zada si exaktni definice. Pojdme se do nich pustit.

Definice: Necht f,g: N — R jsou dvé funkce. Rekneme, Ze funkce f(n) je tiidy O(g(n)),
jestlize existuje takova kladnd redlnd konstanta ¢, Ze pro skoro vsechna n plati f(n) <
cg(n). Skoro vSemi n se mysli, Ze nerovnost mize selhat pro koneéné mnoho vyjimek, tedy
Ze existuje néjaké prirozené ng takové, Ze nerovnost plati pro vSechna n > ng. Funkci g(n)
se pak ikd asymptoticky horni odhad funkce f(n).(%)

Jinymi slovy, dostate¢né velky ndsobek funkce g(n) shora omezuje funkei f(n). Koneéné
mnoho vyjimek se hodi tehdy, mé-li funkce g(n) nékolik podateénich funkénich hodnot
nulovych ¢i dokonce zapornych, takze je nemuzeme ,prebit“ jakkoliv vysokou konstan-
tou c.

Ponékud formalnéji bychom se na zépis O(g) mohli divat jako na mnozinu vSech funkei f,
které spliuji uvedenou definici. Pak muzZeme misto ,funkce f je t¥idy O(g)“ psat prosté
f € O(g). Navic ndm to umozni elegantné zapisovat i rtizné vztahy typu O(n) C O(n?).

Ve vétsiné informatické literatury se ovsem s O-ckovou notaci zachazi mnohem nepoiad-
néji: casto se pise ,,f je O(g)“, nebo dokonce f = O(g). I my si obcas takové zjednoduseni
dovolime. Stale ale méjme na paméti, ze se nejednd o zddnou rovnost, nybrz o nerovnost

(horni odhad).

Zbyva nahlédnout, zZe instrukce nasi ¢tyrbodové kucharky“ jsou dusledky pravé vyslovené
definice. Ctvrty bod nas nabada ke skrtani multiplikativnich konstant, coz definice O
primo dovoluje. Treti bod mizeme formalné popsat takto:

Lemma: Necht f(n) = f1(n) + fa(n) a fi(n) € O(f2(n)). Pak f(n) € O(f>(n)).

Diikaz: Z predpokladu vime, ze f1(n) < cfa(n) plati skoro vsude pro vhodnou konstantu c.
Proto je také skoro vSude f1(n) + fa(n) < (1+¢)- fa(n), coz se jisté vejde do O(f2(n)). O

3 Pro¢ se tomuto odhadu ks asymptoticky? V matematické analyze se zkoums asymptota funkce,
coz je primka, jejiz vzdalenost od dané funkce se s rostoucim argumentem zmensuje a v nekonecnu se
dotykaji. Podobné my zde zkoumame chovéni funkce pro n blizici se k nekonec¢nu.
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Pozor na to, ze vyjadreni slozitosti pomoci O muze byt prilis hrubé. Kvadraticka funkce
2n? + 3n + 1 je totiz tifdy O(n?), ale podle uvedené definice pati{ také do tiidy O(n?),
O(n?), atd. Proto se ndm bude hodit také obdobné znaceni pro asymptoticky dolni odhad
a ,asymptotickou rovnost*.

Definice: Mé&jme dvé funkce f,g : N — R. Rekneme, ze funkce f(n) je t¥idy Q(g(n)),
jestlize existuje takova kladné redlnd konstanta c, ze f(n) > cg(n) pro skoro vsechna n.
Tomu se tika asymptoticky dolni odhad.

Definice: Rekneme, Ze funkce f(n) je tiidy ©(g(n)), jestlize f(n) je jak t¥idy O(g(n)), tak
tiidy Q(g(n)).

Symboly Q a © mohou opét znadit i prislusné mnoziny funkci. Pak jisté plati ©(g) =
O(g) N g).

Priklad: O nasich ukdzkovych algoritmech 1, 2, 3, 4 mizeme Tici, ze maji slozitosti po

fadé ©(n?), ©(n?), O(logn) a O(n).

Pii skutecném srovnavani algoritmt by tedy bylo lepsi zapisovat slozitost pomoci O,
nikoliv podle O. To by zajisté poskytlo Uplnéjsi informaci o chovani funkce. Ne vzdy
se nam to ale povede: analyzou algoritmu mnohdy dostdvame pouze horni odhad poctu
provedenych instrukci nebo potfebnych pamétovych mist. Napriklad se ndm muze stat,
ze v algoritmu je nékolik podminek a nedovedeme urcit, které z jejich moznych kombinaci
mohou nastat soucasné. Radéji tedy predpokladame, ze nastanou vSechny, ¢imz dostaneme
horni odhad.

Budeme proto nadale vyjadrovat slozitost algoritmi prevazné pomoci symbolu O. Pii
tom vsak budeme usilovat o to, aby byl nas odhad asymptotické slozitosti co nejlepsi.

Cviceni

1.  Naleznéte co nejvice asymptotickych vztaht mezi témito funkcemi: n, logn, loglogn,
Vn, nlogn 2n 32 plopn,

2. Nahlédnéte, ze f(n) € ©(g(n)) by se dalo ekvivalentné definovat tak, ze pro vhodné
konstanty ¢1,ce > 0 plati ¢1g(n) < f(n) < cag(n) pro skoro vsechna n.

3. Dokazte, ze O(f(n) + g(n)) = O(max(f(n),g(n))) pro f,g > 0.

4. Dokazte, ze nlogn ¢ O(n).
5. Dokazte, ze logn € O(n) pro kazdé ¢ > 0.
6. Najdéte co nejlepsi asymptoticky odhad funkce log,, (n!).

Najdéte funkce f a g takové, Ze neplati ani f = O(g), ani g = O(f).
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2.5 Vypocetni model RAM

Matematicky zalozeny jedinec stale nemuze byt plné spokojen. Doposud jsme totiz odby-
vali presné urceni toho, co muzeme v algoritmu povazovat za elementarni operace a ele-
mentarni pamétové bunky. Nasi snahou bude vyhnout se obtizné resitelnym otdzkam
u veéci jako napiiklad reprezentace redlnych cisel a zachazeni s nimi. Situaci vyTesime
Salamounsky — definujeme vlastni teoreticky stroj, ktery bude mit presné definované cho-
vani, presné definovany Cas provadéni instrukci a presné definovany rozsah a vlastnosti
pamétové bunky. Potom dava dobry smysl mérit casovou a pamétovou narocnost napro-
gramovaného algoritmu naprosto presné — nezdrzuji nas vedlejsi efekty realnych pocitaci
a operacnich systém.

Jednim z mnoha teoretickych modeli je tzv. Random Access Machine, neboli RAM. (%)
RAM neni jeden pevny model, nybrz spiSe rodina podobnych stroju, které sdileji urcité
spole¢né vlastnosti.

Pamét RAMu tvoii pole celo¢iselnych bunék adresovatelné celymi ¢isly. Kazda bunka
pojme jedno celé cislo. Bystry ¢tenar se nyni otaze: ,To jako neomezené velké ¢islo?*
Problematiku omezeni kapacity bunky rozebereme nize.

Program je konec¢nd posloupnost sekvencné provadénych instrukei dvou typu: aritmetic-
kych a ridicich.

Aritmetické instrukce maji obvykle dva vstupni argumenty a jeden vystupni argument.
Argumenty mohou byt budto pfimé konstanty (s vyjimkou vystupniho argumentu), pfimo
adresovand pamétova burika (zadand ¢islem) nebo nepfimo adresovand pamétova bunka
(jeji adresa je ulozena v pfimo adresované buiice).

Ridici instrukce zahrnuji skoky (na konkrétni instrukci programu), podminéné skoky (na-
priklad kdyz se dva argumenty instrukce rovnaji) a instrukeci zastaveni programu.

Na zacatku vypoctu obsahuje pamét v urcenych bunkach vstup a obsah ostatnich bunék
je nedefinovan. Potom je program sekvenc¢né provadén, instrukei za instrukci. Po zastaveni
programu je obsah smluvenych mist v paméti interpretovan jako vystup programu.

Zminme také, ze existuji ,,jesté teoreti¢téjsi“ vypodetni modely, jejichz zastupcem je tzv.
Turinguv stroj.

4 Nézev lze pielozit do estiny jako ,stroj s ndhodnym pifstupem. Méné otrocky a vystiznéjsi pieklad
by mohl znit ,stroj s pfimym pristupem do paméti“, coz je vSak zase prilis dlouhé a kostrbaté, stroji tedy
budeme fikat prosté RAM. Pozor, hrozi zmateni zkratek s Random Access Memory, ¢ili béZnym nézvem
operacni paméti pocitace typu PC.
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Konkrétni model RAMu

V nasem popisu stroji z rodiny RAM jsme vynechali mnoho podstatnych detail. Napri-
klad presny cas vykonavani jednotlivych instrukei, povoleny rozsah ¢isel v jedné pamétové
bunce, prostorovou slozitost jedné bunky, presné vymezeni instrukéni sady, zejména arit-
metickych operaci.

V tomto oddilu presné definujeme jeden konkrétni model RAMu. PopiSeme tedy pamét,
zachazeni s programem a vypoctem, instrukéni sadu a chovani stroje.

Procesor v kazdém kroku provede pravé jednu instrukci. Typickd instrukce precte je-
den nebo dva operandy z paméti, néco s nimi spocitd a vysledek opét ulozi do paméti.
Operandem instrukce muze byt:

® [iterdl — konstanta zakdédovana primo v instrukci. Literaly zapisujeme jako ¢isla v de-
sitkové soustavé.

® primo adresovand bunka — ¢islo ulozené v pamétové bunce, jejiz adresa je zakédovana
v instrukci. Zapisujeme jako [adresa], kde adresa je libovolné celé ¢islo.

® neprimo adresovand burnka — Cislo ulozené v bunce, jejiz adresa je v primo adresované
bunce. Piseme [[adresal].

Operandy tedy mohou byt napiiklad 42, [16], [-3] nebo [[16]], ale nikoliv [[[5]]] ani
[3%[5]1]. Svij vysledek mize instrukce ulozit do pfimo ¢i nepiimo adresované pamétové
buriky.

Vstup a vystup stroj dostava a predava vétsinou v pameétovych bunkach s nezadpornymi
indexy, bunky se zapornymi indexy se obvykle pouzivaji pro pomocna data a proménné.
Prvnich 26 bunék se zapornymi indexy, tj. [-1] az [-26] méa pro snazsi pouziti pritazeny
prezdivky A, B, az Z a fikdme jim registry. Jejich hodnoty lze libovolné cist a zapisovat
a pouzivat pro indexaci paméti, lze tedy psat napr. [A], ale nikoliv [[A]]. Registry lze
pouzit napriklad jako lozisté ¢asto uzivanych pomocnych proménnych.

Nyni vyjmenujeme instrukce stroje. X, Y a Z vzdy predstavuji néktery z vyse uvedenych
vyrazu pro pristup do paméti ¢i registria, Y a Z mohou byt navic i konstanty.

e Aritmetické instrukce:
e Prirazeni: X :=Y
® Negace: X :=-Y
e S¢itani: X :=Y + 27
e Odcitani: X :=Y -Z
® Nisobeni: X :=Y * 7
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® Celociselné déleni: X :=Y / Z
Cislo Z musf byt nenulové. Zaokrouhlujeme vzdy k nule, takze (—1) /3 =0 =
-(17/3).

® 7Zbytek po celociselném déleni: X :=Y %, Z
Cislo Z musi byt kladné. Dodrzujeme, 7e (Y / Z)* Z + (Y % Z) = Y, takie
(-1)%3=-1.

® [ogické instrukce:

e Bitovd konjunkce (AND): X :=Y & Z
i-ty bit vysledku je 1 pravé tehdy, kdyz jsou jednickové i-té bity obou operandi.
Napriiklad 12 &5 = (1100)2 & (0101)5 = (0100) = 4.

e Bitova disjunkce (OR): X :=Y | Z
i-ty bit vysledku je 1, pokud je jednickovy i-ty bit aspon jednoho operandu.
Napriklad 12 | 5 = (1100)2 | (0101)2 = (1101)3 = 13.

¢ Bitova nonekvivalence (XOR): X :=Y ~ Z
i-ty bit vysledku je 1, pokud je jednickovy -ty bit pravé jednoho operandu.
Naprtiklad 12 =5 = (1100)s ~ (0101)3 = (1001)s = 9.

® Bitovy posun doleva: X :=Y «Z
Doplnéni Z nul na konec bindrniho zapisu ¢isla Y. Napiiklad 11«3 = (1011)9«3 =
(1011000), = 88.

® Bitovy posun doprava: X :=Y » Z
Smazan{ poslednich Z bitt bindrniho zdpisu ¢isla Y. Napiiklad 11»2 = (1011)3>»
2= (10); = 2.

e Ridicf instrukce:
® Ukonceni vypocétu: halt
e Nepodminény skok: goto label, kde label je néveésti, které se definuje napsanim
label : pred instrukei.
® Podminény ptikaz: if podminka then instrukce, pricemz instrukce je libovol-
na instrukce kromé podminéného piikazu a podminka je jeden z nasledujicich
logickych vyrazi:
® Test rovnosti: Y =2
® Negace testu rovnosti: Y <> Z
® Test ostré nerovnosti: Y < Z, pripadné Y > Z
® Test neostré nerovnosti: Y <= Z, pripadné Y >= 7

Doba provadéni podminéného prikazu nezavisi na splnéni jeho podminky a je stejnd jako

doba provadéni libovolné jiné instrukce. Doba béhu programu, kterou pouzivame v nasi
definici ¢asové slozitosti, je tedy rovna celkovému poc¢tu provedenych instrukci.
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vevs

S méfenim spotfebované paméti musime byt trochu opatrnéjsi, protoze program by mohl
vyuzit malé mnozstvi bunék rozprostrenych po obrovském prostoru. Budeme tedy mérit
rozdil mezi nejvyssim a nejnizsim pouzitym indexem paméti.

Casovou a pamétovou slozitost pak definujeme zavedenym zpusobem jako maximum ze

spotfeby Casu a paméti pres vSechny vstupy dané velikosti. Roli velikosti vstupu obvykle
hraje pocet pamétovych bunék obsahujicich vstup.

Upozornujeme, ze do ¢asové slozitosti nepoc¢itdme dobu potfebnou na nacteni vstupu —
podle nasi konvence je vstup pfi zahdjeni vypoctu uz pritomen v paméti. Muzeme tedy
studovat i algoritmy s lepsi nez linedarni casovou slozitosti, naptiklad bindrni vyhledé-
vani z oddilu m Pokud navic program do vstupu nebude zapisovat, nebudeme pamét
zabranou vstupem ani pocitat do spotifebovaného prostoru.

Priklad programu pro RAM
Pro ilustraci prepiSeme algoritmus HVEZDICKY2 z piedchozich oddilid co nejvérnéji do
programu pro nas RAM. Pripomenme tento algoritmus:

Algoritmus HVEZDICKY?2
Vstup: Cislo n

1. Proi=1,...,n opakujeme:
2. Pro j =1,...,7 opakujeme:
3. Vytiskneme *.

Zadéni pro RAM formulujeme takto: V bunice [0] je uloZeno ¢islo n. Vystup je tvoien po-
sloupnosti bunék poéinaje [1], ve kterych je v kazdé zapséna jednicka (namisto hvézdicky
jako v ptivodnim programu).

I:=1
Z =1
VNEJSI: if I > [0] then halt
J =1
VNITRNI: if J > I then goto DALSI
[z] :=1
Z :=7Z+ 1
J:=J+1
goto VNITRNI
DALSI: I:=1+1

goto VNEJSI

Registry I a J odpovidaji stejnojmennym proménnym algoritmu, registr Z ukazuje na
bunku paméti, kam zapiseme ptisti hvézdicku.
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Omezeni kapacity pamétové bunky

Nas model mé zatim jednu vyrazné neredlnou vlastnost — neomezenou kapacitu pamétové
bunky. Toho lze vyuzit k nejriznéjsim trikiim. Ponechme naptiklad ¢tenari k rozmysleni,
jak veskerd data programu ulozit do konstantné mnoha pamétovych bunék (cviceni E aﬂ)
a pomoci této ,komprese* programy absurdné zrychlovat (cviceni E)

Proto upravime stroj tak, abychom na jednu stranu neomezili kapacitu burky prilis, ale na
druhou stranu kompenzovali nepfirozené vyhody plynouci z jeji neomezenosti. Moznosti
je mnoho, ukazeme jich tedy nékolik, ke kazdé dodame, jaké jsou jeji vyhody a nevyhody,
a na zdvér zvolime tu, kterou budeme pouzivat v celé knize.

Priblizeni prvni. Omezime kapacitu pamétové bunky pevnou konstantou, feknéme na 64
bit. Tim jisté odpadnou problémy s neomezenou kapacitou, lze si také predstavit, ze arit-
metické instrukce pracujici s 64-bitovymi ¢isly 1ze hardwarové realizovat v jednotkovém
Case. Aritmetiku ¢isel delsich nez 64 bit1 lze fesit funkcemi na praci s dlouhymi ¢isly rozlo-
zenymi do vice pamétovych bunék. Zasadni nevyhoda vsak spociva v tom, ze jsme omezili
i adresy pamétovych bunék. Kazdy program proto muze pouzit pouze konstantni mnoz-
stvi paméti: 264 bunék. Soucasné pocitace typu PC to tak sice skuteéné maji, nicméné
z teoretického hlediska je takovy stroj nevyhovujici, protoze umoznuje zpracovavat pouze
konstantné velké vstupy.

Pfiblizeni druhé. Abychom mohli adresovat libovolné velky vstup, potfebujeme ¢isla o ale-
spon log n bitech, kde n je velikost vstupu. Omezime tedy velikost ¢isla v jedné pamétové
burice na k-logn bitd, kde k je libovolna konstanta. Hodnota ¢isla pak musi byt mensi nez
2klogn — (gloem)k — pk  Jinymi slovy, hodnoty éisel jsme omezili néjakym polynomem ve
velikosti vstupu.

Tento model odstranuje spoustu nevyhod predchoziho: vétsina zakeinych trika vyuziva-
jicich kombinaci neomezené kapacity bunky a jednotkové ceny instrukce k neprirozené
rychlému pocitadni na ném neuspéje. Model ma jedno omezeni — pokud je velikost c¢isla
v burice nejvyse polynomialni, znamend to, ze nemuzeme pouzit exponencialné ¢i vice
pamétovych bunék, protoze jich tolik zkratka nenaadresujeme. Nemuzeme tedy na tom-
to stroji pouzivat algoritmy s exponencialni pamétovou slozitosti. Ty jsou sice malokdy
praktické, ale naptiklad v oddilu se nam budou hodit.

PribliZeni tfeti. Abychom neomezili mnoZstvi paméti, potfebujeme povolit libovolné vel-
ké ¢isla. Vzdejme se tedy naopak predpokladu, ze vSechny instrukce trvaji stejné dlouho.
Zavedeme logaritmickou cenu instrukce. To znamenad, ze jedna instrukce potrva tolik jed-
notek casu, kolik je soucet velikosti vsech ¢isel, s nimiz pracuje, méreny v bitech. To
zahrnuje operandy, vysledek i adresy pouzitych bunék paméti. Cena se nazyva logarit-
mickd proto, ze pocet bitl ¢isla je imérny logaritmu ¢isla. Tedy napriklad instrukce [5]
:= 3x8 bude mit cenu 2+4+ 5+ 3 = 14 jednotek casu, protoze ¢isla 3 a 8 maji 2 a 4 bity,
vysledek 24 zabere 5 biti a uklada se na adresu 5 zapsanou 3-bitovym ¢islem.
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Je sice stale mozné ulozit veskera data programu do konstantné mnoha bunék, ale in-
strukce s takovymi ¢isly pracuji vyrazné pomaleji. V tom spociva i nevyhoda modelu.
I jednoduché algoritmy, které puvodné mély evidentné linearni casovou slozitost, najed-
nou pobézi pomaleji — napiiklad vypsdni n hvézdic¢ek potrva ©(nlogn), jelikoZ i obycejné
zvySen{ T{dici proménné cyklu zabere ¢as ©(logn). To je ponékud nepohodlné a skuteéné
pocitace se tak nechovaji.

PribliZeni ¢tvrté. Pokusme se o kompromis mezi predchozimi dvéma modely. Zavedeme
pomernou logaritmickou cenu instrukce. To bude logaritmicka cena vydélena logaritmem
velikosti vstupu a zaokrouhlend nahoru. Dokud tedy budeme pracovat s polynomidlné
velkymi ¢isly (tedy o Fadové logaritmickém poctu bitll), pomér bude shora omezen kon-
stantou a budeme si moci predstavovat, ze vSechny instrukce maji konstantni ceny. Jakmile
zaCneme pracovat s vétsimi Cisly, cena instrukci odpovidajicim zptisobem poroste.

Pomérné logaritmické ceny se tedy chovaji intuitivné, neomezuji adresovatelny prostor
a odstranuji paradoxy ptivodniho modelu. VSechny algoritmy v této knize tedy budeme
analyzovat v tomto modelu. Navic pouzijeme podobny model i pro méreni spotrebované
paméti: jedna bunka paméti zabere tolik prostoru, kolik je pocet bitii potrebnych na
reprezentaci jeji adresy a hodnoty, relativné k logaritmu velikosti vstupu. Zapocitame
vSechny bunky mezi minimaln{ a maximélni adresou, na niz program pristoupil.

Nase teoretickd préce je nyni u konce. Mdme presnou definici teoretického stroje RAM,
pro ktery je presné definovana Casova a prostorova slozitost programu na ném bézicich.
Miuzeme se pustit do analyzy konkrétnich algoritm.

Cviceni
1. Naprogramujte na RAMu zbyvajici algoritmy z oddilu E a z uvodni kapitoly.
2. Mgéjme RAM s neomezenou velikosti ¢isel. Vymyslete, jak zakdédovat libovolné mnoz-

stvi celych ¢isel ¢y, ..., ¢, do jednoho celého ¢isla C tak, aby se jednotliva ¢isla c;
dala jednoznacéné dekdédovat.

3.  Navrhnéte postup, jak v pripadé neomezené kapacity pamétové bunky pozménit
libovolny program na RAMu tak, aby pouzival jen konstantné mnoho pamétovych
bunék. Program muzete libovolné zpomalit. Kolik nejméné bunék je potreba?

4.  Spoditejte presné pocet provedenych instrukei v algoritmu HVEZDICKY2 naprogra-
movaném na RAMu. Vyjadrete jej jako funkci proménné n.

5.  Pokracujme v predchozim cviceni: jakd bude pfesnd doba béhu programu, zavede-
me-li logaritmickou, pripadné pomérnou logaritmickou cenu instrukce?
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Rozmyslete si, jak do instrukci RAMu prekladat konstrukce znamé z vyssich pro-
gramovacich jazyku: podminky, cykly, volani podprogrami s lokalnimi proménnymi
a rekurzi.

Vymyslete, jak na RAMu prohodit obsah dvou pamétovych bunék, aniz byste pouzili
jakoukoliv jinou bunku.

Vymyslete, jak na RAMu v konstantnim ¢ase otestovat, zda je ¢islo mocninou dvojky.

Méjme RAM s jednotkovou cenou instrukce a neomezenou velikosti ¢isel. Ukazte,
jak v ase O(n) zakédovat vektor n pFirozenych ¢éisel tak, abyste z kédi uméli v kon-
stantnim case vypocitat skaldrni soucin dvou vektort. Z toho odvodte algoritmus
pro nasobeni matic n x n v éase O(n?).

Interaktivni RAM: Na nasi verzi RAMu dostanou vSechny programy hned na zac¢atku
cely vstup, pak néjakou dobu pocitaji a nakonec vydaji cely vystup. Nékdy se hodi
dostavat vstup po ¢astech a prubézné na néj reagovat. Navrhnéte rozsiteni RAMu,
které to umozni.

Registrovy stroj je jesté jednodussi model vypoctu. Disponuje koneénym poctem re-
gistra, kazdy je schopen pojmout jedno pfirozené cislo. M4 tii instrukce: inc pro
zvyseni hodnoty registru o 1, dec pro sniZeni o 1 (sniZenim nuly vyjde opét nula)
a jmpeq pro skok, pokud se hodnoty dvou registrii rovnaji. Vymyslete, jak na re-
gistrovém stroji naprogramovat vynulovani registru, zkopirovani hodnoty z jednoho
registru do druhého a vynasobeni dvou registrii.

Megjme program pro RAM, jehoz vstupem a vystupem je konstantné mnoho ¢isel
(z cviceni | vime, Ze libovolny vstup lze takto zakddovat). Ukazte, jak takovy pro-
gram pfelozit na program pro registrovy stroj, ktery poéitd totéz. Casova slozitost
se prekladem muze libovolné zhorsit.
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3 Tridéni

Vyhledavani ve velkém mnozstvi dat je kazdodennim chlebem programatora. Hledani byva
snazsi, pokud si data vhodné usporadame. Seradime-li naptiklad pole n ¢isel podle veli-
kosti, algoritmus binarniho vyhledavani z oddﬂumv nich dokéze hledat v ¢ase ©(logn).
V této kapitole prozkouméme rizné zpusoby, jak data efektivné seradit neboli setridit.(!)

Obvykle budeme pracovat v takzvaném porovndvacim modelu. V paméti stroje RAM
dostaneme posloupnost n prvka aq,...,a,. Mimo to dostaneme kompardtor — funkci,
kterd pro libovolné dva prvky a; a a; odpovi, je-li a; < a;, a; > aj nebo a; = a;. Ukolem
algoritmu je prerovnat prvky v paméti do néjakého poradi by < by < ... < b,. S prvky
nebudeme provadét nic jiného, nez je porovnavat a presouvat. Budeme predpokladat, ze
jedno porovnani i presunuti stihneme provést v konstantnim case.

Ctenai znaly knihovnich funkei populdrnich programovacich jazyki si jisté vzpomene, ze
jednim z argumentii funkce pro tfidéni byva typicky takovyto komparator. My budeme
pro nazornost zapisu predpokladat, ze tfidime ¢isla a komparator se jmenuje prosté ,,<“
Stale se ale budeme hlidat, abychom nepouzili jiné operace nez ty povolené.

U tridicich algoritmt nas kromé ¢asové slozitosti budou zajimat i nasledujici vlastnosti:

Definice: Tridici algoritmus je stabilni, pokud kdykoliv jsou si prvky p; a p; rovny, tak
jejich vzajemné poradi na vystupu se shoduje s jejich poradim na vstupu. Tedy pokud je
p; = p; pro i < j, pak se p; ve vystupu objevi pfed p;.

Definice: Algoritmus tiidi prvky na misté, pokud prvky neopoustéji pamétové bunky,
v nichz byly zadany, s moznou vyjimkou konstantné mnoha tzv. pracovnich bunék. Kromeé
toho muze algoritmus uklddat libovolné mnozstvi éiselnych proménnych (indexy prvki,
parametry funkef apod.), které prohldsime za pomocnou pamét algoritmu.

Postupné ukdzeme, Ze t¥idit lze v ¢ase O(nlogn), a to na misté. Stabiln{ t¥idén{ zvlddneme
stejné rychle, ale uz budeme potfebovat pomocnou pamét. Také dokazeme, ze v porov-
navacim modelu nemiize rychlejsi tiidici algoritmus existovat. OvSsem pokud si dovolime
provadét s prvky i dalsi operace, nalezneme efektivnéjsi algoritmy.

3.1 Zakladni tfridici algoritmy

Nejjednodussi tridici algoritmy patti do skupiny tzv. primgch metod. Vsechny maji nékolik
spolecnych ryst: Jsou kratké, jednoduché a tiidi na misté. Za tyto prijemné vlastnosti

(1) Striktné vzato, termin 7azend je spravnéjsi. Data totiz nerozdélujeme do né&jakych tiid, nybrz je uspo-
rfadavame, tedy radime, dle ur¢itého kritéria. OvSem pojem trideni je mezi Ceskymi informatiky natolik
zazity, ze je bldhové chtit na tom cokoliv ménit.
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zaplatime kvadratickou ¢asovou sloZitosti ©(n?). P¥{mé metody jsou proto pouZzitelné jen
tehdy, neni-li tfidénych dat prilis mnoho.

Selectsort - tfidéni vybérem

Tridént primym vybérem (Selectsort) je zaloZeno na opakovaném vybirdni nejmensiho
prvku. Pole rozdélime na dvé ¢asti: V prvni budeme postupné stavét settidénou posloup-
nost a v druhé ndm budou zbyvat dosud nesetiidéné prvky. V kazdém kroku nalezneme
nejmensi ze zbyvajicich prvka a presuneme jej na zacatek druhé (a tedy i na konec prv-
ni) ¢asti. Nasledné zvétsime seti{dénou ¢ast o 1, ¢imz oficidlné potvrdime ¢lenstvi pravé
nalezeného minima v konstruované posloupnosti a zajistime, aby se pti dalsim hledéani jiz
s timto prvkem nepocitalo.

Algoritmus SELECTSORT (tf{déni pfimym vybérem)
Vstup: Pole P[1...n]
1. Proi=1,...,n—1:

2. m<— 1 a4 m bude index nejmensiho dosud nalezeného prvku
3. Proj=4¢+1,...,n:

4. Pokud je P[j] < Plm]: m < j

5. Prohodime prvky PJi] a P[m]. < pokud i = m, nic se nestane

Vijstup: Settidéné pole P

V i-tém prichodu vnéjsim cyklem hleddme minimum z n —i+ 1 ¢isel, na coz potfebujeme
¢as ©(n—1i+1). Ve viech priichodech dohromady tedy spotifebujeme ¢as ©(n+ (n—1) +
o+ 34+2)=0(n-(n-1)/2) = O(n?).

Bubblesort - bublinkové tfidéni

Dalsi z rodiny piimych algoritmi je bublinkové tridéni (Bubblesort). Jeho zékladem je
myslenka nechat stoupat vétsi prvky v poli podobné, jako stoupaji bublinky v limonadé.

V algoritmu budeme opakované prochazet celé pole. Jeden prichod postupné porovnd
vechny dvojice sousednich prvki P[é] a P[i + 1]. Pokud dvojice neni sprévné usporddand
(tedy Pli] > P[i + 1]), prvky prohodime. V opa¢ném piipadé nechdme dvojici na pokoji.
Mensi prvky se nam tak posunou blize k zacatku pole, zatimco vétsi prvky ,,bublaji na
jeho konec. Pokazdé, kdyz pole projdeme celé, za¢neme znovu od zac¢atku. Tyto prichody
opakujeme, dokud dochazi k prohazovani prvkia. V okamziku, kdy vymény ustanou, je
pole settidéné.

Algoritmus BUBBLESORT (bublinkové t¥idéni)
Vstup: Pole P[1...n]

1. pokracuj < 1 < md probéhnout dalsi prichod?
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2. Dokud je pokracuj = 1:
3 pokracuj < 0
4. Proi=1,...,n—1:
5 Pokud je P[i] > P[i + 1]:
6 Prohodime prvky P[i] a P[i + 1].
7. pokracuj < 1
Vijstup: Setridéné pole P

Jeden pruchod vnitinim cyklem (kroky E az ﬂ) jde pres vSechny prvky pole, takze ma
uréité slozitost ©(n). Neni ovSem na prvni pohled zfejmé, kolik prichodit bude potieba
vykonat. To nahlédneme nésledovné:

Lemma: Po k-tém prichodu vnéjsim cyklem je na spravnych mistech k£ nejvétsich prvki.

Diikaz: Indukei podle k. V prvnim pruchodu se nejvétsi prvek dostane na samy konec
pole. Na zacatku k-tého pruchodu je podle indukéniho predpokladu na spravnych mistech
k — 1 nejvétsich prvkia. Béhem k-tého pruchodu tyto prvky na svych mistech zustanou,
takze pruchod pracuje pouze s prvky na prvnich n — k pozicich. Mezi nimi spravné najde
maximum a piresune ho na konec. Toto maximum je pravé k-ty nejvétsi prvek. Tim je

indukéni krok hotov. g

Cvic¢eni

1. Nahlédnéte, ze v k-tém prichodu Bubblesortu stac¢i zkoumat prvky na pozicich
1,...,n— k+ 1. Zméni se touto dpravou casova slozitost?

2. Na jakych datech provede Bubblesort pouze jeden priichod? Na jakych pravé dva
pruchody? Kolik presné prichoda vykona nad sestupné usporadanym vstupem?

3. Vsimnéme si, ze Bubblesort mtze provadét spoustu zbytecnych porovnani. Napriklad
kdyz bude prvni polovina pole setridénd a az druha rozhazena, Bubblesort bude
stejné vzdy prochazet prvni polovinu, i kdyz v ni nebude nic prohazovat. Navrhnéte
mozna vylepseni, abyste eliminovali co nejvice zbytec¢nych porovnani.

4. Urcete prumeérnou Casovou slozitost Bubblesortu (v priméru pres vSechny mozné
permutace prvki na vstupu).

5. Insertsort neboli t¥idéni primym vkladanim funguje takto: Udrzujeme dvé ¢asti pole
—na zacatku lezi settidéné prvky a v druhé ¢asti pak zbyvajici nesettidéné. V kazdém
kroku vezmeme jeden prvek z nesetridéné ¢asti a vlozime jej na spravné misto v ¢asti
settidéné. Dopracujte detaily algoritmu a analyzujte jeho slozitost.

6. Predpokladejme na chvili, ze by pocitac, na kterém bézi nase programy, umél provést
operaci posunuti celého tiseku pole o 1 prvek na libovolnou stranu v konstantnim
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9x

10.

¢ase. Rekli bychom napiiklad, 7e chceme prvky na pozicich 42 az 54 posunout o 1
doprava (tj. na pozice 43 az 55), a po¢ita¢ by to umél provést v jednom kroku. Zkuste
za téchto podminek upravit Insertsort, aby pracoval s ¢asovou slozitosti ©(nlogn).

Urcete, jakou slozitost bude mit Insertsort, pokud vime, Ze se setfidénim kazdy prvek
posune nejvyse o k pozic. Zalezi na zpusobu, jakym hleddme misto k zatridéni prvku?

Dokazte, ze za stejnych podminek jako v pfedchozim cviceni provede Bubblesort nej-
vyse k pruchodu. Pokud vam to déla potize, ukazte alespoii, ze sta¢i O(k) prichodt.

N4

Navrhnéte pro tlohu z cviceni ﬂ efektivnéjsi algoritmus. Muzete se inspirovat tieba
Heapsortem z oddilu @

Upravte tiidici algoritmy z tohoto oddilu, aby byly stabilni.

3.2 Tfidéni slévanim

Nyni predstavime tridici algoritmus s ¢asovou slozitosti ©(nlogn). Na vstupu je déna
n-prvkova posloupnost ay, ..., a,_1 v poli. Pro jednoduchost nejprve predpoklddejme, ze
n je mocnina dvojky.

Zakladni myslenka algoritmu je tato: Pole rozdélime do tzv. béhi o délce mocniny dvou
— souvislych tsekt, které uz jsou vzestupné setridény. Na zacatku budou vsechny béhy
jednoprvkové. Poté budeme dohromady slévat vzdy dva sousedni béhy do jediného se-
tridéného béhu o dvojndsobné délce, ktery bude lezet na misté obou vstupnich béht.
To znamena, Ze v i-té iteraci budou mit béhy délku 2! prvki a jejich podet bude n/2%.
V posledni iteraci bude posloupnost sestavat z jediného béhu, a bude tudiz settidéna.
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Algoritmus MERGESORT1

Vstup: Posloupnost ag, . .., a,—1 k setfidéni
1. b+1 <4 aktudlni délka béhu
2. Dokud b < n: < zbyvaji aspon dva béhy
3. Pro¢=0,2b,4b,60,...,n — 2b: 4 zacdtky sudych béhi
4. X «— (ai, ey ai+b_1) < SUdZ] beh
5 Y  (Qigby .-y Qitop—1) < ndsledujict lichy beh
6. (ai, ey ai+2b,1) — MERGE(X, Y)
7. b+ 2b

Vigstup: Settidéna posloupnost ag, ..., a,_1
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Procedura MERGE se stard o samotné slévani. To zafidime snadno: Pokud chceme slit
posloupnosti z1 < z9 < ... < xp a y1 < Yo < ... < y,, bude vyslednd posloupnost
zacinat mensim z prvkl x; a y;. Tento prvek z prislusné vstupni posloupnosti presuneme
na vystup a pokracujeme stejnym zpisobem. Pokud to byl (feknéme) prvek xq, zbyva
nam slit a,...,Tm S Y1, ..., Yn. Dalsim prvkem vystupu tedy bude minimum z x5 a y;.
To opét presuneme a tak dale, nez se bud = nebo y vypréazdni.

Procedura MERGE (slévani)
Vstup: Béhy x1,...,Tm & Y1,...,Yn

1. 11,57« 1 Q4 zbyvd slit i, ..., Tm @ Yjy- .- Yn
2. k«+1 < wvysledek se objevi v zk, ..., Zmin
3. Dokud ¢« < m a j < n, opakujeme:

4. Je-li x; < yj, plesuneme prvek z x: zp, < x4, 1 < i+ 1.

5. Jinak pfesouvdme z y: zp, < y;, j < 7+ L.

6. k+—k+1

7. Je-li i < m, zkopirujeme zbyld x: zg, ..., Zman < Tiy o oy T

8. Je-li j < n, zkopirujeme zbyld y: 2k, ..., Zmin < Yjs- - Un-

Vigstup: Béh z1,..., Zmin

Nyni odvodime asymptotickou slozitost algoritmu MERGESORT. Za¢neme funkci MERGE:
ta pouze presouvd prvky a kazdy presune pravé jednou. Jeji casova slozitost je tedy
O(n + m), v i-té iteraci proto na sliti dvou béht spotiebuje ¢as ©(2¢). V rdmci jedné
iterace se vold MERGE fddové n/2'-krét, coz dava celkem ©(n) operaci na iteraci. Protoze
se algoritmus zastavi, kdyz 2! = n, pocet iteraci bude ©(logn), coz dava celkovou ¢asovou
slozitost ©(nlogn).

Mergesort bohuzel neumi t¥idit na misté: pti slévani musi byt zdrojové béhy ulozeny jinde
nez cilovy béh. Proto potfebujeme pomocnou pamét velikosti O(n), napriklad v podobé
pomocného pole stejné velikosti jako vstupni pole.

Nyni doplnime, co si pocit, kdyz pocet prvkd neni mocninou dvojky. Porad budeme
velikost béhti zvySovat po mocninach dvojky, ale pripustime, ze posledni z béhi muiize
byt mensi a ze celkovy pocet béhit muize byt lichy. Proto bude platit, ze v i-té iteraci
¢inf pocet béhi [n/2'], takze po O(logn) iteracich se algoritmus zastavi. Implementace
je jednoducha, jak je ostatné vidét z nasledujiciho pseudokodu.

Algoritmus MERGESORT (tfidéni slévanim)

Vstup: Posloupnost ag, ..., a,_1 k setfidéni
1. b+1 4 aktudlni délka béhu
2. Dokud b < n: < zbyvaji aspon dva béhy
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3. i1, 7<b+1 < zacdtek aktudlniho sudého a lichého béhu
4. Dokud j < n: < jesté zbyvd méjakd dvojice béhi
5. k+ min(j+b—1,n) a0 konec lichého béhu
6. X —(a;,...,a;-1) < sudy beh
7. Y « (aj,...,ax) < lichy béh
8. (@iy...,ar) < MERGE(X,Y)
9. 1 14+2b, j+—j+2b 4 posuneme se na dalsi dvojici
10. b+« 2b
Vijstup: Settidénd posloupnost ag, ..., an_1

Na zavér dodejme, ze Mergesort také muzeme formulovat jako elegantni rekurzivni algo-
ritmus. S timto pristupem se setkdme v kapitole

Cviceni

1.

3X

5 .**

Navrhnéte algoritmus pro efektivni t¥idéni dat uloZenych v jednosmérném spojovém
seznamu. Algoritmus smi pouzivat pouze O(1) bunék pomocné paméti a jednotlivé
polozky seznamu smi pouze prepojovat, nikoliv kopirovat na jiné misto v paméti.

Je Mergesort stabilni? Pokud ne, uméli byste ho upravit, aby stabilni byl?

Knizky v knihovné: Méjme posloupnost, kterd vznikla ze setiidéné tim, Ze jsme pre-
sunuli £ prvka. Navrhnéte algoritmus, ktery ji co nejrychleji dotfidi. Pozor na to, ze
k predem nezname. Muzete nicméné predpokladat, ze k je mnohem mensi nez délka
posloupnosti.

Pisvejcova ¢isla fikejme Gislim tvaru 2¢375%. Vymyslete, jak co nejrychleji vygene-
rovat prvnich n Pisvejcovych cisel.

Mergesort na misté: Na nasi verzi Mergesortu je nesikovné, Ze potfebuje linearni
mnozstvi pomocné paméti, nebot neumime slévat na misté. Jde to i lépe: pamétové
naroky procedury MERGE lze srazit az na konstantu pri zachovani linedrni ¢asové
slozitosti. Je to ale docela slozité (a v praxi se to kvuli vysokym konstantdm ne-
vyplati), tak zkuste pfijit na slévani v linedrnim ¢ase a pomocné paméti velikosti
O(y/n). Existuje i verze, kterd slévd soucasné na misté a stabilné.

3.3 Dolni odhad slozitosti tfFidéni

Jak uz jsme zminili v ivodu kapitoly, nabizi se otazka, zda je mozné t¥idit v case rychlejsim
nez ©(nlogn). Nyni dokdzeme, Ze odpovéd je negativni, ale budeme k tomu potfebovat
dva predpoklady:
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® Algoritmus pracuje v porovnavacim modelu, smi tedy tfidéné prvky pouze vzajemné
porovnéavat a presouvat (pfifazovat).

e Algoritmus je deterministicky — kazdy krok je jednoznacné urcen vysledky kroki
predchozich (algoritmus tedy nepouziva zadny zdroj ndhody).

Vyhledavani

Nejprve dokazeme jednodussi vysledek pro vyhleddvani. Budeme se snazit ukazat, ze
bindrni vyhleddvani je optimélni (asymptoticky, tedy az na multiplikativni konstantu).
Pfipomerime, Ze jeho ¢asova slozitost je O(logn). Zjistime, ze kazdy algoritmus potiebuje
Q(logn) porovnéni, tedy musi celkové provést Q(logn) operaci.

Véta (o sloZitosti vyhledavani): Kazdy deterministicky algoritmus v porovnavacim mode-
lu, ktery nalezne zadany prvek v n-prvkové usporadané posloupnosti, pouzije v nejhorsim
piipadé Q(logn) porovnéni.

Myslenka diukazu: Porovna-li algoritmus néjaka dvé Cisla x a y, dozvi se jeden ze tii
moznych vysledki: x < y, * > y, * = y. Navic nastane-li rovnost, vypocet skonci,
takze vsechna porovnani kromé posledniho davaji jenom dva mozné vysledky. Jednim
porovnanim tedy ziskdme jeden bit informace. Zadna jin operace nam o vztahu hledaného
¢isla s prvky posloupnosti nic nerekne.

Vystupem vyhledavaciho algoritmu je pozice hledaného prvku v posloupnosti; to je cislo
od 1 do n, na jehoz urceni je potieba log, 1 bitid. Abychom ho uréili, musime tedy porovnat
alespoii (log, n)-krat. O

V této iivaze nicméné spoléhame na intuitivni predstavu o mnozstvi informace — poctivou
teorii informace jsme nevybudovali. Vétu proto dokazeme formalnéji zkoumanim moznych
prubéhu algoritmu.

Drikaz: Zvolime pevné n a vstupni posloupnost 1,...,n. Budeme zkoumat, jak se vypocet
algoritmu vyviji pro jednotliva hledana ¢isla x = 1,...,n. Pokud ukazeme, Ze je potfeba
provést Q(logn) porovnéni pro vstupy tohoto specidlniho typu, tim spi$ to bude platit
v nejhorsim pripadé.

Spustime algoritmus. Zpocatku jeho vypocet nezévisi na = (zatim jsme neprovedli jediné
porovnani), takZe prvni porovnani, které provede, bude vZdy stejné. Pokud je to porovnani
typu a; < aj, dopadne také vzdy stejné. Az prvni porovnani typu a; < x mize pro riizna x
dopadnout rtzné.

Pro kazdy z moznych vysledkt porovnani ale algoritmus pokracuje deterministicky, takze
je opét jasné, jaké dalsi porovnani provede. A tak dale, az se algoritmus rozhodne zastavit
a vydat vysledek.
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Mozné prubéhy vypoctu tedy mizeme popsat takzvanym rozhodovacim stromem. V kaz-
dém vnitinim vrcholu tohoto stromu je jedno porovnani typu x < a;. Vrchol ma t¥i syny,
ktef{ odpovidaji moznym vysledktim tohoto porovnani (mensi, vétsi, rovno). MuZe se stét,
ze nékteré z vysledkti nemohou nastat, protoze by byly ve sporu s diive provedenymi po-
rovnanimi. V takovém pripadé piislusného syna vynechame.

V listech rozhodovaciho stromu jsou jednotlivé vysledky algoritmu: nékteré listy odpovi-
daji nahlaseni vyskytu na néjaké pozici, v jinych odpovidame, ze prvek nebyl nalezen.

Rozhodovaci strom je tedy terndrni strom (vrcholy maji nejvyse 3 syny) s alespoii n listy.
Pouzijeme nésledujici lemma:

Lemma T: Ternarn{ strom hloubky & ma nejvyse 3" listii.

Diikaz: Uvazme ternarni strom hloubky k& s maximalnim poc¢tem listd. V takovém
stromu budou vsSechny listy urcité lezet na posledni hladiné (kdyby nelezely,
muzeme pod néktery list na vyssi hladiné pridat dalsi t¥i vrcholy a ziskat tak

Llistnatéjsf“ strom stejné hloubky). JelikoZ na i-té hladiné je nejvyse 3 vrchol,
véech list je nejvyse 3%, (]

Strom ma proto hloubku alespon log;n, takze v ném existuje cesta z korene do listu,
kterd obsahuje alespon logs n vrcholi. Tudiz existuje vstup, na némz algoritmus provede

alespon logaritmicky mnoho porovnani. O
Tridéni

Nyni pouzijeme podobnou metodu pro odhad slozitosti tfidéni. Opét budeme predpo-
kladat specidlni typ vstupt, totiz permutace mnoziny {1,...,n}. Rizné permutace je

pritom potfeba tridit riznymi posloupnostmi prohozeni, takze algoritmus musi spravné
rozpoznat, o kterou permutaci se jedna.

I zde funguje intuitivni ivaha o mnozstvi informace: jelikoz jsou vSechny prvky na vstupu
ruzné, jednim porovnanim ziskdme nejvyse 1 bit informace. VSech permutaci je n!, takze
potiebujeme ziskat log,(n!) bita. Zbytek zafidi nésledujici lemma:

Lemma F: n! > n"/2.

Dikaz: Je n! = \/(n)2 = \/1-n-2-(n—1)-...-n-1, coz mizeme také zapsat jako
V1-n-y/2-(n—1)-...-/n- 1. Pfitom prokazdé 1 <k < njek(n+1—k) = kn+k—k? =
n+(k—1n+k(l—k)=n+(k—1)(n—k)>n. Proto je kazda z odmocnin vétsi nebo
rovna n'/2 a n! > (p'/2)* = n/2, O

Pocet potiebnych bitl, a tim padem i potfebnych porovnani, tedy musi byt log,(n!) >
log,(n™?) = (n/2) -logyn = Q(nlogn). Nyni totéz preciznéji. . .
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Véta (o slozitosti t¥idéni): Kazdy deterministicky algoritmus v porovndvacim modelu,
ktery ti{di n-prvkovou posloupnost, pouzije v nejhorsim piipadé Q(nlogn) porovnéni.

Dikaz: Jak uz jsme naznacili, budeme uvazovat vstupy as,...,a,, které jsou permuta-
cemi mnoziny {1,...,n}. Sta¢{ ndm najit jeden ,t&zky“ vstup, pokud ho najdeme mezi
permutacemi, tikol jsme splnili.

Meéjme néjaky tridici algoritmus. Upravime ho tak, aby nejprve provadél vsechna po-
rovnani, a teprve pak prvky presouval. Muzeme si napiiklad pro kazdou pozici v poli
pamatovat, kolikaty z prvki a; na ni zrovna je. Pribézné prohazovani bude pouze ménit
tyto pomocné tdaje a skuteéna prohozeni provedeme az na konci.

Nyni sestrojime rozhodovaci strom popisujici vSechny mozné prubéhy algoritmu. Ve vniti-
nich vrcholech budou porovnani typu a; < a; se tfemi moznymi vysledky. Opét vynecha-
me vysledky, které jsou ve sporu s predchozimi porovnanimi. V listech stromu algoritmus
provede néjaka prohozeni a zastavi se.

Pro rtzné vstupni permutace musi vypocéet skonéit v rtznych listech (dvé permutace
nelze setfidit toutéz posloupnosti pfesunt prvka). Listu je tedy alespon n!, takze podle
lemmatu T musi mit strom hloubku alespoii logs(n!), coz je podle lemmatu F Q(nlogn).
Proto musi existovat vstup, na némz se provede Q(nlogn) porovnéni. O

L3T2T1

’ T1X3T2 ‘ ’ T3T1T9 ‘ ’ o3I ‘ ’ XToX1X3 ‘

Obrazek 3.1: Priklad rozhodovaciho stromu pro 3 prvky
Dokéazali jsme tedy, ze algoritmus Mergesort je optimdlni (az na multiplikativni kon-

stantu). Brzy ale uvidime, Ze oprostime-li se od porovnévaciho modelu, lze v nékterych
pripadech ttidit rychleji.
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Cviceni

1.

6.

Jsou dény rovnoramenné vahy a 3 ruzné tézké kulicky. Ukazte, Zze je neni mozné
uspotradat dle hmotnosti na méné nez 3 vazeni. Co se zméni, pokud je cilem pouze

vy

Jsou dany rovnoramenné vahy a 12 kulicek, z nichz pravé jedna je tézsi nez ostatni.
Na misku lze dat i vice kulicek nardz. Navrhnéte, jak na 3 vazeni najit tézsi kulicku.
Dokazte, ze na 2 vazeni to neni mozné.

Jsou dany rovnoramenné vahy a 12 kuli¢ek, z nichz pravé jedna je jina nez ostatni,
nevime vsak zda je leh¢i nebo tézsi. Na misku lze dat i vice kuli¢ek naraz. Navrhnéte,

jak na 3 vazeni najit tuto jinou kulicku a zjistit, jestli je leh¢i nebo tézsi. Dokazte,
Ze na 2 vazeni to nejde.

Stejna uloha jako predchozi, avsak s 13 kulickami. Dokazte, ze stéle staci 3 vazeni,
pokud slevime z pozadavku zjistit, zda je odlisSnad kulicka lehéi nebo tézsi.

Reste cviceni | obecné pro n kulicek a navrhnéte algoritmus pouzivajici co nejmensi
pocet vazeni. Dokazte, Ze tento pocet je optimalni.

Reste cviceni E obecné pro n kulicek. Uméli byste dokazat, ze vas algoritmus je
optimalni?

Uvazme verzi kompardtoru, ktery rozlisuje pouze a; < a; a a; > a;. Projdéte algo-
ritmy a dukazy vét v této kapitole a modifikujte je pro tento model.

Primérnd sloZitost: Dokazte, Ze Q(logn) resp. Q(nlogn) porovnédni je potfeba nejen
v nejhorsim pripadé, ale i v priméru pres vsechny mozné vstupy. V pripadé vyhleda-
vani primérujeme pres vSechna moznd hledana x, u tfidéni pres vSechny permutace.

Matice: Méjme matici A tvaru n X n, v niz jsou ulozena celd ¢isla a navic kazdy
rédek i sloupec tvofi rostouci posloupnost. Jak najit 7,j takové, ze A;; = 7 + j7
Pokud existuje vice FeSeni, sta¢i vypsat jedno. Cas na nac¢teni matice do paméti
nepocitame.

10* Dokazte, ze vase TeSeni predchozi tlohy je asymptoticky nejrychlejsi mozné.

3.4 Prihradkové tridéni

Dosud jsme se snazili navrhovat tridici algoritmy tak, aby si poradily s libovolnym typem
dat. Proto jsme prvky posloupnosti byli ochotni pouze porovnavat. Nyni se zamérime na
konkrétni druhy dat, naptiklad celd kladna ¢isla z predem daného intervalu.

70



— 3.4 Tridéni — Prihradkové tiidéni

Counting sort - tfidéni poéitanim
Pfedstavme si, ze t¥idime n celych é&sel vybranych z mnoziny {1,...,7} pro nepfilis
velké r. Jak vypada setfidéna posloupnost? Nejdiiv v ni jsou néjaké jednicky, pak dvojky,
atd. Staci tedy zjistit, kolik ma byt kterych, ¢ili spocitat, kolikrat se kazdé ¢islo od 1 do r
na vstupu vyskytuje. Tomuto primitivnimu, ale pfekvapivé t¢innému algoritmu se rika
trident pocitanim neboli Counting sort.

Algoritmus COUNTINGSORT (t¥idéni poc¢itanim)
Vstup: Posloupnost z1,...,z, € {1,...,7}

1. Proi=1,...,r: < Inicializujeme pocitadla
2. p; <0
3. Proi=1,...,n: < p; bude pocet vyskyti cisla j
4. Pa, ¢ P2, +1
5. j+1 4 pozice ve vystupu
6. Proi=1,....r: d zapisujeme vystup
7. Opakujeme p;-krat:
8. Vj < 1
9. j—i+1

Vijstup: Settidéna posloupnost vy, ..., v,

Inicializace pocitadel v krocich [l a E trvd ©(r), pocitani vyskytt v dalsich dvou krocich
O(n). V krocich az E znovu zapiseme vSech n prvki a navic musime jednou sdhnout na
kazdou (i prazdnou) pfihrddku. Casova slozitost celého algoritmu tedy ¢ini ©(n + r).

Vstup a vystup mohou byt ulozeny v tomtéz poli, takze pracovni prostor algoritmu tvori
pouze r pocitadel, tedy ©(r) bunék paméti.

Bucketsort - pfihradkové tridéni

které kromé celoc¢iselného klice, podle néjz tiidime, obsahuji navic néjaka dalsi data. Tehdy
milzeme pouzit podobny algoritmus, kterému se iikd prihrddkové tridéni (Bucketsort).(?)
Misto pocitadel si poridime pole r prihradek P, ..., P.. V i-té prihrddce se bude nachazet
seznam zaznamu s klicem 3.

s/vo

Algoritmus nejprve projde vSechny zaznamy a rozmisti je do prihradek podle kli¢i. Poté
postupné projde prihradky od P; do P, a vypiSe jejich obsah.

2 To bychom mohli prelozit jako ,kbelikové tridéni®
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Algoritmus BUCKETSORT (pfihradkové tfidéni)
Vstup: Prvky xy,...,2, s Kli¢i kq,...,k, € {1,...,7}

1. Inicializujeme pfihrddky: Py, ..., P. <

2. Proi=1,...,n:

3. Vlozime x; do P, .

4. Vytvorime prazdny seznam S.

5 Proj=1,...,r

6. Na konec seznamu S pfipojime obsah P;.
Vistup: Settidény seznam S

Rozbor ¢asové slozitosti probéhne podobné jako u pfedchoziho algoritmu: inicializace
stoji ©(r), rozmistovani do prihradek ©(n), prochdzeni ptihradek ©(r) a vypisovani vSech
prihradek dohromady ©(n). Celkem tedy O(n + ).

V paméti mame ulozené vsechny prihradky, jedna zabere konstantni prostor na hlavicku
seznamu a pak konstantni na kazdy zdznam. To celkem ¢ini ©(n + r) bunék paméti.

Bucketsort dokonce muze t¥idit stabilné. K tomu staci, abychom v kazdé piihradce dodr-
zeli vzajemné poradi prvki. Nové zdznamy tedy budeme priddvat na konec seznamu.

Lexikograficky Bucketsort

Nyni uvazme pripad, kdy klice nejsou mala celéd ¢isla, nybrz usporadané k-tice takovych
&sel. Ukolem je sefadit tyto k-tice lexikograficky (slovnikové): nejprve podle prvni sou-
fadnice, v pripadé shody podle druhé, a tak déle.

Praktictéjsi je postupovat opacné: nejprve k-tice setiidit podle posledni souradnice, pak
je stabilné setfidit podle predposledni, ... az nakonec podle prvni. Diky stabilité ziska-
me lexikografické poradi. Staci tedy k-krat aplikovat predchozi algoritmus prihradkového
tiidéni.

Algoritmus LEXBUCKETSORT
Vstup: Posloupnost k-tic xq,..., 2, € {1,...,7}*

1. S+<2z1,...,2,
2. Proi=kk—1,...,1:
3. Setfidime S BUCKETSORTem podle i-té soutradnice.

Vijstup: Lexikograficky setiidéna posloupnost S

Nyni dokdZeme korektnost tohoto algoritmu. Pro prehlednost budeme pismenem / znacit,
v kolikatém prichodu cyklem jsme. Bude tedy ¢ =k — i + 1.
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Zadand posloupnost: 173, 753, 273, 351, 171, 172, 069
Po 1. prichodu: 351, 171, 172, 173, 753, 273, 069
Po 2. prichodu: 351, 753, 069, 171, 172, 173, 273
Po 3. prichodu: 069, 171, 172, 173, 273, 351, 753

Obrazek 3.2: Priklad lexikografického pfihradkového tridéni trojic

Lemma: Po /-tém priichodu cyklem jsou prvky usporadany lexikograficky podle i-té az
k-té souradnice.

Drikaz: Indukei podle £:
® Pro ¢ =1 jsou prvky usporadany podle posledni souradnice.

® Po / prichodech jiz mame prvky setfidény lexikograficky podle i-té az k-té souradni-
ce. Spoustime (¢+1)-ni prichod, tj. budeme t¥idit podle (¢—1)-ni soutadnice. ProtoZe
Bucketsort t¥idi stabilné, zistanou prvky se stejnou (¢ — 1)-ni soufadnici vicéi sobé
sefazeny tak, jak byly sefazeny na vstupu. Z indukéniho predpokladu tam vsSak byly
sefazeny lexikograficky podle i-té az k-té soufadnice. Tudiz po (¢ + 1)-nim prichodu
jsou prvky sefazeny podle (i — 1)-ni az k-té soufadnice. O

Casova slozitost je k-ndsobkem slozitosti Bucketsortu, tedy ©(k - (n + r)). Paméti spo-
tfebujeme O(nk + r): prvni ¢len je pamét zabrand samotnymi zdznamy, druhy pamét
potfebnd na ulozeni pole prihradek.

Radixsort

Prihradkové tridéni pro klice z rozsahu 1,...,7 neni efektivni, pokud r je rfddové vét-
$i nez pocet zaznamu. Tehdy totiz casové slozitosti vévodi ¢as potfebny na inicializaci
a prochazeni prihradek. Muzeme si ale pomoci nasledovné.

Cisla zapiSeme v soustavé o vhodném zakladu z. Z kazdého &isla se tak stane k-tice cifer
z rozsahu 0,...,z — 1, kde k = [log, r| + 1. Tyto k-tice pak staci setfidit lexikograficky,
coz zvlddneme k-prichodovym prihrddkovym t¥idénim v case ©((log,r) - (n + 2)) =

O(JEL - (n+2)).

Jak zvolit zéklad z? Pokud bychom si vybrali konstantni (tFeba pokazdé ¢isla zapisovali
v desitkové soustavé), asova slozitost by vysla ©(logr - n). To neni moc zajimavé, jelikoz
pro navzijem ruzné klice mame r > n, takze jsme nepiekonali sloZitost porovnéavacich
algoritmu.

Uzite¢néjsi je zvolit z = ©(n). Pak dosdhneme slozitosti 9(11252 -n). Pokud by ¢&isla na
vstupu byla polynomialné velkd vzhledem k n, tedy r < n® pro néjaké pevné «, byl by
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logr < alogn, takze Casova slozitost by vysla linedrni. Polynomidlné velka cela ¢isla jde
tedy t¥idit v linedrnim ¢ase (a také linedrnim prostoru).

Tomuto algoritmu se ¥iké ¢islicové tiidéni neboli Radizsort.(3

Tridéni Ffetézct

Myslenku vicepriuchodového prihradkového tiidéni pouzijeme jesté k razeni fetézca zna-
ki. Chceme je usporadat lexikograficky — to definujeme stejné jako pro k-tice, jen navic
musime Tici, ze pokud pii porovnavani jeden fetézec skonéi diiv nez druhy, ten kratsi bude
mensi.

Na vstupu jsme tedy dostali néjakych n retézca rq,...,r, délek po radé ¢1,...,¥,. Navic
ozna¢me { = max; {; délku nejdelsiho Fetézce a s = ) . (¢; + 1) celkovou velikost vstu-
pu (+1 kvili ulozeni délky Fetézce — musime umét ulozit i prazdny Fetézec). Budeme
predpokladat, ze znaky abecedy méame ocislované od 1 do néjakého r.

Kdyby vsechny fetézce byly stejné dlouhé, stacilo by je tridit jako k-tice. To by mélo
slozitost ©(¢n) = O(s), tedy linedrn{ v celkové velikosti vstupu.

S rizné dlouhymi fetézci bychom se mohli vyporadat tak, ze bychom vSechny doplnili
mezerami na stejnou délku (mezerou myslime néjaky znak, ktery je mensi nez vSechny
ostatni znaky). Slozitost algoritmu bude nadale ©(¢n), ale to v nékterych piipadech muze
byt i kvadratické ve velikosti vstupu. Uvazme tfeba piipad s t Tetézci délky 1 a jednim
délky t. To je celkem n =t + 1 Tetézci o celkové délce s = 2t — 1. Tridéni ovsem zabere

¢as O(fn) = O(t?) = O(s?).

Okamzité vidime, kde se vétsina casu travi: priddvame ohromné mnozstvi mezer a pak
ve vétsiné pruchodl vétsinu Tetézcii hazime do prihrddky odpovidajici mezere. Zkusme
algoritmus vylepsit, aby mezery pridaval jen pomyslné a fetézce, které jsou prilis kratkeé,
v pocatecnich priichodech viitbec neuvazoval.

Zacneme tim, ze Tetézce roztiidime Bucketsortem do pfihrddek (mnozin) P; podle délky.
V j-té prihradce tedy skonci fetézce délky j. Pti tom také spocitame ¢.

Pak budeme provadét ¢ priuchodt ptrihradkového tiidéni pro ¢ = ¢,/ — 1,...,1. Béhem
nich budeme udrzovat seznam Z tak, aby na konci priichodu pro konkrétni i obsahoval
vsechny fetézce s délkou alespon i, a to serazené podle i-tého az posledniho znaku. Na
konci posledniho prichodu tedy budou v Z vSechny fetézce setazené lexikograficky podle
vsech znaki.

Zbyva popsat, jak jeden prichod pracuje. Pouzijeme prihradky indexované znaky abecedy
(Q1 az Q,) a budeme do nich rozhazovat fetézce podle jejich i-tého znaku. Nejprve roz-

3 Radiz je latinsky kofen, ale zde se tim mysli zédklad poziéni &iselné soustavy.
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hazime retézce délky i z mnoziny P; a pak pridavame vsechny, které zustaly v seznamu Z
z predchoziho prichodu — kratsi retézce se tak dostaly pred delsi, jak méa byt. Nako-
nec vsechny prihradky vysbirdme a retézce naskldddme do nového seznamu Z. Indukci
muzeme nahlédnout, ze seznam Z spliuje pozadované vlastnosti.

Jesté dodejme, ze Tetézce do prihrddek nebudeme kopirovat celé, znak po znaku. Postaci
uklddat ukazatele a samotné fetézce nechdvat netknuté ve vstupni pameéti.

Algoritmus TRIDENIRETEZCU
Vstup: Retézce 71, ...,7, délek £1,..., ¢, nad abecedou {1,...,r}

1. £+ max({y,4a,...,4,) < mazimdlni délka
2. Proi«1,...,¢ < rozdélime podle délek
3. P+ 0
4. Proi <+ 1,...,n opakujeme:
5. Na konec P, priddme fetézec r;.
6. Z+10 < vysledek predchoziho prichodu
7. Proi+ /4, 0—1,...,1: < pruchody pro jednotlivé délky
8. Proj <« 1,...,r: < inicializace prihrddek
9. Qj «~0
10. Pro fetézce u z prihradky P;: a4 nové, kratsi retézce
11. Na konec @Q,[; piiddme fetézec u.
12. Pro fetézce v ze seznamu Z: a4 retézee z minulého prichodu
13. Na konec @, ;) pridame Tetézec v.
14. Z <0 < wysbirdme prihrddky
15. Proj<«1,...,r:
16. Pro fetézce w z prihradky Q);:
17. Na konec seznamu Z pridame fetézec w.

Vistup: Settidény seznam Tetézcu Z

Jesté stanovime Casovou sloZitost. Sefazeni Fetézci podle délky potrva O(n+ £). Pruchod
pro dané i spotiebuje r krokil na praci s prihrddkami a sdhne na ty fetézce, které maji
délku alespon i, tedy maji na pozici ¢ néjaky znak.

V souétu pres vSech ¢ prichodi tedy trvd prace s prihrddkami ©(4r) a préce s Tetézci
O(>, 4;) = O(s) — kazdé sdhnuti na fetézec mizeme natctovat jednomu z jeho znaki.

Cely algoritmus proto bézi v ¢ase ©(n+£¢r+s). Pokud je abeceda konstantné velkd a vstup
neobsahuje prazdné fetézce, miuzeme tuto funkci zjednodusit na ©(s). Algoritmus je tedy
linedrni ve velikosti vstupu.
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Paméti spotfebujeme ©(n + s) na fetézce a (¢ + r) na prihradky. To mizeme podobné
zjednodusit na O(s).

Cviceni

1.

5X

6 .**

35

Rekurzivni Bucketsort: Lexikografické tridéni k-tic by se také dalo provést metodou
Rozdél a panuj z kapitoly nejprve zaznamy rozdélit do prihradek podle prvni sou-
radnice a pak kazdou prihradku rekurzivneé settidit podle zbyvajicich k—1 souradnic.
Jakou casovou a prostorovou slozitost by mél takovy algoritmus?

Bucketsort v poli: V implementaci Bucketsortu muze byt nesikovné ukladat prihradky
jako spojové seznamy, protoze spotiebujeme hodné paméti na ukazatele. Upravte
Bucketsort, aby si vystacil se vstupnim polem, vystupnim polem a jednim nebo
nékolika r-prvkovymi poli.

Muze se nékdy v Radixsortu vyplatit zvolit zaklad soustavy fadové vétsi nez pocet
¢isel?

Tridéni floati: Uvazujme Cisla typu floating point zadand ve tvaru m - 2¢, kde m je
celociselnd, mantisa, e celociselny exponent a plati 224 < m < 225, —128 < e <
128. Ovérte, ze tato Cisla lze uklddat do 32 bitt paméti. Rozmyslete si, jaky rozsah
a presnost maji. Navrhnéte co nejrychlejsi algoritmus na jejich tridéni.

Velké abecedy: Algoritmus TRIDENIRETEZCU neni efektivni pro velké abecedy, pro-
toze travi prilis mnoho ¢asu preskakovanim prazdnych prihradek. Pokuste se predem
predpocitat, ve kterém prichodu budou potieba které prihradky. Dosahnéte slozi-
tosti O(r + s).

Dirou v mnoziné {z1,...,z,} C Z nazveme dvojici (x;,z;) takovou, ze z; < z;
a zadné jiné xy, nelezi v intervalu [z;, z;]. Chceme nalézt nejvétsi z dér (s maximalnim
xj—x;). Setfidénim mnoziny to jde snadno, ale existuje i linedrni algoritmus zalozeny
na sikovném déleni do prihradek. Zkuste na néj prijit.

Prehled tfidicich algoritmu

Na zavér uvedeme prehlednou tabulku se souhrnem informaci o jednotlivych tidicich algo-
ritmech. Pridame do ni i nékolik algoritmt, které predstavime az v budoucich kapitolach.
U vSech algoritmt uvadime ¢islo oddilu, kde jsou vylozeny.

Poznamky k tabulce:

® Quicksort mé casovou slozitost ©(nlogn) pouze v pruméru. Muazeme ale Fici, Ze
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® Mergesort jde implementovat s konstantni pomocnou paméti za cenu konstantniho
zpomaleni, ovSsem konstanta je neprakticky velka. Dale viz cviceni

® Quicksort se d4 naprogramovat stabilné, ale potfebuje linedrné pomocné paméti.

e Multiplikativni konstanta u Heapsortu neni prilis prizniva a v béznych situacich tento
algoritmus na celé ¢are prohrava s efektivnéjsim Quicksortem.

algoritmus cas pomocnd pamét  stabilni
Insertsort (B-1) O(n?) o(1) +
Bubblesort 1)) O(n?) o(1) +
Mergesort (.3 O(nlogn) O(n) +
Heapsort O(nlogn) o(1) —
Quicksort ©(nlogn) O(logn) -
Bucketsort O(n+r) O(n+r) +
Bucketsort pro k-tice (B4 Ok -(n+r)) O(n+r) +
Radixsort (B4) O(nlog,, r) O(n) +
Bucketsort pro fetézce )  O(s) O(s) +

Obrazek 3.3: Prehled tfidicich algoritm
(n je pocet prvkd, r rozsah klicQ, s délka vstupu)

Cvic¢eni
1.  Navrhnéte algoritmus na zjisténi, jestli se v zadané n-prvkové posloupnosti opakuji
nékteré prvky.

2*  Dokazte, ze problém z predchozi tlohy vyzaduje v porovnavacim modelu ¢as alespori
O(nlogn).

3. Je déna posloupnost ¢isel. Najdéte nejdelsi usek, v némz se zadné ¢islo neopakuje.
(To je podobné cviceni ale zde neni omezen rozsah prvki.)
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4 Datové struktury

V algoritmech potfebujeme zachazet s riznymi druhy dat — posloupnostmi, mnozinami,
grafy, ... Casto se nabizi vice zptisobii, jak tato data ulozit do paméti pocitace. Jednot-
livé zpusoby se mohou lisit spotfebou paméti, ale také rychlosti ruznych operaci s daty.
Vhodny zptisob tedy volime podle toho, jaké operace vyuziva konkrétni algoritmus a jak
casto je provadi.

Otéazky tohoto druhu se pritom opakuji. Proto je zkoumame obecné, coz vede ke studiu
datovych struktur. V této kapitole se podivime na ty nejbéznéjsi z nich.

4.1 Rozhrani datovych struktur

Nejprve si rozmyslime, co od datové struktury ocekavame. Z pohledu programu ma struk-
tura jasné rozhrani: reprezentuje néjaky druh dat a umi s nim provadét urc¢ité operace.
Uvniti datové struktury pak volime konkrétni ulozeni dat v paméti a algoritmy pro pro-
vadéni jednotlivych operaci. Z toho pak plyne prostorova slozitost struktury a casova
slozitost operaci.

Fronta a zasobnik

Jednoduchym prikladem je fronta. Ta si pamatuje posloupnost prvka a umi s ni provadét
tyto operace:

ENQUEUE(x) pridéa na konec fronty prvek z
DEQUEUE odebere prvek ze zacatku fronty, pripadné oznami, ze fronta je
prazdna

Pokud frontu implementujeme jako spojovy seznam, zvladneme obé operace v konstant-
nim Case a vystacime si s paméti linearni v poctu prvku.

Nejblizsim pribuznym fronty je zdsobnik — ten si také pamatuje posloupnost a dovede
pridavat nové prvky na konec, ale odebira je z téhoz konce. Operaci pridani se obvykle
tika PUSH, operaci odebrani Pop.

Prioritni fronta

v

Zajimavéjsi je ,fronta s predbihdnim®, zvana téz prioritni fronta. Kazdy prvek mé prira-
zenu ¢iselnou prioritu a na fadu vzdy prijde prvek s nejvyssi prioritou. Operace vypadaji
nasledovné:

ENQUEUE(z,p) pridd do fronty prvek x s prioritou p
DEQUEUE nalezne prvek s nejvyssi prioritou a odebere ho (pokud je ta-
kovych prvka vic, vybere libovolny z nich)
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Prioritni frontu lze reprezentovat polem nebo seznamem, ale nalezeni maxima z priorit
bude pomalé — v n-prvkové fronté ©(n). V oddilu [ zavedeme haldu, s niz dosdhneme
Casové slozitosti O(logn) u obou operaci.

Mnozina a slovnik

MnoZzina obsahuje konecny pocet prvka vybranych z néjakého univerza. Pod univerzem si
muzete predstavit tfeba celd ¢isla, ale nemusime se omezovat jen na né. Obecné budeme
predpokladat, ze prvky univerza je mozné v konstantnim case pfirazovat a porovnavat na
rovnost a ,,je mensi nez*.

Mnozina nabizi nasledujici operace:

MEMBER(z) zjisti, zda x lezi v mnoziné (nékdy téz FIND(zx))
INSERT(x) vlozi  do mnoziny (pokud tam uz bylo, nestane se nic)
DELETE(x) odebere x z mnoziny (pokud tam nebylo, nestane se nic)

Zobecnénim mnoziny je slovnik. Ten si pamatuje kone¢nou mnozinu klic¢u a kazdému z nich
pritazuje hodnotu (to muze byt prvek néjakého dalstho univerza, nebo tfeba ukazatel na
jinou datovou strukturu). Slovnik je tedy koneénd mnozina dvojic (kli¢, hodnota), v niz
se neopakuji klice. Typické slovnikové operace jsou tyto:

GET(x) zjisti, jakd hodnota je pfifazena kli¢i x (pokud néjakd)

SET(z,y) priradi kli¢i  hodnotu y; pokud uz néjaka dvojice s klicem x
existovala, tak ji nahradi

DELETE(z) smaze dvojici s kli¢em z (pokud existovala)

Nékdy nas také zajimé vzajemné poradi prvka — tehdy definujeme usporddanou mnoZinu,
kterd mé navic tyto operace:

MIN vrati nejmensi hodnotu v mnoziné

MAX vrati nejvétsi hodnotu v mnoziné

PRED(z) vrati nejvétsi prvek mensi nez x, nebo fekne, ze takovy neni
Succ(z) vrati nejmensi prvek vétsi nez x, nebo fekne, ze takovy neni

Obdobné mizeme zavést usporadané slovniky.

Mnozinu nebo slovnik muzeme reprezentovat pomoci pole. M4 to ale své nevyhody: Pre-
devsim potiebujeme dopredu znat horni mez poc¢tu prvku mnoziny, pripadné si poridit
yhafukovaci“ pole (viz oddﬂ@. Mimo to se s polem pracuje pomalu: mnozinové operace
musi pokazdé projit vSechny prvky, coz trva O(n).

Hleddni muzeme zrychlit uspordddnim (setfidénim) pole. Pak muze MEMBER bindrné
vyhledavat v logaritmickém cCase, ovSem vklddani i mazani ztistanou linedrni.
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Pouzijeme-li spojovy seznam, vSechny operace budou linedrni. Uspofddanim seznamu si
nepomiizeme, protoze v seznamu nelze hledat binarné.

Muzeme trochu podvadét a upravit rozhrani. Kdybychom slibili, Ze INSERT nikdy ne-
zavolame na prvek, ktery uz v mnoziné lezi, mohli bychom novy prvek vzdy pridat na
konec pole ¢i seznamu. Podobné kdyby DELETE dostal misto klice ukazatel na uz nalezeny
prvek, mohli bychom mazat v konstantnim ¢ase (cviceni E)

Pozdéji vybudujeme vyhledévaci stromy (kapitolaJ) a hesovaci tabulky (oddil[[IJ), které
budou mnohem efektivngjsi. Abyste védéli, na co se tésit, prozradime uz ted slozitosti
jednotlivych operaci:

INSERT DELETE MEMBER MIN PRED
pole o(1)* O(n) O(n) O(n) O(n)
usporadané pole O(n) O(n) O(logn) ©O(1) O(logn)
Spojovy seznam o(1)* O(n) O(n) O(n) O(n)
usporadany seznam O(n) O(n) O(n) O(1) O(n)
vyhledavaci strom O(logn) ©(logn) ©O(logn) O(logn) O(logn)
hesovaci tabulka o()f o()f o)t O(n) O(n)

Operace MAX a SUCC jsou stejné rychlé jako MIN a PRED. Slozitosti oznacené hvézdickou
plati jen tehdy, slibime-li, Ze se prvek v mnoziné dosud nenachézi; v opacném pripadé je
potfeba predem provést MEMBER. Slozitosti oznacené kiizkem jsou primérné hodnoty.
U poli predpokladame, ze dopfedu zndme horni odhad velikosti mnoziny.

Cviceni
1.  Navrhnéte reprezentaci fronty v poli, kterd bude pracovat v konstantnim case. Mu-
zete predpokladat, Ze pfedem znate horni odhad pocétu prvki ve fronté.

2. Pfimazani z pole vznikne dira, kterou je potfeba zaplnit. Jak to udélat v konstantnim
case?

3. Mnoziny ¢isel mizeme reprezentovat uspordadanymi seznamy. Ukazte, jak v této re-
prezentaci pocitat prinik a sjednoceni mnozin v linedrnim case.

4*  Na usporddané mnoziné muZzeme také definovat operaci INDEX(%), kterd najde i-ty
nejmensi prvek. K ni inverzni je operace RANK(z), jeZ spocitd pocet prvki mnoZi-
ny mensich nez x. Rozmyslete si, jakou slozitost tyto dvé operace maji v riznych
reprezentacich mnozin.
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4.2 Haldy

Jednou z nejjednodussich datovych struktur je halda (anglicky heap), presnéji Feceno
manimovd bindrni halda. Co takova halda umi? Pamatuje si mnozinu prvkt opatifenych
kli¢i a v nejjednodussi varianté nabizi tyto operace:

INSERT(x) vlozi prvek z do mnoziny

MIN(z) najde prvek s nejmensim kli¢em (pokud je takovych vic, pak
libovolny z nich)

EXTRACTMIN(z) odebere prvek s nejmensim klicem a vrati ho jako vysledek

Kli¢ pfitazeny prvku x budeme znaéit k(z). Kli¢e si muzeme predstavovat jako celd éisla,
ale obecné to mohou byt prvky libovolného univerza. Jako obvykle budeme predpokladat,
ze klice lze prirazovat a porovnavat v konstantnim case.

Definice: Strom nazveme bindrni, pokud je zakorenény a kazdy vrchol ma nejvyse dva
syny, u nichz rozlisujeme, ktery je levy a ktery pravy. Vrcholy rozdélime podle vzdalenosti
od kotene do hladin: v nulté hladiné lezi koten, v prvni jeho synové atd.

Definice: Minimovd bindrni halda je datova struktura tvaru bindrniho stromu, v jehoz
kazdém vrcholu je ulozen jeden prvek. Pritom plati:

1. Twar haldy: Vsechny hladiny kromé posledni jsou plné obsazené. Posledni hladina je
zaplnéna zleva.

2. Haldové uspordddni: Je-1i v vrchol a s jeho syn, plati k(v) < k(s).

Pozorovani: Vydame-li se z kofene doli po libovolné cesté, klice nemohou klesat. Proto
se v kofeni stromu musi nachdzet jeden z minimalnich prvkia (téch s nejmensim kli¢em;
kdykoliv budeme mluvit o porovnavani prvka, myslime tim podle klicu).

Podotykame jesté, ze haldové usporadani popisuje pouze ,svislé” vztahy. Napriklad o re-
laci mezi levym a pravym synem téhoz vrcholu pranic netika.

Lemma: Halda s n prvky mé |log, n| + 1 hladin.

Drikaz: Nejprve spocitame, kolik vrcholu obsahuje binarni strom o A uplné plnych hla-
dindch: 20 + 21 + 22 4 .. 4+ 2/~1 = 2" _ 1. Pokud tedy do haldy pfidévame vrcholy po
hladinach, nova hladina pribude pokazdé, kdyz pocet vrcholu dosdhne mocniny dvojky. (I

Haldu jsme sice definovali jako strom, ale diky svému pravidelnému tvaru mtze byt v pa-
meéti pocitace ulozena mnohem jednodussim zptisobem. Vrcholy stromu oc¢islujeme indezy
1,...,n. Cislovat budeme po hladinach shora doli, kazdou hladinu zleva doprava. V tomto
poradi miizeme vrcholy ulozit do pole a pracovat s nimi jako se stromem. Plati totiz:
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— 4.2 Datové struktury — Haldy

Obrazek 4.1: Halda a jeji ocislovani

Pozorovani: M4-li vrchol index 4, pak jeho levy syn mé index 2i a pravy syn 2i + 1. Je-li
i > 1, otec vrcholu ¢ mé index |i/2], pficemz ¢ mod 2 ndm Tekne, zda je k otci piipojen
levou, nebo pravou hranou.

Zatim budeme predpokladat, ze dopredu vime, kolik prvki budeme do haldy vkladat,
a podle toho zvolime velikost pole. Pozdéji (v oddilu @ ukéazeme, jak lze haldu podle
potreby zmensovat a zvétsSovat.

Dodejme jesté, ze obdobné muzeme zavést mazimovou haldu, kterd pouziva opacné uspo-
radani, takze namisto minima umi rychle najit maximum. VsSechno, co v této kapitole
ukazeme pro minimovou haldu, plati analogicky i pro tu maximovou.

Vkladani
Prazdnou nebo jednoprvkovou haldu vytvorime trividlné. Uvazujme nyni, jak do haldy
pridat dalsi prvek.

Podminka na tvar haldy ndm dovoluje pfidat novy list na konec posledni hladiny. Pokud
by tato hladina byla plna, mizeme zalozit novou s jedinym listem uplné vlevo. Tim
dostaneme strom spravného tvaru, ale na hrané mezi novym listem ¢ a jeho otcem o jsme
mohli porusit usporadéani, pokud k(¢) < k(o).

V takovém pripadé list s otcem prohodime. Tim jsme chybu opravili, ale mohli jsme
zpusobit dalsi chybu o hladinu vys. Tu vyfesime dalsim prohozenim a tak dale. Nové
pridany prvek bude tedy ,vybublavat“ nahoru, potencidlné az do korene.

Zbyva se presvédciit, ze kdykoliv jsme prohodili otce se synem, nemohli jsme pokazit vztah
mezi otcem a jeho druhym synem. To proto, Ze otec se prohozenim zmensil.
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Obrazek 4.2: Vkladani do haldy: zacatek a konec

Nyni vkladani zapiseme v pseudokédu. Budeme predpokladat, ze halda je ulozena v poli,
takze na vSechny vrcholy se budeme odkazovat indexy. Prvek na indexu i ozna¢ime p(i)
a jeho kli¢ k(¢), v proménné n si budeme pamatovat momentalni velikost haldy.

Procedura HEAPINSERT (vklddani do haldy)
Vstup: Novy prvek p s klicem k

1. nen+1

2. p(n) < p, k(n) <k

3. BUBBLEUP(n)

Procedura BUBBLEUP(:)
Vstup: Index ¢ vrcholu se zménénym klicem

1. Dokud ¢ > 1:

2. 0+ |i/2] < otec vrcholu i
3. Je-li k(o) < k(i), vyskoéime z cyklu.

4. Prohodime p(i) s p(o) a k(i) s k(o).

D. 140

Casovou slozitost odhadneme snadno: na kazdé hladiné stromu stravime nejvyse kon-
stantni cas a hladin je logaritmicky pocet. Operace INSERT tedy trva O(logn).

Hledani a mazani minima

Operace nalezeni minima (MIN) je trividlni, staci se podivat do kotene haldy, tedy na in-
dex 1. Zajimavéjsi bude, kdyz se ndm zachce provést EXTRACTMIN ¢ili minimum odebrat.
Kofen stromu pfimo odstranit nemtizeme. Axiom o tvaru haldy ndm nicméné dovoluje
beztrestné smazat nejpravéjsi vrchol na nejnizsi hladiné. Smazeme tedy ten a prvek, ktery
tam byl ulozeny, presuneme do kotene.

86



— 4.2 Datové struktury — Haldy

Opét jsme v situaci, kdy strom ma spravny tvar, ale mize mit pokazené usporadani.
Konkrétné se mohlo stat, ze novy prvek v kofeni je vétsi nez néktery z jeho synti, mozna
dokonce nez oba. V takovém pripadé koren prohodime s mensim z obou synt. Tim jsme
opravili vztahy mezi kofenem a jeho syny, ale mohli jsme zptsobit obdobny problém
o hladinu nize. Pokracujeme tedy stejnym zptsobem a ,zabublaviame*“ nové vlozeny prvek
hloubéji, potencidlné az do listu.

Obrazek 4.3: Mazani z haldy: za¢atek a konec

Procedura HEAPEXTRACTMIN (mazdni minima z haldy)

1.
2.
3.
4.

pp(l), k« k(1)

p(1) = p(n), k(1) < k(n)
n+<n—1
BuBBLEDOWN(1)

Vistup: Prvek p s minimalnim klicem &

Procedura BUBBLEDOWN(%)
Vstup: Index ¢ vrcholu se zménénym klicem

1.
2.

No otk

Dokud 27 < n:
S 29
Pokud s +1<mnak(s+1) < k(s):
s+ s+1

Pokud k(i) < k(s), vysko¢ime z cyklu.

Prohodime p(i) s p(s) a k(i) s k(s).
145

< vrchol i md néjaké syny

Opét travime ¢as O(1) na kazdé hladiné, celkem tedy O(logn).
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Uprava kli¢e
Dopliime jesté jednu operaci, ktera se ndm bude ¢asem hodit. Budeme ji fikat DECREASE
a bude mit za kol snizit kli¢ prvku, jenz v haldé uz je.

Tvar kvili tomu ménit nemusime, ale co se stane s usporadanim? Smérem dolt jsme ho
pokazit nemohli, smérem nahoru ano. Jsme tedy ve stejné situaci jako pri INSERTu, takze
staci zavolat proceduru BUBBLEUP, aby usporddani opravila. To stihneme v logaritmic-
kém case.

Je tu ale jeden zadrhel: musime védét, kde se prvek v haldé nachazi. Podle klice vyhledavat
neumime, ovSem muzeme haldu naucit, aby nas informovala, kdykoliv se zméni poloha
néjakého prvku.

Obdobné muzeme implementovat zvyseni klice (INCREASE). Uspotrddani se tentokrat bude
kazit smérem dolu, takze ho budeme opravovat bublanim v tomto sméru.

Vsimnéte si, ze INSERT muzeme také popsat jako pridani listu s hodnotou +o0o a néasledny
DECREASE. Podobné EXTRACTMIN odpovida smazani listu a INCREASE kofene.

Slozitost haldovych operaci shrneme nasledujici vétou:

Véta: V bindarni haldé o n prvcich trvaji operace INSERT, EXTRACTMIN, INCREASE
a DECREASE ¢as O(logn). Operace MIN trva O(1).

Konstrukce haldy

Pomoci haldy mizeme tidit: vytvorime prazdnou haldu, do ni INSERTujeme ttidéné prvky
a pak je pomoci EXTRACTMIN vytahujeme od nejmensiho po nejvétsi. Jelikoz provedeme
2n operaci s nejvyse n-prvkovou haldou, ma tento tfidici algoritmus c¢asovou slozitost

O(nlogn).

Samotné vytvofeni n-prvkové haldy lze dokonce stihnout v ¢ase O(n). Provedeme to
nasledovné: Nejprve prvky rozmistime do vrcholi binarniho stromu v libovolném poradi
— pokud mame strom ulozeny v poli, nemuseli jsme pro to udélat vibec nic, prosté jenom
zacneme pozice v poli chapat jako indexy ve stromu.

sajicich indexu. Kdykoliv zpracovavame néjaky vrchol, vyuzijeme toho, Ze cely podstrom
pod nim je uz usporadany korektné, takze na opravu vztahu mezi novym vrcholem a jeho
syny stac¢i provést bublani dolu. Pseudokéd je mile jednoduchy:

Procedura MAKEHEAP (konstrukce haldy)
Vstup: Posloupnost prvka xy,...,x, s kli¢i k1, ..., k,

1. Prvky ulozime do pole tak, ze z(i) = z; a k(i) = k;.
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2. Proi=[n/2],...,1:
3. BUBBLEDOWN(4%)
Vijstup: Halda

Véta: Operace MAKEHEAP m4 Casovou slozitost O(n).

Diikaz: Necht strom mé h hladin ocislovanych od 0 (kofen) do h — 1 (listy). Bez Gjmy na
obecnosti budeme piedpoklidat, Ze viechny hladiny jsou tGplné plné, takze n = 2% — 1.

Zprvu se zda, ze provadime n bublani, ktera trvaji logaritmicky dlouho, takze jimi stravime
Cas ©(nlogn). Podivame-li se pozornégji, vSimneme si, ze napiiklad na hladiné h — 2
lezi ptiblizné n/4 prvku, ale kazdy z nich bubldme nejvySe o hladinu niZe. Intuitivné
vétsina vrcholu lezi ve spodni ¢asti stromu, kde s nimi mame malo prace. Nyni to fekneme
exaktnéji.

Jedno BUBBLEDOWN na i-té hladiné trvd O(h — 1 — 4). Pokud to se¢teme ptes viech 2
vrchollt hladiny a poté pres vSechny hladiny, dostaneme (az na konstantu z O):

h—1 h—1 h=1oh-1 h—1j >
i, 1 s — h—1-j | J o

R R R S LD EID W

i=0 j=0 j=0 3=0 §=0

Podle podilového kritéria konvergence fad posledni suma konverguje, takze predposledni
suma je shora omezena konstantou. O

Poznamka: Argument s konvergenci fady zarucuje existenci konstanty, ale jeji hodnota by
mohla byt absurdné vysoka. Pochybnosti zaplasime se¢tenim fady. Jde to provést hezkym
trikem — misto nekonecéné fady budeme scitat nekonec¢nou matici:

1/2
1/4 1/4

1/8 1/8 1/8

Séitdme-li jeji prvky po Fadcich, vyjde hledand suma ) iJ /27. Nyni budeme séitat po
sloupcich: prvni sloupec tvoif geometrickou fadu s kvocientem 1/2, a tedy souctem 1 (to
je mimochodem hezky vidét z bindrnfho zépisu: 0.1 +0.01 +0.001 +... =0.111... = 1).
Druhy sloupec ma poloviéni soucet, treti ¢tvrtinovy, atd. Soucet souctu sloupct je tudiz
1+1/241/4+...=2.
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Tridéni haldou - Heapsort

Jiz jsme pfisli na to, ze pomoci haldy lze tfidit. Potfebovali jsme na to ovSem linearni
pomocnou pamét na ulozeni haldy. Nyni ukdZzeme elegantnéjsi a tspornéjsi algoritmus,
kterému se obvykle fikd Heapsort.

Vstup dostaneme v poli. Z tohoto pole vytvorime operaci MAKEHEAP mazimovou haldu.
Pak budeme opakované mazat maximum. Halda se bude postupné zmensovat a uvolnéné
misto v poli budeme zaplnovat setfidénymi prvky.

Obecné po k-tém kroku bude na indexech 1,...,n —k uloZena halda anan—k+1,...,n
bude lezet poslednich k prvk settidéné posloupnosti. V dalsim kroku se tedy maximum
haldy presune na pozici n — k a hranice mezi haldou a setfidénou posloupnosti se posune
o 1 doleva.

Algoritmus HEAPSORT (tfidéni haldou)
Vstup: Pole x1,...,2,

1. Proi=|n/2],...,1: < vytvorime z pole mazimovou haldu

2. HsBUBBLEDOWN(n, %)

3. Proi=mn,...,2:

4. Prohodime z1 s z;. 4 mazimum se dostane na sprdvné misto

5. HSBUBBLEDOWN(: — 1,1) < opravime haldu
Vistup: Settidéné pole x1, ..., xy,

Bublaci procedura funguje podobné jako BUBBLEDOWN, jen pouziva opa¢né usporadani
a nerozliSuje prvky od jejich klicu.

Procedura HSBUBBLEDOWN(m, 7)
Vstup: Aktudlni velikost haldy m, index vrcholu ¢

1. Dokud 2¢ < m:

2. s < 2i

3. Pokud s+1<maxzs11 > g

4. s+ s+1

5. Pokud z; > x5, vysko¢ime z cyklu.
6. Prohodime z; a x,.

7. P45

Véta: Algoritmus HEAPSORT setfidi n prvki v case O(nlogn).

Diikaz: Celkem provedeme O(n) volani procedury HSBUBBLEDOWN. V kazdém okamziku
je v haldé nejvyse n prvka, takze jedno bublani trvd O(logn). O
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7 toho, ze umime pomoci haldy tridit, také plyne, ze ¢asova slozitost haldovych operaci
je nejlepsi mozna:

Véta: Méjme datovou strukturu s operacemi INSERT a EXTRACTMIN, kterd prvky pouze
porovnava a pritazuje. Pak mé na n-prvkové mnoziné alespon jedna z téchto operaci
slozitost (logn).

Diikaz: Pomoci n volani INSERT a n volani EXTRACTMIN lze settidit n-prvkovou po-
sloupnost. Z oddflu Bz ale vime, ze kazdy tiidici algoritmus v porovnévacim modelu mé
slozitost Q(nlogn). O

Cviceni
1.  Prioritni fronta se nékdy definuje tak, ze prvky se stejnou prioritou vraci v poradi,

v jakém byly do fronty vlozeny. Ukazte, jak takovou frontu realizovat pomoci haldy.
Doséhnéte ¢asové slozitosti O(logn) na operaci.

2. Navrhnéte operaci DELETE, ktera z haldy smaze prvek zadany jeho indexem.
3* Dokazte, ze vyhledavani prvku v haldé podle kli¢e vyzaduje cas ©(n).

4.  Definujme d-requldrni haldu jako d-arni strom, ktery splnuje stejné axiomy o tvaru
a usporadani jako bindrn{ halda (bindrn{ tedy znamend totéz co 2-reguldrn{). UkaZte,
ze d-arni strom m4 hloubku O(log, n) a lze ho také kédovat do pole. Dokazte, Ze hal-
dové operace bublajici nahoru trvaji O(log, n) a ty bublajici dolt O(dlog,n). Zvyse-
nim d tedy mtizeme zrychlit INSERT a DECREASE za cenu zpomaleni EXTRACTMIN
a INCREASE. To se bude hodit v Dijkstrové algoritmu, viz cviceni

5.V rozboru operace MAKEHEAP jsme prehazovali poradi s¢itani v nekonec¢ném souctu.
To obecné nemusi byt ekvivalentni tprava. Vyuzijte poznatkt z matematické analyzy,
abyste dokézali, Ze v tomto pripadé se neni ¢eho bat.

6* Vymyslete algoritmus, ktery v haldé nalezne k-ty nejmensi prvek v case O(klogk).

4.3 Pismenkové stromy

Dal{ jednoduchou datovou strukturou je pismenkouvy strom neboli trie.(!) Slouzi k ulo-
zeni slovniku nejen podle nasi definice z oddilu @ ale i v bézném smyslu tohoto slova.
Pamatuje si mnozinu slov — fetézcu slozenych ze znakt néjaké pevné konecéné abecedy —
a kazdému slovu muze pritadit néjakou hodnotu (t¥eba pteklad slova do kockovstiny).

U Zvlastni ndzev, ze? Vznikl zkiizenim slov tree (strom) a retrieval (vyhleddvani). Navzdory angli¢ting
se u nas vyslovuje ,trije“ a sklonuje podle vzoru rize.
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Trie ma tvar zakorenéného stromu. Z kazdého vrcholu vedou hrany oznacené navzijem
ruznymi znaky abecedy. V koreni odpovidaji prvnimu pismenu slova, o patro niz druhému,
a tak dale.

Obrazek 4.4: Pismenkovy strom pro slova kocka,
kocur, kote, koza, kozel, kuzle, mys, mysak, myska

Vrcholim muzeme prifadit retézce tak, ze prec¢teme vSechny znaky na cesté z korene do
daného vrcholu. Kofen bude odpovidat prazdnému fetézci, ¢im hloubéji pujdeme, tim
delsi budou fetézce. Vrcholy odpovidajici sloviim slovniku ozna¢ime a ulozime do nich
hodnoty prifazené klicim. Vsimnéte si, ze oznacené mohou byt i vnitini vrcholy, je-li
jeden kli¢ pokracovanim jiného.

Kazdy vrchol si tedy bude pamatovat pole ukazateli na syny (jako indexy slouzi znaky
abecedy), dale jednobitovou znacku, zda se jedna o slovo ve slovniku, a pfipadné hodnotu
prifazenou tomuto slovu. Je-li abeceda konstantné velkd, cely vrchol zabere konstant-
ni prostor. Pro vétsi abecedu muzeme pole nahradit nékterou z mnozinovych datovych
struktur z pristich kapitol.

Vyhledavéni (operace MEMBER) bude probihat takto: Za¢neme v kofeni a budeme nésle-
dovat hrany podle jednotlivych pismen hledaného slova. Pokud budou vSechny existovat,
staci se podivat, jestli vrchol, do kterého jsme dosli, obsahuje znacku. Chceme-li kdyko-
liv jit po neexistujici hrané, ihned odpovime, ze se slovo se slovniku nenachizi. Casova
slozitost hledani je linearni s délkou hledaného slova. VSimnéte si, ze na rozdil od jinych
datovych struktur slozitost nezavisi na tom, v jak velkém slovniku hledame.

P11 pfidévani slova (operace INSERT) se nové slovo pokusime vyhledat. Kdykoliv pfi tom
bude néjaka hrana chybét, vytvorime ji a nechdme ji ukazovat na novy list. Vrchol, do
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kterého nakonec dojdeme, opatrime znackou. Casova slozitost je ziejmé linearni s délkou
pridavaného slova.

Pfi mazani (operace DELETE) bychom mohli slovo vyhledat a pouze z jeho koncového
vrcholu odstranit znacku. Tim by se nam ale mohly zacit hromadit vétve, které uz nevedou
do Zadnych oznacenych vrcholi, a tedy jsou zbytecné. Proto mazdni naprogramujeme
rekurzivné: nejprve budeme prochazet stromem doli a hledat slovo, pak smazeme znacku
a budeme se vracet do korene. Kdykoliv pfitom narazime na vrchol, ktery nema ani
znacku, ani syny, smazeme ho. I zde vSe stihneme v linedrnim céase s délkou slova.

Vytvorili jsme tedy datovou strukturu pro reprezentaci slovniku Tfetézci, ktera zvladne
operace MEMBER, INSERT a DELETE v linedrnim Case s poctem znakd operandu. Jelikoz
stale plati, Ze vSechny vrcholy stromu odpovidaji prefixim (zac¢dtkim) slov ve slovniku,
spotrebujeme prostor nejvyse linearni se souctem délek slovnikovych slov.

Cviceni
1. Zkuste v pismenkovém stromu na obrazku vyhledat slova kocka, kot a myval. Pak
pridejte kot a kure a nakonec smazte myska, mysak a mys.

2. Vymyslete, jak pomoci pismenkového stromu setfidit posloupnost retézci v case
linedrnim vzhledem k souctu jejich délek. Porovnejte s algoritmem ptihradkového
tifdéni z oddilu B4

3. Je dan text rozdéleny na slova. Chceme vypsat frekvenéni slovnik, tedy tabulku vsech
slov setridénych podle poctu vyskyti.

4. Vymyslete, jak pomoci pismenkového stromu reprezentovat mnozinu celych cisel
z rozsahu 1 az ¢. Jak bude slozitost operaci zaviset na ¢ a na velikosti mnoziny?

5.  Navrhnéte datovou strukturu pro basniky, kterd si bude pamatovat slovnik a bude
umét hledat rymy. Tedy pro libovolné zadané slovo najde jiné slovo ve slovniku, které
ma se zadanym co nejdelsi spoleény suffix.

6* Upravte datovou strukturu z predchoziho cvideni, aby v pripadé, Ze nejlepsich rymu
je vice, vypsala lexikograficky nejmensi z nich.

7. Jak reprezentovat slovnik, abyste uméli rychle vyhledavat vsechny presmycky zada-
ného slova?

8.  Komprese trie: Pismenkové stromy casto obsahuji dlouhé nevétvici se cesty. Tyto
cesty muzeme komprimovat: nahradit jedinou hranou, kterd bude namisto jednoho
pismene popséna celym fetézcem. Nadale bude platit, Ze vSechny hrany vychaze-
jici z jednoho vrcholu se lisi v prvnich pismenech. Dokazte, Ze komprimovand trie
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pro mnozinu n slov mé nejvyse O(n) vrcholi. Upravte operace MEMBER, INSERT

a DELETE, aby fungovaly v komprimované trii.

4.4 Prefixové soucty

Nyni se budeme zabyvat datovymi strukturami pro intervalové operace. Obecné se tim

mysli struktury, které si pamatuji néjakou posloupnost prvkia x1, ..., x, a dovedou efek-
tivné zachazet se souvislymi podposloupnostmi typu z;, ;41, ..., ;. Tém se obvykle fikd

dseky nebo také intervaly (anglicky range).

Zacéneme elementarnim piikladem: Dostaneme posloupnost a chceme umét odpovidat na
dotazy typu ,,Jaky je soucet daného tiseku?“. K tomu se hodi spocitat takzvané prefixové
soucty:

Definice: Prefixové soucty pro posloupnost z1,...,x, tvori posloupnost pi,...,pn, kde
pi =1 + ...+ z;. Obvykle se hodi polozit pg = 0 jako soucet prazdného prefixu.

Vsechny prefixové soudty si dovedeme poridit v éase O(n), jelikoZ pg = 0 a pjv1 = pi+Tit1-
Jakmile je mame, hravé spocitame soucet obecného tseku z; + ...+ x;: mizeme ho totiz
vyjéadiit jako rozdil dvou prefixovych souctt p; — p;—1.

Nase datova struktura tedy spotiebuje ¢as O(n) na inicializaci a pak dokédze v ¢ase O(1)
odpovidat na dotazy. Prvky posloupnosti nicméné neumi ménit — snadno si rozmyslime,
7e zména prvku x; zpusobi zménu vSech prefixovych souctt. Takovym strukturam se rika
statické, na rozdil od dynamickijch, jako je treba halda.

Rozklad na bloky

Existuje rada technik, jimiz lze ze statické datové struktury vyrobit dynamickou. Jednu
snadnou metodu si nyni ukdzeme. V zajmu zjednoduseni notace posuneme indexy tak,
aby posloupnost zac¢inala prvkem xzg.

Vstup rozdélime na bloky velikosti b (konkrétni hodnotu b zvolime pozdéji). Prvni blok
bude tvoten prvky xg, ..., xp_1, druhy prvky s, ..., xo—1, atd. Celkem tedy vznikne n/b
blokt. Paklize n neni délitelné b, doplnime posloupnost nulami na cely pocet blok.

Obrazek 4.5: Rozklad na bloky pro n =30, b = 6 a dva dotazy
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Libovolny zadany tsek se budto cely vejde do jednoho bloku, nebo ho muzeme rozdélit na
konec (suffix) jednoho bloku, néjaky pocet celych bloku a zac¢dtek (prefix) dalsiho bloku.
Libovolna z téchto ¢asti pritom muze byt prazdna.

Poridime si tedy dva druhy struktur:

® Lokdlni struktury Li,..., L, budou vyfizovat dotazy uvniti bloku. K tomu ndm
staci spocitat pro kazdy blok prefixové soucty.

® Globdlni struktura G bude naopak pracovat s celymi bloky. Budou to prefixové soucty
pro posloupnost, kterd vznikne nahrazenim kazdého bloku jedinym c¢islem — jeho
souctem.

Inicializaci téchto struktur zvlddneme v linedrnim c¢ase: Kazdou z n/b lokdlnich struktur
vytvoiime v ¢ase ©(b). Pak spocteme O(n/b) souctt bloku, kazdy v case ©(b) — nebo
se na né muzeme zeptat lokdlnich struktur. Nakonec vyrobime globalni strukturu v c¢ase
©(n/b). Vsechno dohromady trva ©(n/b-b) = O(n).

Kazdy dotaz na soucet tiseku nyni mutizeme prelozit na nejvyse dva dotazy na lokalni
struktury a nejvyse jeden dotaz na globalni strukturu. Vsechny struktury pritom vydaji
odpovéd v konstantnim case.

Procedura SOUCETUSEKU(i, )
Vstup: Zacatek tiseku i, konec tseku j

1. Pokud j < i, tisek je prazdny, takze polozime s <— 0 a skoncime.

z « |i/b], k< |j/b] < we kterém bloku dsek zacind a kde koncid

Pokud z = k: < cely usek lezi v jednom bloku
s < LOKALNIDOTAZ(L,, i mod b, j mod b)

Jinak:

s1 < LOKALNIDOTAZ(L,, i mod b,b — 1)
so < GLOBALNIDOTAZ(G, 2z + 1,k — 1)
s3 < LOKALNIDOTAZ(Ly, 0, j mod b)

9. S <4 81+ So + S3
Vistup: Soucet tseku s

© NS oA

Nyni se podivejme, co zptsobi zména jednoho prvku posloupnosti. Predevsim musime
aktualizovat prislusnou lokaln{ strukturu, coz trva ©(b). Pak zménit jeden soucet bloku
a prepocitat globalni strukturu. To zabere cas O(n/b).

Celkem nés tedy zména prvku stoji ©(b 4+ n/b). Vyuzijeme toho, Ze parametr b jsme si
mohli zvolit jakkoliv, takze ho nastavime tak, abychom vyraz b + n/b minimalizovali.
S rostoucim b prvni ¢len roste a druhy klesa. Jelikoz soucet se asymptoticky chova stejné
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jako maximum, vyraz bude nejmensi, pokud se b a n/b vyrovnaji. Zvolime tedy b = |/n]
a dostaneme ¢asovou slozitost ©(y/n).

Véta: Blokova struktura pro soucty tseku se inicializuje v ¢ase ©(n), na dotazy odpovidd
v Case O(1) a po zméné jednoho prvku ji lze aktualizovat v ¢ase O(y/n).

Odmocninovy ¢as na zménu neni optimélni, ale princip rozkladu na bloky je uzitec¢né znéat
a v pristim oddilu nds dovede k mnohem rychlejsi strukture.

Intervalova minima

Pokud se misto souctti budeme ptat na minima useku, prekvapivé dostaneme velmi odlis-
ny problém. Pokusime-li se pouzit osvédcéeny trik a predpocitat prefixovd minima, tvrdé
narazime: minimum obecného tseku nelze ziskat z prefixovych minim — napiiklad v po-
sloupnosti {1,9,4, 7,2} jsou vSechna prefixovd minima rovna 1.

Opét ndm pomuze rozklad na bloky. Lokalni struktury si nebudou nic predpocitavat
a dotazy budou vyfizovat otrockym projitim celého bloku v ¢ase ©(b). Globalni struktura

si bude pamatovat pouze n/b minim jednotlivych bloki, dotazy bude vytizovat téz otrocky
v Case O(n/b).

Inicializaci struktury evidentné zvladneme v linedrnim case. Libovolny dotaz rozdélime
na konstantné mnoho dotazi na lokélni a globaln{ struktury, coz dohromady potrva ©(b+
n/b). Po zméné prvku staci pfepocitat minimum jednoho bloku v ¢ase O(b). Pouzijeme-li
osvédéenou volbu b = y/n, dosdhneme slozitosti ©(y/n) pro dotazy i modifikace.

Pro zvédavého ctenare dodavame, ze existuje i statickd struktura s linearnim casem na
predvypocet a konstantnim na minimovy dotaz. Je ovSsem o néco obtiznéjsi, takze zajemce
odkazujeme na kapitolu o dekompozici stromt v knize Krajinou grafovych algoritmu [8].
Jednu z technik, které se k tomu hodi, si mtzete vyzkouset v cviceni

Cviceni
1. Vyreste ulohu o useku s maximalnim souctem z ivodni kapitoly pomoci prefixovych
souct.

2. Je dana posloupnost prirozenych cisel a c¢islo s. Chceme zjistit, zda existuje tsek
posloupnosti, jehoz soucet je presné s. Jak se iloha zméni, pokud dovolime i zdporna
¢isla?

3. Vymyslete algoritmus, ktery v posloupnosti celych ¢isel najde tsek se souctem co
nejblizs§im danému ¢islu.

4. 'V posloupnosti celych ¢isel najdéte nejdelsi vyvdZeny tsek, tedy takovy, v némz je
stejné kladnych ¢isel jako zapornych.
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HX

X
8X

10*
11.

12.

13*

Megjme posloupnost c¢ervenych, zelenych a modrych prvka. Opét hledame nejdelsi
vyvazeny usek, tedy takovy, v némz jsou vSechny barvy zastoupeny stejnym poctem
prvku. Co se zméni, je-li barev vice?

Navrhnéte dvojrozmérnou analogii prefixovych souctt: Pro matici m x n predpoci-
tejte v case O(mn) tdaje, pomoci nichz ptujde v konstantnim ¢ase vypoéist soucet
hodnot v libovolné souvislé obdélnikové podmatici.

Jak by vypadaly prefixové soucty pro d-rozmérnou matici?

Pro ctitele algebry: Myslenka skladani tsekt z prefixti fungovala pro soucty, ale
selhala pro minima. Uvazujme tedy obecnéji néjakou binarni operaci @, jiz chceme
vyhodnocovat pro tseky: z; ® z;+1 @ ... ® x;. Co musi operace @ spliovat, aby bylo
mozné pouzit prefixové soucty? Jaké vlastnosti jsou potieba pro blokovou strukturu?

K odmocninové casové slozitosti aktualizaci ndm pomohlo zavedeni dvojuroviové
struktury. Ukazte, jak pomoci tii trovni dosdhnout casu O(nl/ 3) na aktualizaci
a O(1) na dotaz.

Vyteste predchozi cvic¢eni pro obecny pocet trovni. Jaky pocet je optimalni?

Na kraji mésta stoji n-patrovy paneldk, jehoz obyvatelé se bavi hdzenim vajicek na
chodnik pred domem. Idealni vajicko se pri hodu z p-tého nebo vyssiho patra rozbije;
pokud ho hodime z nizsiho, zistane v puvodnim stavu. Jak na co nejméné pokusi
zjistit, kolik je p, pokud méame jenom 2 vajicka? Jak to dopadne pro neomezeny
pocet vajicek? A jak pro 37

Jak naro¢ny predvypocet je potieba, abychom uméli minima tisekd pocitat v kon-
stantnim case? V ¢ase O(n?) je to trividlni, ukazte, ze staci O(nlogn). Hodi se
prepocitat minima tdsekt tvaru z;,...,2;19;_1 pro vsechna ¢ a j.

V matici tvaru R x S najdéte podmatici tvaru r X s, jejiz medidn je nejvétsi mozny.

4.5 Intervalové stromy

Rozklad posloupnosti na bloky, ktery jsme zavedli v minulém oddilu, lze elegantné zobec-
nit. Posloupnost budeme délit na poloviny, ty zase na poloviny, a tak déle, az dojdeme
k jednotlivym prvktm. Pro kazdou ¢ast tohoto rozkladu si pritom budeme udrzovat néco
predpocitaného.

Tato uvaha vede k takzvanym intervalovym stromim, které dovedou v logaritmickém
¢ase jak vyhodnocovat intervalové dotazy, tak ménit prvky. Nadefinujeme je pro vypocet
minim, ale pochopitelné by mohly pocitat i soucty ¢i jiné operace.
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Znaceni: V celém oddilu pracujeme s posloupnosti xg, . .., x,—1 celych ¢isel. Bez Gjmy na
obecnosti budeme predpoklddat, Zze n je mocnina dvojky. Interval (i, j) obsahuje prvky
Zi,...,xj—1 (pozor, x; uz v intervalu nelezi!). Pro ¢ > j to je prazdny interval.

Definice: Intervalovy strom pro posloupnost g, ..., Z,_1 je bindrni strom s nasledujicimi
vlastnostmi:

1. VSechny listy lezi na stejné hladiné a obsahuji zleva doprava prvky xg,...,Tp—1.

2. Kazdy vnitini vrchol mé dva syny a pamatuje si minimum ze vsech listi lezicich pod
nim.

Obrazek 4.6: Intervalovy strom a jeho ocislovani

Pozorovani: Stejné jako haldu, i intervalovy strom muzeme ulozit do pole po hladinach.
Na indexech 1 az n—1 budou lezet vnitini vrcholy, na indexech n az 2n—1 listy s prvky xg
azZ Typ_1. Strom budeme reprezentovat polem S, jehoz prvky budou bud ¢leny posloupnosti
nebo minima podstromd.

Jesté si vSimneme, ze podstromy prirozené odpovidaji intervaliim v posloupnosti. Pod
kofenem lezi celd posloupnost, pod syny korene poloviny posloupnosti, pod jejich syny
¢tvrtiny, atd. Obecné oéislujeme-li hladiny od 0 (kofen) po h = logn (listy), bude na k-té
hladiné lezet 2% vrcholii. Ty odpovidaji kanonickijm intervalim tvaru (i,i + 2"=*) pro i
délitelné 2"—F.

Staticky intervalovy strom muzeme vytvorit v linedrnim case: zadanou posloupnost zkopi-
rujeme do list a pak zdola nahoru prepocitavime minima ve vnitinich vrcholech: kazdy
vnitini vrchol obdrzi minimum z hodnot svych synt. Stravime tim konstantni cas na

vrchol, celkem tedy O(n+n/2+n/4+ ...+ 1) = O(n).
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Intervalovy dotaz a jeho rozklad

Nyni se zabyvejme vyhodnocovanim dotazu na minimum intervalu. Zadany interval roz-
délime na O(logn) disjunktnich kanonickych intervali. Jejich minima si strom pamatuje,
takze staci vydat jako vysledek minimum z téchto minim.

Prislusné kanonické intervaly mtizeme najit tfeba rekurzivnim prohledanim stromu. Za-
¢neme v koreni. Kdykoliv stojime v néjakém vrcholu, podivame se, v jakém vztahu je
hledany interval (i,j) s kanonickym intervalem (a,b) pfifazenym aktudlnimu vrcholu.
Mohou nastat ¢tyri moznosti:

e (i,j) a (a,b) se shoduji: (i, j) je kanonicky, takze jsme hotovi.

o (i, 7) lezi cely v levé poloviné (a,b): tehdy se rekurzivné zavoldme na levy podstrom
a hleddme v ném stejny interval (i, 5).

® (i,7) lezi cely v pravé poloviné (a,b): obdobné, ale jdeme doprava.

e (i,j) prochdzi pres stied s intervalu (a,b): dotaz (i,j) rozdélime na (i,s) a (s,j).
Prvni z nich vyhodnotime rekurzivné v levém podstromu, druhy v pravém.

Nyni tuto myslenku zapiSeme v pseudokédu. Na vrcholy se budeme odkazovat pomoci
jejich indextt v poli S. Chceme-li rozlozit na kanonické intervaly dany interval (i,7),
zavoldme INTCANON(L, (0,n), (i,7)).

Procedura INTCANON(v, {(a,b), (i, j)) (rozklad na kanonické intervaly)
Vstup: Index vrcholu v, ktery odpovida intervalu (a, b); dotaz (i, j)

1. Pokud @ =i a b = j, nahlasime vrchol v a skon¢ime. < presnd shoda
2. s+ (a+b)/2 q stred intervalu {(a,b)
3. Pokud j < s, zavolame INTCANON(2v, (a, s), (i, j)). < vlevo
4. Jinak je-li i > s, zavoldme INTCANON(2v + 1, (s,b), (2, 7)). < vpravo
5. Ve vsech ostatnich pripadech: <4 dotaz pres stred
6 Zavoldme INTCANON(2v, (a, s), (i, s)).

7. Zavoldme INTCANON(2v + 1, (s, b), (s,7)).

Vigstup: Rozklad intervalu (i, j) na kanonické intervaly

Lemma: Procedura INTCANON rozlozi dotaz na nejvyse 2log, n disjunktnich kanonickych
intervall a strdvi tim ¢as ©(logn).

Diikaz: Situaci sledujme na obrézku E Necht dostaneme dotaz (i,7). Ozna¢me £ a r
prvni a posledni list lezici v tomto intervalu (tyto listy odpovidaji prvkim x; a z;_1).
Necht p je nejhlubsi spoleény predek lista £ a r.
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Obrazek 4.7: Rozklad dotazu na kanonické intervaly

Procedura prochézi od korene po cesté do p, protoze do té doby plati, ze dotaz lezi budto
cely nalevo, nebo cely napravo. Ve vrcholu p se dotaz rozdéli na dva podintervaly.

Levy podinterval zpracovavame cestou z p do ¢. Kdykoliv cesta odbocuje doleva, pravy
syn lezi cely uvniti dotazu. Kdykoliv odbocuje doprava, levy syn lezi cely venku. Takto
dojdeme budto az do ¢, nebo drive zjistime, ze podinterval je kanonicky. Na kazdé z logn
hladin riznych od kofene pritom stravime konstantni ¢as a vybereme nejvyse jeden ka-
nonicky interval.

Pravy podinterval zpracovavame analogicky cestou z p do r. Sectenim pres vsechny hladiny
ziskame kyzené tvrzeni. O

Rozklad zdola nahoru
Ukazeme jesté jeden zplisob, jak dotaz rozkladat na kanonické intervaly. Tentokrat bude

né zmensovat ,ukusovanim® kanonickych intervalii z jednoho ¢i druhého okraje. V kazdém
okamziku vypoctu si budeme pamatovat souvisly tsek vrcholu (a, b) na aktudlni hlading,
které dohromady pokryvaji aktualni dotaz.

Na poéatku dostaneme dotaz (i, j) a prelozime ho na usek listt (n + i,n + j). Kdykoliv
pak na néjaké hladiné zpracovavame tsek (a, b), nejprve se podivame, zda jsou a i b suda.
Pokud ano, tsek (a, by pokryva stejny interval, jako tsek (a/2,b/2) o hladinu vys, takze se
muzeme na vyssi hladinu rovnou presunout. Je-li a liché, ukousneme kanonicky interval
vrcholu a a zbude ndm usek (a + 1,b). Podobné je-li b liché, ukousneme interval vrcholu
b — 1 a snizime b o 1. Takto umime vsechny pripady prevést na sudé a i b, a tim padem
na usek o hladinu vys.

Zastavime se v okamziku, kdy dostaneme prazdny tsek, coz je nejpozdéji tehdy, kdyz se
pokusime vystoupit z kofene nahoru.
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Procedura INTCANON2(4, j) (rozklad na kanonické intervaly zdola nahoru)
Vstup: Dotaz (i, j)

1. a+i4+n,b+—j+n < indexy listu
2. Dokud a < b:
3. Je-li a liché, nahlasime vrchol a a polozime a < a + 1.

=~

Je-li b liché, polozime b < b — 1 a nahldsime vrchol b.
5. a4+ a/2, b+ b/2
Vystup: Rozklad intervalu (4, j) na kanonické intervaly

Béhem vypoctu projdeme log, n 41 hladin, na kazdé nahlasime nejvyse 2 vrcholy. Pokud
si navic uvédomime, ze nahlaseni kofene vylucuje nahlaseni kteréhokoliv jiného vrcholu,
vyjde nam opét nejvyse 2log, n kanonickych intervalt.

Aktualizace prvku

Od statického intervalového stromu je jen kricek k dynamickému. Co se stane, zménime-li
néjaky prvek posloupnosti? Upravime hodnotu v prislusném listu stromu a pak musime
prepocitat vSechny kanonické intervaly, v nichz dany prvek lezi. Ty odpovidaji vrcholim
lezicim na cesté z upraveného listu do korene stromu.

Staci tedy zménit list, vystoupat z néj do kofene a cestou vsem vnitinim vrcholam piepo-
¢itat hodnotu jako minimum ze synt. To stihneme v ¢ase ©(log n). Program je piimocary:

Procedura INTUPDATE(?, ) (aktualizace prvku v intervalovém stromu)
Vstup: Pozice i v posloupnosti, novad hodnota x

1. a<—n+1 < index listu
2. Sla] +

3. Dokud a > 1:

4. a+ |a/2]

5. Sla] + min(S[2a], S[2a + 1])

Aktualizace intervalu a liné vyhodnocovani*

Nejen dotazy, ale i aktualizace mohou pracovat s intervalem. Nauc¢ime nas strom pro
vypocet minim operaci INCRANGE(4, 7, d), kterd ke vSem prvkim v intervalu (i, j) pricte J.
Nemuzeme to samoziejmé udélat primo — to by trvalo ptilis dlouho. Pouzijeme proto trik,
kterému se tika liné vyhodnocovdni operact.

Zadany interval (i,j) nejprve rozlozime na kanonické intervaly. Pro kazdy z nich pak
prosté zapiSeme do prislusného vrcholu stromu instrukci ,nékdy pozdéji zvys vsechny
hodnoty v tomto podstromu o §*.
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A7 pozdéji néjaka dalsi operace na instrukei narazi, pokusi se ji vykonat. Udéla to ovSem
liné: Misto aby pracné zvysila vSechny hodnoty v podstromu, jenom predé svou instrukci
obéma svym synum, aby ji ¢asem vykonali. Pokud budeme strom prochézet vzdy shora
dolti, bude platit, ze v ¢asti stromu, do niz jsme se dostali, jsou uz vSechny instrukce
provedené. Zkratka a dobfte, sikovny $éf vSechnu praci predava svym podrizenym.

Budeme si proto pro kazdy vrchol v pamatovat nejen minimum S[v], ale také néjaké éislo
A[v], o které maji byt zvétsené véechny hodnoty v podstromu: jak prvky v listech, tak
vSechna minima ve vnitfnich vrcholech.

Proceduru pro operaci INCRANGE zalozime na osvédcéeném prichodu shora dolt v pro-
cedure INTCANON. Misto hlaseni kanonickych intervalti do nich budeme rozmistovat in-
strukce. Navic potfebujeme aktualizovat minima ve vrcholech lezicich mezi kofenem a té-
mito kanonickymi intervaly. To snadno zafidime pfi navratech z rekurze. Pro zvyseni
intervalu (7, j) o ¢ budeme volat INTINCRANGE(1, (0, n), (i, 5),0).

Procedura INTINCRANGE(v, {a, b), (i,5),0) (aktualizace intervalu)

Vv

Vstup: Stojime ve vrcholu v pro interval {(a, b) a pfi¢itame § k (7, j)

1. Pokud a=1iab=yj: 4 uZ mdme kanonicky interval
2. Polozime Afv] «+ Av] + § a skonéime.

3. s« (a+b)/2 q stred intervalu {(a,b)
4. Pokud j < s, zavoldme INTINCRANGE(2v, (a, s), (i, ), 0).

5. Jinak je-li i > s, zavoldme INTINCRANGE(2v + 1, (s,b), (3, j), 9).

6. Ve vsech ostatnich pripadech: < dotaz pres stred
7. Zavolame INTINCRANGE(2v, (a, s), (3, $), §).

8. Zavoldame INTINCRANGE(2v + 1, (s,b), (s,4),9).

9. S[v] < min(S[2v] + A2v], S[2v + 1] + A[2v + 1])

Procedura bézi v ¢ase ©(logn), protoze projde presné tutéz ¢ast stromu jako procedura
INTCANON a v kazdém vrcholu stravi konstantni c¢as.

VsSechny ostatni operace odvodime z prochézeni shora doli a upravime je tak, aby v kaz-
dém navstiveném vrcholu volaly néasledujici proceduru. Ta se postard o liné vyhodnocovani
instrukel a zabezpeci, aby v navstivené ¢asti stromu zadné instrukce nezbyvaly.

Procedura INTLAZYEVAL(v) (liné vyhodnocovani)
Vstup: Index vrcholu v
1. §« Alv], Afv] <0
2. S[v] « Sv]+4
3. Pokud v < n: <4 preddvdame synum

102
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i

Al2v] < A[2v] + 6
5. AR2v+1] + A2v+1]+§

Kazdou operaci jsme opét zpomalili konstanta-krat, takze slozitost zustava logaritmicka.

Vse si muzete prohlédnout na obrizku E Zacneme stromem z obrazku E Pak pri-
¢teme 3 k intervalu (1,8) a ziskdme levy strom (u vrchold jsou napsané instrukce Afv],
v zévorkdch pod listy skuteéné hodnoty posloupnosti). Nakonec polozime dotaz (2,5),
¢imz se instrukce ¢astecné vyhodnoti a vznikne pravy strom.

+3 +3 +3 +3

@G @ (M @ (& (12) (5 9) 3 @ (M @ @) 12) 6) )

Obrazek 4.8: Liné vyhodnocovani operaci

Cvic¢eni
1.  Naucte intervalovy strom zjistit druhy nejmensi prvek v zadaném intervalu.

2. Naucte intervalovy strom zjistit nejblizsi prvek, ktery lezi napravo od zadaného listu
a obsahuje vétsi hodnotu.

3.  Upravte intervalovy strom, aby hranice intervali nebyla ¢isla 1,...,n, nybrz prvky
néjaké obecné posloupnosti h; < ... < h,, zadané pii inicializaci struktury.

4.  Naprogramujte funkci INTCANON nerekurzivné. Nejprve se vydejte z kofene do spo-
le¢ného predka p a pak paralelné prochézejte levou i pravou cestu do kraju intervalu.
Mize se hodit, ze bratr vrcholu v mé index v XOR 1.

5. Jerab se skldda z n ramen spojenych klouby. Pro jednoduchost si ho predstavime jako
lomenou ¢aru v roviné. Prvni tsecka je fixni, kazdd dalsi je pripojena kloubem na
svou predchidkyni. Koncovy bod posledni tisecky hraje roli haku. Navrhnéte datovou
strukturu, ktera si bude pamatovat stav jerabu a bude nabizet operace ,,0to¢ i-tym
kloubem o thel o a ,zjisti aktudlni pozici haku®
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Ukladame-li intervalovy strom do pole, potiebujeme predem védét, jak velké pole
si poridit. Ukazte, jak se bez tohoto predpokladu obejit. Muze se hodit technika
nafukovactho pole z oddilu [P}

Naucte intervalovy strom operaci SETRANGE(%, j, x), kterd vSechny prvky v intervalu
(i, 7) nastavi na z. Lingm vyhodnocovidnim dosdhnéte slozitosti O(logn).

Vratte se k cviceni a vSimnéte si, ze je-li » mocnina dvojky a zvolite-li pocet
drovni rovny log, n, stane se z prihradkové struktury intervalovy strom.

Navrhnéte datovou strukturu, kterd si bude pamatovat posloupnost n levych a pra-
vych zdvorek a bude umét v ¢ase O(logn) otocit jednu zavorku a rozhodnout, zda
je zrovna posloupnost spravné uzavorkovand.
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5 Zakladni grafové algoritmy

Teorie grafii nam dava elegantni nastroj k popisu situaci ze skutecného i matematického
svéta. Diky tomu dovedeme rizné praktické problémy prekladat na otézky tykajici se
grafi. To je zajimavé i samo o sobé, ale jak uvidime v této kapitole, ¢asto diky tomu
muzeme snadno prijit k rychlému algoritmu.

V celé kapitole budeme pro grafy pouzivat nasledujici znaceni:
Definice:
® (G je graf, se kterym pracujeme (orientovany nebo neorientovany).
® V je mnozina vrcholl tohoto grafu, £ mnozina jeho hran.
® n znadi pocet vrcholi, m pocet hran.

® v oznacuje hranu z vrcholu u do vrcholu v. Pokud pracujeme s orientovanym grafem,
je to formalné usporddand dvojice (u,v); v neorientovaném grafu je to dvouprvkova
mnozina {u,v}.

® Ndslednici vrcholu v budou vrcholy, do kterych z v vede hrana. Analogicky z pred-
chidci vede hrana do v. V neorientovaném grafu tyto pojmy splyvaji. Pfedchtidcim
a naslednikim dohromady tikdme sousedé vrcholu v.

e Stuperi deg(v) vrcholu v udavé pocet jeho sousedil, vstupni stupen deg™(v) resp.
vystupni stupeti deg®"*(v) udéava pocet piedchiidetl resp. nésledniki vrcholu v.

e Nékdy budeme uvazovat téz multigrafy, v nichz mohou byt dva vrcholy spojeny vice
paralelnimi hranami, pfipadné mohou existovat smycky spojujici vrchol s nim samym.

Ctenéie, kteif se dosud s teorii grafi nesetkali, odkazujeme na knihu Kapitoly z diskrétni
matematiky [9].

5.1 Nékolik grafii tvodem

Pojdme se nejprve podivat, jak se daji praktické problémy modelovat pomoci grafii.

Bludisté na ¢tvereckovaném papire: vrcholy jsou Ctverecky, hranou jsou spojené sousedni
¢tverecky, které nejsou oddélené zdi. Je prirozené ptat se na komponenty souvislosti blu-
disté, coz jsou ruzné ,mistnosti“, mezi nimiz nelze piejit (alespoii bez prokopani néjaké
zdi). Pokud jsou dva Ctverecky v téZe mistnosti, chceme mezi nimi hledat nejkratsi cestu.

Mapa meésta je podobnd bludisti: vrcholy odpovidaji kiizovatkam, hrany ulicim mezi
nimi. Hrany se hodi ohodnotit délkami ulic nebo ¢asy potfebnymi na prujezd; pak nés
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gees

{ I

Obrazek 5.1: Bludisté a jeho graf

opét zajimaji nejkratsi cesty. Kdyz méstecko zapadd snéhem, minimdlni kostra grafu
nam fekne, které silnice chceme prohrnout jako prvni. Mosty a artikulace (hrany resp.
vrcholy, po jejichz odebréani se graf rozpadne) maji také sviij pfirozeny vyznam. Pokud
jsou ve mésté jednosmeérky, budeme uvazovat o orientovaném grafu.

a

TS a0y 0 P o0 o

-7 ", - =g ) o

8 |n 6 g &b I E‘?qu%um\:ﬂ ]
B 7K96°0 o~

a

8 0 /8 //s ¥
ngﬂyb%Qa e P ogol e

Obrazek 5.2: Mapa a jeji graf

Hlavolam ,,patnactka‘: v krabicce velikosti 4 x 4 je 15 ocislovanych jednotkovych ¢tverecki
a jedna jednotkova dira. Jednim tahem smime do diry pfesunout libovolny étverecek, ktery
s ni sousedi; matematik by spiS fekl, Ze mizeme diru prohodit se sousedicim Ctvereckem.

Opét se hodi graf: vrcholy jsou konfigurace (mozné rozmisténi ¢tverecku a diry v krabicce)
a hrany popisuji, mezi kterymi konfiguracemi jde prejit jednim tahem. Tato konstrukce
funguje i pro dalsi hlavolamy a hry a obvykle se ji ik stavovy prostor hry. Obecné vznikne
orientovany graf, ale zrovna u patnéactky ke kazdému moznému tahu existuje i tah opacny.

Seherezadino &islo 1001 je zajimavé napifklad tim, Ze je nejmensim nésobkem sedmi, jehoz
desitkovy zapis sestava pouze z nul a jednicek. Co kdybychom obecné hledali nejmensi
nasobek néjakého cisla k tvoreny jen nulami a jednickami?

Zatim vyTesime jednodussi otdzku: spokojime se s libovolnym nasobkem, ne tedy nutné
nejmensim. Predstavme si, Ze takové ¢islo vytvarime postupnym pripisovanim cislic.
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Obrazek 5.3: Cast stavového grafu patnactky

Zacéneme jednickou. Kdykoliv pak mame néjaké ¢islo x, umime z néj vytvorit ¢isla 0 =
10z a 1 = 10z + 1. Vsimejme si zbytkid po déleni ¢islem k:

(20) mod k = (10z) mod k = (10 - (z mod k)) mod k&,
(z1) mod k£ = (10z + 1) mod k£ = (10 - (x mod k) + 1) mod k.

Ejhle: novy zbytek je jednoznac¢né urcen predchozim zbytkem.

V feci zbytkl tedy zac¢indme s jednickou a chceme ji pomoci uvedenych dvou pravidel
postupné pretransformovat na nulu. To je preci grafovy problém: vrcholy jsou zbytky 0
az k — 1, orientované hrany odpovidaji nasim pravidlim a hleddme cestu z vrcholu 1 do
vrcholu 0.

Obréazek 5.4: Graf zbytk( pro k = 7. Tenké Cary pfipisuji O, tu¢né 1.
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Cviceni
1.  Kolik nejvyse vrcholt a hran ma graf, kterym jsme popsali bludisté z n xn ¢tverecka?
A kolik nejméné?

2. Kolik vrcholi a hran méa graf patnactky? Vejde se do paméti vaseho pocitace? Jak
by to dopadlo pro mensi verzi hlavolamu v krabicce 3 x 37

3* Kolik mé graf patnactky komponent souvislosti?
4. Kolik vrcholtt a hran mé graf Seherezadina problému pro dané k?
5% Dokazte, ze Seherezadin problém je pro kazdé k > 0 Fesitelny.

6* Jakému grafovému problému by odpovidalo hleddn{ nejmensiho ¢isla z nul a jednicek
délitelného k7 Pokud vas napadla nejkratsi cesta, jesté chvili premyslejte.

5.2 Prohledavani do Sirky

Zakladnim stavebnim kamenem vétsiny grafovych algoritmi je néjaky zptsob prohledd-
vand grafu. Tim myslime postupné prochazeni grafu po hranach od urcitého pocatecniho
vrcholu. Moznych zptsobu prohledavani je vic, zatim ukazeme ten nejjednodussi: prohle-
ddvdni do $irky. Casto se mu ¥ika zkratkou BFS z anglického breadth-first search.

Na vstupu dostaneme kone¢ny orientovany graf a pocatecni vrchol vy. Postupné nachazime
nésledniky vrcholu vy, pak nasledniky téchto nasledniki, a tak dale, az objevime vSechny
vrcholy, do nichz se d& z vy dojit po hranach. Obrazné feceno, do grafu nalijeme vodu
a sledujeme, jak postupuje vlna.

Béhem vypoctu rozlisujeme t¥i mozné stavy vrcholi:
® Nenalezené — to jsou ty, které jsme na své cesté grafem dosud nepotkali.
e Otevrené — o téch uz vime, ale jesté jsme neprozkoumali hrany, které z nich vedou.

® [zavrené — uz jsme prozkoumali i hrany, takze se takovymi vrcholy nemusime nadéale
zabyvat.

Na pocatku vypoctu tedy chceme prohlésit vy za otevieny a ostatni vrcholy za nenalezené.
Pak vy uzavieme a otevieme vSechny jeho nasledniky. Poté prochazime tyto nasledniky,
uzavirame je a otevirame jejich dosud nenalezené néasledniky. A tak dale. Oteviené vrcholy
si pritom pamatujeme ve fronté, takze pokazdé zavieme ten z nich, ktery je otevieny
nejdéle.
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Nasleduje zapis algoritmu v pseudokédu. Pomocnéd pole D a P budou hrat svou roli
pozdéji (v oddilu E}, zatim muzete vSechny operace s nimi preskocit — chod algoritmu
evidentné neovliviuji.

Algoritmus BFS (prohleddvani do $iiky)

Vstup: Graf G = (V, E)) a po¢étecni vrchol vy € V
1. Pro vSechny vrcholy v:
2. stav(v) < nenalezeny

3. D) =0, P(v) «+ 0
4. stav(vg) + otevieny
5. D(’Uo) +~0
6. Zalozime frontu @ a vlozime do ni vrchol vy.
7. Dokud je fronta () neprazdna:
8. Odebereme prvni vrchol z @ a oznacime ho v.
9. Pro vSechny nasledniky w vrcholu v:
10. Je-li stav(w) = nenalezeny:
11. stav(w) + otevieny
12. D(w) < D(v)+1, P(w) < v
13. Ptidame w do fronty Q.
14. stav(v) + uzavieny

Nyni dokazeme, ze BFS skutec¢né déla to, co jsme planovali.
Lemma: Algoritmus BF'S se vzdy zastavi.

Diikaz: Vnitini cyklus je evidentné koneény. V kazdém prichodu vnéjsim cyklem uzavieme
jeden otevieny vrchol. Jednou uzavreny vrchol uz ale sviij stav nikdy nezméni, takze vnéjsi
cyklus probéhne nejvyse tolikrat, kolik je vSech vrchola. O

Definice: Vrchol v je dosaZitelny z vrcholu u, pokud v grafu existuje cesta z u do v.

Poznamka: Cesta se obvykle definuje tak, Ze se na ni nesmi opakovat vrcholy ani hrany.
Na dosazitelnosti se samozrejmé nic nezméni, pokud budeme misto cest uvazovat sledy,
na nichz je opakovani povoleno:

Lemma: Pokud z vrcholu u do vrcholu v vede sled, pak tam vede i cesta.

Dikaz: Ze vSech sledti z u do v vybereme ten nejkratsi (co do po¢tu hran) a nahlédneme, Ze
se jednd o cestu. Vskutku: kdyby se v tomto sledu opakoval néjaky vrchol ¢, mohli bychom
¢ast sledu mezi prvni a posledni navstévou ¢ ,vystrihnout* a ziskat tak sled o jesté mensim
po¢tu hran. A pokud se neopakuji vrcholy, nemohou se opakovat ani hrany. O
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Lemma: Kdyz algoritmus dobéhne, vrcholy dosazitelné z vy jsou uzavrené a vsechny ostat-
ni vrcholy nenalezené.

Diikaz: Nejprve si uvédomime, ze kazdy vrchol budto po celou dobu béhu algoritmu
zistane nenalezeny, nebo se nejprve stane otevienym a pozdéji uzavienym. Formélné
bychom to mohli dokazat indukci podle poctu iteraci vnéjsiho cyklu.

Dale nahlédneme, ze kdykoliv néjaky vrchol w otevieme, musi byt dosazitelny z vg. Opét
indukei podle poétu iteraci: na pocatku je otevieny pouze vrchol vy sém. Kdykoliv pak
otevirame néjaky vrchol w, stalo se tak proto, ze do néj vedla hrana z pravé uzaviraného
vrcholu v. Pfitom podle indukéniho predpokladu existuje sled z vy do v. Prodlouzime-li
tento sled o hranu vw, vznikne sled z vy do w, takze i w je dosazitelny.

Zbyva dokézat, ze se nemohlo stat, Ze by algoritmus néjaky dosazitelny vrchol neobjevil.
Pro spor predpokladejme, ze takové ,Spatné* vrcholy existuji. Vybereme z nich vrchol s,
ktery je k vy nejblizsi, tedy do kterého vede z vy sled o nejmensim mozném poctu hran.
Jelikoz sdm vy nen{ Spatny, musi existovat vrchol p, ktery je na sledu pfedposledni (z p
do s vede posledni hrana sledu).

Vrchol p také nemuze byt Spatny, protoze jinak bychom si jej vybrali misto s. Tim padem
ho algoritmus nalezl, otevtel a ¢asem i zavtel. PTi tomto zavirani ovsem musel prozkoumat
vSechny sousedy vrcholu p, tedy i vrchol s. Neni proto mozné, aby s unikl otevieni. [

5.3 Reprezentace graftl

U algoritmu na prohledavani grafu do sitky jsme zatim nerozebrali ¢asovou a pamétovou
slozitost. Neni divu: algoritmus jsme popsali natolik abstraktné, ze viibec neni jasné, jak
dlouho trva nalezeni vSech néasledniku vrcholu. Nyni tyto detaily doplnime.

Predevsim se musime rozhodnout, jak grafy reprezentovat v paméti pocitace. Obvykle se
pouzivaji nasledujici zpusoby:

Matice sousednosti. Vrcholy ocislujeme od 1 do n, hrany popiSeme matici n x n, ktera
mé na pozici 4,7 jednicku, je-li ¢j hrana, a jinak nulu. Jednicky v i-tém radku tedy
odpovidaji naslednikim vrcholu 4, jednicky v j-tém sloupci predchtidcim vrcholu j. Pro
neorientované grafy je matice symetricka.

Vyhodou této reprezentace je, ze dovedeme v konstantnim c¢ase zjistit, zda jsou dva vrcholy
spojeny hranou. Vyjmenovani hran vedoucich z daného vrcholu trvd ©(n). Matice zabere
prostor ©(n?).

Lepsich parametriu obecné nemizeme dosdhnout, protoze sousedu muze byt az n — 1
a viech hran az fadové n?. Casto ale pracujeme s 7idkymi grafy, tedy takovymi, které
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Obrazek 5.5: ,Prasatko” a jeho matice sousednosti

maji méné nez kvadraticky hran. Potkdvame je necekané casto — fidké jsou naptiklad
vSechny rovinné grafy, ¢ili i stromy. Pro né se bude lépe hodit néasledujici reprezentace.

Seznamy sousedii. Vrcholy opét ocislujeme od 1 do n. Pro kazdy vrchol ulozime seznam
¢isel jeho néslednikt. Presnéji feceno, poridime si pole S, jehoz i-ty prvek bude ukazovat
na seznam naslednikt vrcholu ¢. V neorientovaném grafu zaradime hranu ij do seznami
S[i) i S[j)-
0:1,3,9 ,3 2:
5:3 3

1: 2 4 4:
6:0,3,7 7 6

3:
8: 9: 6
Obréazek 5.6: Seznamy naslednikd pro prasatkovy graf

Vyjmenovani hran tentokrat stihneme linedrné s jejich poctem. Celd reprezentace zabira
prostor ©(n + m). OvSem test existence hrany ij se zpomalil: musime projit vSechny
nasledniky vrcholu i.

Casto se pouzivaji riizna rozsfieni této reprezentace. Napifklad mizeme pfidat seznamy
predchudcti, abychom uméli vyjmenovavat i hrany vedouci do daného vrcholu. Také mu-
zeme Cisla vrchola nahradit ukazateli, pole seznamem a ziskat tak moznost graf za béhu
libovolné upravovat. Pro neorientované grafy se pak hodi, aby byly oba vyskyty téze hrany
navzajem propojené.

Komprimované seznamy sousedi. Pokud chceme Setfit paméti, muze se hodit zkomprimo-
vat seznamy ndsledniki (& vSech sousedit) do poli. Pofidime si pole S[1...m], ve kterém
budou za sebou naskladani nejdiive vsichni naslednici vrcholu 1, pak néaslednici dvojky,
atd. Navic zalozime ,rejstitk“ — pole R[1...n], jehoz i-ty prvek ukazuje na prvnfho na-
slednika vrcholu i v poli S. Pokud navic dodefinujeme R[n+ 1] = m+1, bude vzdy platit,
ze naslednici vrcholu ¢ jsou v S na pozicich R[i] az R[i + 1] — 1.
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Obrazek 5.7: Komprimované seznamy naslednikd pro prasatkovy graf

Tim jsme uSetrili ukazatele, coz sice asymptotickou pamétovou slozitost nezménilo, ale
presto se to u velkych grafi mtze hodit. Zédkladni operace jsou raddové stejné rychlé jako
pred kompresi, ovSem zkomplikovali jsme jakékoliv tpravy grafu.

Matice incidence. Casto v literatufe narazime na dal$f maticovou reprezentaci grafi.
Jednd se o matici tvaru n X m, jejiz radky jsou indexovany vrcholy a sloupce hranami.
Sloupec, ktery popisuje hranu 7, ma v i-tém radku hodnotu —1, v j-tém raddku hodnotu 1
a vsude jinde nuly. Pro neorientované grafy se znaménka budto voli libovolné, nebo jsou
obé kladna.

Tato matice hraje pozoruhodnou roli v dukazech ruznych vét na pomezi teorie grafu a line-
arn{ algebry (naptiklad Kirchhoffovy véty o poéitéani koster grafu pomoci determinanti).
V algoritmech se ovsem nehodi — je obrovska a vsechny zakladni grafové operace jsou s ni
pomalé.

Vratme se nyni k prohledavani do sitky. Pokud na vstupu dostane graf reprezentovany
seznamy sousedil, o jeho casové slozitosti plati:

Lemma: BF'S dobéhne v ¢ase O(n + m) a spotiebuje pamét ©(n + m).

Diikaz: Inicializace algoritmu (kroky 1 az [ trvd O(n). Jelikoz kazdy vrchol uzavieme
nejvyse jednou, vnéjsi cyklus probéhne nejvyse n-krat. Pokazdé spotiebuje konstantni
¢as na svou rezii a navic konstantni ¢as na kazdého nalezeného néslednika. Celkem tedy
O(n+ >, d;), kde d; je pocet nésledniki vrcholu i. Tato suma je rovna poc¢tu hran.

(Také si mizeme predstavovat, ze algoritmus zkoumd vrcholy i hrany, oboji v konstantnim
case. Kazdou hranu pritom prozkouma v okamziku, kdy uzavird vrchol, z néjz tato hrana
vede, ¢ili pravé jednou.)

Pamét jsme potrebovali na reprezentaci grafu, linedrné velkou frontu a linedrné velka
pole. O

Cviceni
1. Jak reprezentovat multigrafy s ndsobnymi hranami a smyckami?
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2. Jakou casovou slozitost by BFS mélo, pokud bychom graf reprezentovali matici
sousednosti?

3. Navrhnéte reprezentaci grafu, kterda bude efektivni pro ridké grafy, a pritom dokéze
rychle testovat existenci hrany mezi zadanymi vrcholy.

4. Je-li A matice sousednosti grafu, co popisuje matice A%? A co AF? (Mocniny matic
definujeme takto: A! = A, AF*1 = AFA )

5% Na zékladé predchoziho cvic¢eni vytvoite algoritmus, ktery pomoci O(log n) ndsobeni
matic spocitd matici dosaZitelnosti. To je nula-jednickova matice A*, v niz A7, =1
praveé tehdy, kdyz z i do j vede cesta. Jesté lepsi ¢asové slozitosti muzete dosdhnout
nasobenim matic pomoci Strassenova algoritmu z oddﬂu

6. Je-li I matice incidence grafu, co popisuji matice ITT a IIT?

5.4 Komponenty souvislosti

Jakmile umime prohledéavat graf, hned dokazeme odpovidat na nékteré jednoduché otazky.
Naptiklad umime snadno zjistit, zda zadany neorientovany graf je souvisly: vybereme si
libovolny vrchol a spustime z néj BFS. Pokud jsme navstivili vSechny vrcholy, graf je
souvisly. V opacném pripadé jsme prosli celou jednu komponentu souvislosti. K nalezeni
ostatnich komponent staci opakované vybirat dosud nenavstiveny vrchol a spoustét z néj
prohledavani.

Nésleduje pseudokéd algoritmu odvozeny od BFS a mirné zjednoduseny: zbyte¢né neini-
cializujeme vrcholy vicekrat a nerozliSujeme mezi otevienymi a uzavienymi vrcholy. Misto
toho udrzujeme pole C, které o navstivenych vrcholech tika, do které komponenty patii;
komponentu pritom identifikujeme nejmensim c¢islem vrcholu, ktery v ni lezi.

Algoritmus KOMPONENTY
Vstup: Neorientovany graf G = (V, E)
1. Pro vSechny vrcholy v polozime C(v) + nedefinovino.
2. Pro vsechny vrcholy u postupné provadime:
3. Je-li C(u) nedefinovano: < novd komponenta, spustime BFS
Cu) < u
Zalozime frontu @) a vlozime do ni vrchol u.
Dokud @ neni prazdna:
Odebereme prvni vrchol z @ a oznacime ho v.
Pro vsechny nasledniky w vrcholu v:
Pokud C(w) neni definovano:

© 0N oo
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10. C(w) + u
11. Ptiddme w do fronty Q.
Vijstup: Pole C' prirazujici vrcholiim komponenty

Korektnost algoritmu je zfejma. Pro rozbor slozitosti ozna¢me n; a m; pocet vrcholi
a hran v i-té nalezené komponenté. Prohledani této komponenty trva ©(n; +m;). Kromé
toho algoritmus provadi inicializaci a hleda dosud neoznacené vrcholy, coz se oboji tyka
kazdého vrcholu jen jednou. Celkové tedy spotiebuje ¢as ©(n+>,(n;+m;)), coz je rovno
O(n+m), nebot kazdy vrchol i hrana lez{ v pravé jedné komponenté. Paméti potiebujeme
O(n) navic k reprezentaci grafu.

Cviceni

1. Navrhnéte algoritmus, ktery v case O(n 4+ m) zjisti, zda zadany graf je bipartitnd.
Tak se tika graftim, jejichz vrcholy lze rozdélit na dvé mnoziny tak, aby koncové
vrcholy kazdé hrany patrily do rtiznych mnozin.

5.5 Vrstvy a vzdalenosti

7 prubéhu prohledavani do sitky lze zjistit spoustu dalsich zajimavych informaci o grafu.
K tomu se budou hodit pomocna pole D a P, jez jsme si uz v algoritmu prichystali.

Predevsim muzeme vrcholy rozdélit do vrstev podle toho, v jakém poradi je BF'S prochazi:
ve vrstvé Vp bude lezet vrchol vy a kdykoliv budeme zavirat vrchol z vrstvy Vi, jeho
otevirané nésledniky umistime do Vj1. Algoritmus ma tedy v kazdém okamziku ve fronté
vrcholy z néjaké vrstvy Vi, které postupné uzavird, a za nimi pribyvaji vrcholy tvorici
vrstvu Viyg.

Vo W Va V3

Obrazek 5.8: Vrstvy pfi prohledavani grafu z obrEdo Sirky
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Lemma: Je-li vrchol v dosazitelny, pak lezi v néjaké vrstvé Vi a ¢éislo D(v) na konci
vypoctu je rovno k. Navic pokud v # vg, pak P(v) je néjaky predchtudce vrcholu v lezici
ve vrstvé Vi_;. Tim paddem v, P(v), P(P(v)), ..., vo tvoii cestu z vy do v (zapsanou
pozpatku).

Diikaz: Vse provedeme indukei podle poctu kroku algoritmu. Vyuzijeme toho, ze D(v)
a P(v) se nastavuji v okamziku uzavieni vrcholu v a pak uz se nikdy nezméni. O

Cisla vrstev maji ovsem zasadnéjsi vyznam:

Lemma: Je-li vrchol v dosazitelny z vg, pak na konci vipoétu D(v) udéva jeho vzdalenost
od vy, mérenou poctem hran na nejkratsi cesté.

Diikaz: Ozna¢me d(v) skute¢nou vzdalenost z vy do v. Z predchoziho lemmatu vime, ze
z vo do v existuje cesta délky D(v). Proto D(v) > d(v).

Opacnou nerovnost dokdzeme sporem: Necht existuji vrcholy, pro které je D(v) > d(v).
Takovym budeme opét fikat spatné vrcholy a vybereme z nich vrchol s, jehoz skutecna
vzdalenost d(s) je nejmensi.

Uvézime nejkratsi cestu z vy do s a predposledni vrchol p na této cesté. Jelikoz d(p) =
d(s) — 1, musi p byt dobry (viz téz cviceni |, takze D(p) = d(p). Nyni zaostfeme na
okamzik, kdy algoritmus zavird vrchol p. Tehdy musel objevit vrchol s jako naslednika.
Pokud byl v tomto okamziku s dosud nenalezeny, musel padnout do vrstvy d(p)+1 = d(s),
coz je spor. Jenze pokud uz byl otevieny nebo uzavieny, musel dokonce padnout do néjaké
diivéjsi vrstvy, coz je spor tim spis. O

Strom prohledavani a klasifikace hran

Vrstvy vypovidaji nejen o vrcholech, ale také o hrandch grafu. Je-li 45 hrana, rozlisime
nésledujici moznosti:

e D(j) < D(i) — hrana vede do nékteré z minulych vrstev. V okamziku uzavirdni ¢
byl 7 uz uzavreny. Takovym hranam budeme tikat zpétné.

e D(j) = D(i) — hrana vede v rdmci téZe vrstvy. V okamziku uzaviran{ ¢ byl j budto
uzavreny, nebo jesté otevieny. Tyto hrany se nazyvaji pricné.

® D(j) = D(i)+1 — hrana vede do nésledujici vrstvy (povsimnéte si, ze nemize zidnou
vrstvu preskoéit, protoze by neplatila trojihelnikova nerovnost pro vzdalenost).

® Pokud pri uzavirani ¢ byl 7 dosud nenalezeny, tak jsme j pravé otevreli a nastavili
P(j) = i. Tehdy budeme hrané ij ¥ikat stromovd a za chvili prozradime, proc.

e V opa¢ném piipadé byl j otevieny a hranu prohlasime za doprednou.
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Lemma: Stromové hrany tvofi strom na vsSech dosazitelnych vrcholech, orientovany smeé-
rem od kofene, jimz je vrchol vy. Cesta z libovolného vrcholu v do vy v tomto stromu je
nejkratsi cestou z vy do v v pivodnim grafu. Proto se tomuto stromu tiké strom nejkratsich
cest.

Diikaz: Graf stromovych hran musi byt strom s kofenem vy, protoze vznika z vrcholu vy
postupnym pridavanim lista. Na kazdé hrané pritom roste Cislo vrstvy o 1 a jak uz vime,
¢isla vrstev odpovidaji vzdalenostem, takze cesty ve stromu jsou nejkratsi. O

Dodejme jesté, ze stromu nejkrat$ich cest mize pro jeden graf existovat vicero (ani nej-
krats{ cesty samotné nejsou jednoznacné urcené, pouze vzdalenosti). Kazdy takovy strom
je ovSem kostrou prohleddvaného grafu.

Pozorovani: V neorientovanych grafech BFS potka kazdou dosazitelnou hranu dvakrat:
budto poprvé jako stromovou a podruhé jako zpétnou, nebo nejdiive jako doprednou
a pak jako zpétnou, anebo v obou pripadech jako pricnou. Tim padem nemohou existovat
zpétné hrany, které by se vracely o vic nez jednu vrstvu.

Nyni pojdme vSe, co jsme zjistili o algoritmu BF'S, shrnout do nasledujici véty:

Véta: Prohleddvani do sitky dobéhne v ¢ase O(n +m) a spotfebuje prostor ©(n +m). Po
skonceni vypoctu popisuje pole stav dosazitelnost z vrcholu vy, pole D obsahuje vzdale-
nosti od vrcholu vg a pole P kdéduje strom nejkratsich cest.

Cviceni
1. Upravte BFS tak, aby pro kazdy dosazitelny vrchol zjistilo, kolik do néj vede nej-
kratsich cest z pocate¢niho vrcholu. Zachovejte linedrni ¢asovou slozitost.

2.V dukazu lemmatu o vzdalenostech jsme povazovali za samoziejmost, ze usekneme-li
nejkratsi cestu z vg do s v néjakém vrcholu p, zbude z ni nejkratsi cesta z vg do p.
Jinymi slovy, prefix nejkratsi cesty je zase nejkratsi cesta. Dokazte formélné, zZe je
to pravda.

3. BFS v kazdém okamziku zavira nejstarsi otevieny vrchol. Jak by se chovalo, kdy-
bychom vybirali otevieny vrchol podle néjakého jiného kritéria? Ktera z dokazanych
lemmat by stale platila a ktera ne?

4.  Na jisté Ssachovnici zil kulhavy kun. To je zvlastni Sachova figurka, kterda v sudych
tazich tahne jako jezdec, v lichych jako pésec. Vymyslete algoritmus, ktery z jednoho
zadaného policka dokulhd na druhé na nejmensi mozny pocet tahu.

5.  Méjme mapu Manhattanu: ¢tvereckovany papir, kiizeni éar odpovidaji kiizovatkam,
useCky mezi nimi jednotlivym streets a avenues, z nichz nékteré jsou neprujezdné
kvuli dopravni zacpé. Zrovna se nam v jedné ulici porouchalo auto a nyni dovede
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pouze jezdit rovné a odbocovat doprava. Naleznéte nejkratsi cestu do servisu (na
zadanou kiizovatku).

6. Hrdina Théseus se vypravil do hlubin labyrintu a snazi se najit poklad. Chodbami
labyrintu se ovsem pohybuje hladovy Minétauros a snazi se najit Thésea. Labyrint
ma tvar Ctvercové sité, jejiz kazdé policko je budto volné prostranstvi, anebo zed.
Zname mapu labyrintu a pocatecéni polohy Thésea, Mindtaura a pokladu. Théseus
se v jednom tahu pohne na vybrané sousedni policko. Poté se vzdy dvakrat pohne
o policko Mindtauros: pokazdé se pokusi zmensit o 1 rozdil své a Théseovy z-ové
souradnice, pokud to nejde, pak y-ové, pokud nejde ani to, stoji. Poradte Théseovi,
jak ma dojit k pokladu a vyhnout se Minétaurovi.

7. Koupili jste na inzerat dvojici skvélych roboti. Lacino, nebof jsou pravé uvézné-
ni v bludisti (¢tvercova sit s nékterymi policky blokovanymi). Zndte jejich polohy
a muzete jim radiem vysilat povely pro posun o policko na sever, jih, vychod ¢i
zapad, abyste je dostali na okraj bludisté. Hacek je ale v tom, Ze na kazdy povel
reaguji oba roboti. Vymyslete algoritmus, ktery najde nejkratsi posloupnost poveld,
jez vysvobodi oba roboty. Dodejme jesté, ze robot ignoruje povel, ktery by zptsobil
okamzity naraz do zdi nebo do druhého robota, a ze jakmile se robot dostane na
okraj, odchytime ho a dalsi povely neposloucha.

Poznamenejme, ze tloha by byla resitelna i tehdy, kdybychom pocatecéni polohy
robott neznali. To je ovsem mnohem obtiznéjsi a potfebnd ,,univerzalni posloupnost
poveli®“ mnohem delsi.

5.6 Prohledavani do hloubky

Dalsim dilezitym algoritmem k prochéazeni grafi je prohleddvani do hloubky, anglicky
depth-first search ¢ili DFS. Je zaloZzeno na podobném principu jako BFS, ale vrcholy
zpracovava rekurzivné: kdykoliv narazi na dosud nenalezeny vrchol, otevie ho, zavola
se rekurzivné na vsechny jeho dosud nenalezené nasledniky, nacez puvodni vrchol zavie
a vrati se z rekurze.

Algoritmus opét zapiseme v pseudokdédu a rovnou ho doplnime o pomocné pole in a out.
Do nich zaznamename, v jakém poradi jsme vrcholy otevirali a zavirali.

Algoritmus DFS (prohleddvani do hloubky)
Vstup: Graf G = (V, E) a pocateéni vrchol vy € V
1. Pro vSechny vrcholy v:
2. stav(v) + nenalezeny
3. in(v), out(v) < nedefinovdno

119



— 5.6 Zéakladni grafové algoritmy — Prohleddvani do hloubky

4. T+ 0 < globdlni pocitadlo krokd
5. Zavolame DFS2(vy).

Procedura DFS2(v)

stav(v)  otevieny
T+ T+1,in)«T
Pro vSechny nasledniky w vrcholu v:
Je-li stav(w) = nenalezeny, zavolame DFS2(w).
stav(v) + uzavieny
T+ T+1, out(v) « T

—_

> ol W

Rozbor algoritmu povedeme podobné jako u BFS.
Lemma: DFS dobéhne v ¢ase O(n + m) a prostoru O(n + m).

Diikaz: Kazdy vrchol, ktery nalezneme, piejde nejprve do otevieného stavu a posléze do
uzavieného, kde uz setrva. Kazdy vrchol proto uzavirame nejvyse jednou a projdeme pti
tom hrany, které z néj vedou. Stravime tak konstantni ¢as nad kazdym vrcholem a kazdou
hranou.

Kromé reprezentace grafu algoritmus potfebuje linedrné velkou paméf na pomocnd pole
a na zasobnik rekurze. O

Lemma: DFS navstivi pravé ty vrcholy, které jsou z vy dosazitelné.

Diikaz: Nejprve indukei podle béhu algoritmu nahlédneme, Ze kazdy navstiveny vrchol
je dosazitelny. Opacnou implikaci zase dokédZeme sporem: ze Spatnych vrcholu (dosazitel-
nych, ale nenavstivenych) vybereme ten, ktery je k vg nejblizsi, a zvolime jeho predchidce
na nejkratsi cesté. Ten nemuze byt Spatny, takze byl otevien, a tim paddem musel byt po-
sléze otevren i nas Spatny vrchol. Spor. O

Prohledavani do hloubky neméa zadnou pfimou souvislost se vzdalenostmi v grafu. Pfes-
to poradi, v némz navstévuje vrcholy, skyta mnoho pozoruhodnych vlastnosti. Ty nyni
prozkoumame.

Chod algoritmu miuzZeme elegantné popsat pomoci fetézce zavorek. Kdykoliv vstoupime
do vrcholu, pripiSeme k fetézci levou zavorku; az budeme tento vrchol opoustét, pripiSeme
pravou. Z prubéhu rekurze je vidét, ze jednotlivé pary zavorek se nebudou kiizit — dostali
jsme tedy dobfe uzdvorkovany fetézec s n levymi a n pravymi zdvorkami. Hodnoty in(v)
a out(v) ndm Feknou, kde v tomto Fetézci lezi leva a pravd zdvorka piifazend vrcholu v.

Kazdé uzavorkovani odpovida néjakému stromu. V nasem pripadé je to tak zvany DFS
strom, ktery je tvoren hranami z pravé uzaviraného vrcholu do jeho nové objevenych
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nésledniku (témi, po kterych jsme se rekurzivné volali). Je to tedy strom zakofenény
ve vrcholu vy a jeho hrany jsou orientované smérem od korene. Budeme ho kreslit tak,
ze hrany vedouci z kazdého vrcholu usporddame zleva doprava podle toho, jak je DFS
postupné objevovalo.

Na prubéh DFS se tedy také da divat jako na prochdzeni DFS stromu. Vrcholy, které
lezi na cesté z korene do aktualniho vrcholu, jsou presné ty, které uz jsme otevreli, ale
zatim nezavreli. Rekurze je mé na zasobniku a v zavorkové reprezentaci odpovidaji levym
zavorkam, jez jsme vypsali, ale dosud neuzavieli pravymi. Tyto vrcholy tvofi bajnou
Ariadninu nit, po niz se vracime smérem ke vchodu do bludisté.

Obrézek@ukazuje, jak vypada prichod DFS stromem pro ,,prasatkovy“ graf z obrazku
B Zacali jsme vrcholem 0 a pokazdé jsme probirali nésledniky od nejmensiho k nejvét-
stmu.

v in(v) out(v)
0 1 16
1 2 9
2 3 4
3 5 8
4 6 7
5 _
6 11 14
7 12 13
8 -
9 10 15

Obréazek 5.9: Pribéh DFS na prasatkovém grafu

Pozorovani: Hrandm grafu muzeme pfifadit typy podle toho, v jakém vztahu jsou odpo-
vidajici zavorky, ¢ili v jaké poloze je hrana vici DFS stromu. Tomuto prifazeni se obvykle
tikd DF'S klasifikace hran. Pro hranu zy rozlisime tyto moznosti:

® (4...(y.-)y )z Tehdy mohou nastat dva piipady:

® Vrchol y byl pii uzavirani x nové objeven. Takova hrana lezi v DFS stromu,
a proto ji fikdme stromovd.

® Vrchol y jsme uz znali, takze v DFS stromu lezi v néjakém podstromu pod
vrcholem z. Témto hranam rikdme dopredné.

® (y...(g..)z-..)y — vrchol y lezi na cesté ve stromu z kofene do  a je dosud otevieny.
Takové hrany se nazyvaji zpétné.
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® (y...)y---(z--.)s — vrchol y byl uz uzavfen a rekurze se z néj vratila. Ve stromu neni
ani predkem, ani potomkem vrcholu x, nybrz lezi v néjakém podstromu odpojujicim
se doleva od cesty z kofene do x. Témto hranam rikame pricné.

® (3...)z...(y-..)y — pripad, kdy by vedla hrana z uzavieného vrcholu = do vrcholu y,
ktery bude otevien teprve v budoucnosti, nemuze nastat. Pred uzavienim x totiz
prozkoumame vsechny hrany vedouci z x a do pripadnych nenalezenych vrcholt se
rovnou vydame.

Na obrazku @ jsou stromové hrany nakresleny plnymi carami a ostatni teckované. Hrana
(6,0) je zpétnd, (0,3) dopfednd a (6,3) pricna.

V neorientovanych grafech se situace zjednodusi. Kazdou hranu potkdme dvakrat: budto
poprvé jako stromovou a podruhé jako zpétnou, nebo poprvé jako zpétnou a podruhé
jako dopfednou. PFi¢né hrany se neobjevi (k nim opacné by totiz byly onoho posledniho
druhu, ktery se nemuze vyskytnout).

K rozpoznani typu hrany vzdy staci porovnat hodnoty in a out a pripadné stavy obou
krajnich vrchola. Zvlddneme to tedy v konstantnim cCase.

Shriime, co jsme v tomto oddilu zjistili:

Véta: Prohleddvani do hloubky dobéhne v ¢ase O(n +m) a spotfebuje prostor ©(n +m).
Jeho vysledkem je dosazitelnost z pocatecniho vrcholu, DFS strom a klasifikace vSech
hran v dosazitelné casti grafu.

Cviceni
1. Jakou casovou slozitost by DFS mélo, pokud bychom graf reprezentovali matici sou-
sednosti?

2. Nabizi se svidna myslenka, ze DFS ziskdme z BF'S nahrazenim fronty zasobnikem.
To by naptiklad znamenalo, ze si muzeme usettit vétsinu analyzy algoritmu a jen
se odkéazat na obecny prohledavaci algoritmus z cviceni Na ¢em tento pristup
selze?

3. Zkontrolujte, ze DFS klasifikace je kompletni, tedy Ze jsme probrali vSechny mozné
polohy hrany vzhledem ke stromu.

4.  Mgjme souvisly orientovany graf. Chceme mazat jeho vrcholy jeden po druhém tak,
aby graf zustal stale souvisly. Jak takové poradi mazani najit?

5. Muze byt v orientovaném grafu kruznice slozena ze samych zpétnych hran? A v ne-
orientovaném?
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5.7 Mosty a artikulace

DFS Kklasifikaci hran lze elegantné pouzit pro hledani mosti a artikulaci v souvislych
neorientovanych grafech. Most se rikd hrané, jejimz odstranénim se graf rozpadne na
komponenty. Artikulace je vrchol s toutéz vlastnosti.

Obrazek 5.10: Mosty a artikulace grafu

Mosty
Zacneme klasickou charakteristikou mostu:

Lemma: Hrana neni most pravé tehdy, kdyz lezi na alespon jedné kruznici.

Druikaz: Pokud hrana zy neni most, musi po jejim odebrani stale existovat néjaka cesta
mezi vrcholy x a y. Tato cesta spolu s hranou xy tvori kruznici v ptivodnim grafu.

Naopak lezi-li zy na néjaké kruznici C', nemutze se odebranim této hrany graf rozpadnout.
V libovolném sledu, ktery pouzival hranu zy, totiz mizeme tuto hranu nahradit zbytkem
kruznice C. O

Nyni si rozmysleme, které typy hran podle DFS klasifikace mohou byt mosty. Jelikoz
kazdou hranu potkdme v obou smérech, bude nas zajimat jeji typ pfi prvnim setkani:

e Stromové hrany mohou, ale nemusi byt mosty.

® 7pétné hrany nejsou mosty, protoze spolu s cestou ze stromovych hran uzaviraji
kruznici.

® Dopredné ani pricné hrany v neorientovanych grafech nepotkame.

Stacéi tedy umét rozhodnout, zda dand stromova hrana lezi na kruznici. Jak by tato
kruznice mohla vypadat? Nazveme x a y krajni vrcholy stromové hrany, pricemz z je
vySsi z nich (blizsi ke kofeni). Ozna¢me T, podstrom DFS stromu tvoreny vrcholem y
a vSemi jeho potomky. Pokud kruZnice projde z x do y, prdvé vstoupila do podstromu 7,
a nez se vrati do x, zase musi tento podstrom opustit. To ale mize pouze po zpétné hrané:
po jediné stromové jsme vesli a dopredné ani pfi¢né neexistuji.

Chceme tedy zjistit, zda existuje zpétnd hrana vedouci z podstromu 7y ven, to znamena
na stromovou cestu mezi kofenem a x.
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Obrazek 5.11: Zpétna hrana st zpUsobuje, Ze xy neni most

Pro konkrétni zpétnou hranu tuto podminku ovérime snadno: Je-li st zpétna hrana a s lezi
v T, staci otestovat, zda t je vySe nez y, nebo ekvivalentné zda in(t) < in(y) — to je totéz,
nebot in na kazdé stromové cesté shora dolt roste.

Abychom nemuseli pokazdé prohleddvat vsechny zpétné hrany z podstromu, provedeme
jednoduchy pfedvypocet: pro kazdy vrchol v spoc¢itdme low(v), coz bude minimum z int
vSech vrcholu, do nichz se lze dostat z T, zpétnou hranou. Muzeme si predstavit, ze to
tika, jak vysoko lze z podstromu dosahnout.

Pak uz je testovani mosti snadné: stromova hrana zy lezi na kruznici pravé tehdy, kdyz
low(y) < in(y).

Pfedvypocet hodnot low(v) lze pfitom snadno zabudovat do DFS: kdykoliv se z néjakého
vrcholu v vracime, spo¢itdme minimum z low jeho syna a z ind vrcholi, do nichz z v
vedou zpétné hrany. Lépe je to vidét z nasledujiciho zapisu algoritmu. DFS jsme mirné
upravili, aby nepotfebovalo explicitné udrzovat stavy vrchol a vystacilo si s polem in.

Algoritmus MosTy
Vstup: Souvisly neorientovany graf G = (V, E)

1. M+ 0 4 seznam dosud nalezenych mosti
T+0 < pocitadlo kroku
3. Pro vSechny vrcholy v nastavime in(v) + nedefinovdno.

N

4. Zvolime libovolné vrchol u € V.
5. Zavoldme MoOSTY2(u, nedefinovdno).
Vistup: Seznam mostt M

Procedura MosTY2(v, p)

Vstup: Kofen podstromu v, jeho otec p
1. T« T+1,inMw) «T
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low(v) + 400
Pro vsechny nasledniky w vrcholu v:
Pokud in(w) neni definovan: < hrana vw je stromovd
Zavolame MOSTY2(w, v).
Pokud low(w) > in(w): <4 vw je most
Pridame hranu vw do seznamu M.
low(v) + min(low(v), low(w))
Jinak je-li w # p a in(w) < in(v): 4 zpétnd hrana
low(v) + min(low(v), in(w))

© XN W

_.
.

Snadno nahlédneme, ze takto upravené DFS stale travi konstantni ¢as nad kazdym vr-
cholem a hranou, takze bézi v ¢ase O(n+m). Paméti zabere ©(n+m), nebot oproti DFS
uklada navic pouze pole low.

Artikulace
T artikulace je mozné charakterizovat pomoci kruznic a stromovych/zpétnych hran, jen je

vvvvv

Lemma A: Vrchol v nend artikulace, pokud pro kazdé dva jeho rtizné sousedy z a y existuje
kruznice, na niz lez{ hrany vz i vy.

Diikaz: Pokud v neni artikulace, pak po odebrani vrcholu v (a tedy i hran va a vy) musi
mezi vrcholy x a y nadéle existovat néjaka cesta. Doplnénim hran zv a vy k této cesté
dostaneme kyzenou kruznici.

V opacéném sméru: Necht kazdé dvé hrany incidentni s v lezi na spoleéné kruznici. Poté
muzeme libovolnou cestu, kterd spojovala ostatni vrcholy a prochézela pfi tom pfes v,
upravit na sled, ktery v nepouzije: pokud cesta do v vstoupila z néjakého vrcholu x
a odchézi do y, nahradime hrany xv a vy opa¢nym obloukem prislusné kruznice. Tim
padem graf zustane po odebrani v souvisly a v neni artikulace. O

Definice: Zavedeme binarni relaci ~ na hranach grafu tak, ze hrany e a f jsou v relaci
praveé tehdy, kdyz e = f nebo e a f lezi na spoletné kruznici.

Lemma E: Relace = je ekvivalence.

Diikaz: Reflexivita a symetrie jsou zfejmé z definice, ale potfebujeme ovérit tranzitivitu.
Chceme tedy dokézat, ze kdykoliv e =~ f a f =~ g, pak také e ~ g. Vime, Ze existuje
spolecna kruznice C pro e, f a spole¢né kruznice D pro f a g. Potiebujeme najit kruznici,
na niz lezi soucasné e a g. Sledujme obrézek

Vydame se po kruznici D jednim smérem od hrany g, az narazime na kruznici C' (stat
se to musi, protoze hrana f lezi na C i D). Vrchol, kde jsme se zastavili, ozna¢me x.
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Podobné pri cesté opacnym smérem ziskdme vrchol y. Snadno ovérime, ze vrcholy = a y
musi byt rizné.

z D

f

Obrazek 5.12: Situace v ddkazu lemmatu E

Hledané spolecna kruznice bude vypadat takto: zacneme hranou g, pak se vydame po
kruznici D do vrcholu z, z néj po C smérem od vrcholu y ke hrané e, projdeme touto
hranou, pokracujeme po C do vrcholu y a pak po D zpét ke hrané g. (|

Ekvivalenénim tridam relace ~ se k& komponenty vrcholové 2-souvislosti nebo také bloky.
Pozor na to, ze na rozdil od komponent obycejné souvislosti to jsou mnoziny hran, nikoliv
vrcholt.

Pozorovani: Vrchol v je artikulace pravé tehdy, sousedi-li s hranami z alespon dvou riznych
blokii.

Nyni povoldme na pomoc DFS klasifikaci. Uvazime vSechny hrany incidentni s néjakym
vrcholem v. Nejprve si vSimneme, ze kazda zpétna hrana je v bloku s nékterou ze stro-
movych hran, takze staci zkoumat pouze stromové hrany.

Déle nahlédneme, Ze pokud jsou dvé stromové hrany vedouci z v dolt v témze bloku, pak
musi v tomto bloku byt i stromova hrana z v nahoru. Duvod je nasnadé: podstromy visici
pod stromovymi hranami nemohou byt propojeny primo (pfi¢né hrany neexistuji), takze
je musime nejprve opustit zpétnou hranou a pak se vratit ptfes otce vrcholu v.

Zbyva tedy pro kazdou stromovou hranu mezi v a jeho synem zjistit, zda lezi na kruznici se
stromovou hranou z v nahoru. K tomu opét pouzijeme hodnoty low: je-li s syn vrcholu v,
staci otestovat, zda low(s) < in(v).

Piimocarym diusledkem je, Ze mé-li koren DFS stromu vice synti, pak je artikulaci — hrany
do jeho synti nemohou byt propojeny ani piimo, ani pfes vyssi patra stromu.

Sta¢i nam proto v algoritmu na hledani most vymeénit podminku porovnavajici low s in
a hned hledd artikulace. Casova i pamétova slozitost ztistavaji linedrni s velikosti grafu.
Detailni zépis algoritmu ponechme jako cviceni.
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Cviceni

1.

HX

Dokazte, ze pokud se v souvislém grafu na alespon tiech vrcholech nachdzi most,
pak je tam také artikulace. Ukazte, ze opacné implikace neplati.

Zapiste v pseudokédu nebo naprogramujte algoritmus na hledani artikulaci.

Definujme relaci ~ na vrcholech tak, ze x ~ y pravé tehdy, lezi-li  a y na néjakém
spoletném cyklu (uzavieném sledu bez opakovani hran). Dokazte, Ze tato relace je
ekvivalence. Jejim ekvivalenénim tiidam se tikd komponenty hranové 2-souvislosti,
jednotlivé tridy jsou navzajem pospojovany mosty. Upravte algoritmus na hledani
mosti, aby graf rozlozil na tyto komponenty.

Blokovy graf B(G) grafu G popisuje vztahy mezi jeho bloky. M4 dva typy vrcholi:
jedny odpovidaji artikulacim, druhé blokim (most povazujeme za specidlni pripad
bloku). Hranou spojime vzdy artikulaci se v8emi incidentnimi bloky. Dokazte, Ze
blokovy graf je vzdy strom, a rozsirte algoritmus pro hledani artikulaci, aby ho
sestrojil.

Usaté lemma tika, ze kazdy graf bez artikulaci je mozné postupné sestrojit tak, ze
vyjdeme z néjaké kruznice a postupné k ni prilepujeme ,,usi“ — cesty, jejichz krajni
vrcholy uz byly sestrojeny, a vnitin{ vrcholy jesté ne. Vymyslete algoritmus, jenz pro
zadany graf najde prislusny postup prilepovani usi. Jak vypada analogické tvrzeni
a algoritmus pro grafy bez mosta?

Ndhrdelnik je graf sestavajici z kruznic C1, ..., Ck libovolnych délek, kde kazdé dvé
sousedni kruznice C; a C;41 maji spole¢ny pravé jeden vrchol a nesousedni kruznice
jsou disjunktni. Navrhnéte algoritmus, ktery na vstupu dostane graf a dva jeho
vrcholy u, v a zjisti, zda v a v je mozné propojit ndhrdelnikem. Tedy zda v grafu
existuje podgraf izomorfni néjakému nédhrdelniku Cy,...,Cf, vnémz u € Cy a v €
Ck. Co kdybychom chtéli najit ndhrdelnik mezi u a v s nejmensim poc¢tem kruznic?

5.8 Acyklické orientované grafy

Castym piipadem orientovanych grafii jsou acyklické orientované grafy neboli DAGYy (z an-
glického directed acyclic graph). Pro né umime fadu problému vyf¥esit efektivnéji nez pro
obecné grafy. Mnohdy k tomu vyuzivame existenci topologického poradi vrcholi, které
zavedeme v tomto oddilu.

Detekce cykli

Nejprve mala rozcvicka: Jak pozname, jestli zadany orientovany graf je DAG? K tomu po-
uzijeme DFS, které budeme opakované spoustét, nez prozkoumdame cely graf (bud stejné,
jako jsme to délali pti testovani souvislosti v oddilu m nebo trikem z cviceni .
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Lemma: V grafu existuje cyklus pravé tehdy, najde-li DFS alespon jednu zpétnou hranu.

Diikaz: Paklize DFS najde néjakou zpétnou hranu zy, doplnénim cesty po stromovych
hranéch z y do x vznikne cyklus. Ted naopak dokdzeme, Ze na kazdém cyklu lezi alespon
jedna zpétna hrana.

Méjme néjaky cyklus a oznac¢me x jeho vrchol s nejnizsim outem. Tim padem na hrané
vedouci z x do nasledujiciho vrcholu na cyklu roste out, coz je podle klasifikace mozné
pouze na zpétné hrané. O

Topologické usporadani

Dulezitou vlastnosti DAG1 je, ze jejich vrcholy lze efektivné usporadat tak, aby vSechny
hrany vedly po sméru tohoto uspordddni. (Nabizi se predstava nakresleni vrcholi na
piimku tak, ze hrany sméfuji vyhradné zleva doprava.)

Definice: Linearni usporadani < na vrcholech grafu nazveme topologickym uspordddnim
vrcholi, pokud pro kazdou hranu xy plati, ze x < y.

Véta: Orientovany graf ma topologické usporadani pravé tehdy, je-li to DAG.

Drikaz: Existuje-li v grafu cyklus, brani v existenci topologického usporadani: pro vrcholy
na cyklu by totiz muselo platit v1 < vo < ... < Vg < v;.

Naopak v acyklickém grafu muzeme vzdy topologické usporadani sestrojit. K tomu se
bude hodit nasledujici pomocné tvrzeni:

Lemma: V kazdém nepriazdném DAGu existuje zdroj, coz je vrchol, do kterého
nevede zadna hrana.

Drikaz: Zvolime libovolny vrchol v a plijdeme z néj proti sméru hran, dokud
nenarazime na zdroj. Tento proces ovSsem nemuze pokracovat do nekonecna,
protoze vrcholi je jen kone¢né mnoho a kdyby se néjaky zopakoval, nasli jsme
v DAGu cyklus. O

Pokud je nas DAG prazdny, topologické usporadéani je trividlni. V opa¢ném pripadé na-
lezneme zdroj, prohldsime ho za prvni vrchol v usporadéni a odstranime ho véetné vsech
hran, které z néj vedou. Tim jsme opét ziskali DAG a postup muzeme iterovat, dokud
zbyvaji vrcholy. O

Dikaz véty nam rovnou dava algoritmus pro konstrukei topologického usporddani, s tro-
chou snahy linedrni (cviceni E) My si ovSsem vsSimneme, ze takové usporadani lze primo
vykoukat z pribéhu DFS:

Véta: Poradi, v némz DFS opousti vrcholy, je opacné topologické.
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Diikaz: Staci dokézat, ze pro kazdou hranu xy plati out(z) > out(y). Z klasifikace hran
vime, Ze je to pravda pro vSechny typy hran kromé zpétnych. Zpétné hrany se nicméné
v DAGu nemohou vyskytovat. O

Staci tedy do DFS doplnit, aby kdykoliv opousti vrchol, ptipojilo ho na zac¢atek seznamu
popisujictho usporadani. Casova i pamétova slozitost ztstavaji linedrni.

Topologicka indukce

Ukazme alespon jednu z mnoha aplikaci topologického usporddani. Dostaneme DAG a né-
jaky vrchol u a chceme spocitat pro vSechny vrcholy, kolik do nich z u vede cest. Ozna¢me
¢(v) hledany pocet cest z u do v.

Necht v1,...,v, je topologické poradi vrcholi a u = v pro néjaké k. Tehdy c(vy) =
c(va) = ... = c(vg—1) = 0, nebot do téchto vrcholl se z u nelze dostat. Také jisté plati
¢(vg) = 1. Dédle mizeme pokracovat indukef:

Predpokladejme, ze uz zndme c(v1) az c(ve—1) a chceme zjistit c¢(vy). Jak vypadaji cesty
z u do vy? Musi se sklddat z cesty z u do néjakého predchudce w vrcholu vy, na niz je
napojena hrana wvy. Vsichni pfedchudci ovsem lezi v topologickém usporadani pred vy,
takze pro né zndme poCty cest z u. Hledané c(vy) je tedy souctem hodnot c(w) pres
vSechny predchudce w vrcholu vy.

Tento vypocet probéhne v case ©(n + m), nebot soucty pies predchiudce dohromady
projdou po kazdé hrané pravé jednou.

Dalsi aplikace topologické indukce naleznete v cvicenich.

Cviceni

1.  Opakované spousténi DFS muzeme nahradit nasledujicim trikem: pfidame novy vr-
chol a hrany z tohoto vrcholu do vSech ostatnich. DFS spusténé z tohoto ,,superzdro-
je“ projde na jedno zavolani cely graf. Nahlédnéte, Ze jsme tim zachovali acyklicnost
grafu, a vsimnéte si, Ze chod tohoto algoritmu je stejny jako chod opakovaného DFS.

2. Ukazte, jak konstrukci topologického usporadani postupnym otrhéavanim zdrojt pro-
vést v dase O(n +m).

3. Priklad topologické indukce z tohoto oddilu by Sel vyresit i jednoduchou upravou
DFS, kterd by hodnoty ¢(v) pocitala rovnou pfi opousténi vrcholt. Ukazte jak.

4. Vymyslete, jak pomoci topologické indukce najit v linedrnim case délku nejkratsi
cesty mezi vrcholy u a v v DAGu s ohodnocenymi hranami. Nejkrat$imi cestami
v obecnych grafech se budeme zabyvat v pristi kapitole.
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5. Ukazte totéz pro nejdelsi cestu, coz je problém, ktery v obecnych grafech zatim
neumime fesit v polynomialnim case.

6. Jak spocitat, kolik mezi danymi dvéma vrcholy neohodnoceného orientovaného grafu
(ne nutné acyklického) vede nejkratsich cest?

7. Kdy je topologické usporadani grafu urceno jednoznacné?

8.  Sekvencni pldnovdni: Chceme provést fadu Cinnosti, které na sobé zavisi — napriklad
snist k veceri kanc¢i gulas vyzaduje predem ho uvafit, procez je potreba kance nékdy
predtim ulovit. Situaci mizeme popsat grafem: vrcholy odpovidaji ¢innostem, orien-
tované hrany zavislostem. Topologické usporadani grafu pak vyjadiuje mozné poradi
postupného provadéni ¢innosti. Sestavte zavislostni graf pro vSechno, co potrebujete
udélat, kdyz rdno vstavate, a najdéte vSechna topologickd usporadani.

9.  Paralelni pldnovdni: Stavime dim a podobné jako v predchozim cviceni si sesta-
vime zavislostni graf vSech ¢innosti. Mame k dispozici dostatek pracovniki, takze
zvladneme provadét libovolné mnoho ¢innosti soucasné. Stale ovsem musi byt splné-
ny zavislosti: diiv, nez se do néjaké ¢innosti pustime, musi byt hotové vse, na ¢em
zévisi. Vrcholy grafu ohodnotime ¢asem potrebnym na vykonani ¢innosti. Spocitejte
pro kazdou ¢innost, kdy se do ni mame pustit, abychom dtm dostavéli co nejdrive.

10.  Kritické vrcholy: O vrcholu grafu z predchoziho cvic¢eni fekneme, ze je kriticky, pokud
by zpomaleni prislusné ¢innosti zptusobilo pozdéjsi dokonceni celého domu. Pri fizeni
stavby si proto na takové vrcholy musime dévat pozor. Vymyslete, jak je vSechny
najit.

5.9* Silna souvislost a jeji komponenty

Nyni se zamyslime nad tim, jak rozsitit pojem souvislosti na orientované grafy. Intuitivné
muzeme souvislost vnimat dvojim zptsobem: Budto tak, ze kdykoliv graf rozdélime na
dvé c¢asti, vede mezi nimi alespon jedna hrana. Anebo chceme, aby mezi kazdymi dvé-
ma vrcholy slo prejit po cesté. Zatimco pro neorientované grafy tyto vlastnosti splyvaji,
v orientovanych se lisi, coz vede ke dvéma riznym definicim souvislosti:

Definice: Orientovany graf je slabé souvisly, pokud zruSenim orientace hran dostaneme
souvisly neorientovany graf.

Definice: Orientovany graf je silné souvisly, jestlize pro kazdé dva vrcholy = a y existuje
orientovand cesta jak z x do y, tak opacné.

Slaba souvislost je algoritmicky trividlni. V tomto oddilu ukdzeme, jak 1ze rychle ovétovat
silnou souvislost. Nejprve pomoci vhodné ekvivalence zavedeme jeji komponenty.
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Definice: Bud <> bindrni relace na vrcholech grafu definovana tak, ze x <> y pravé tehdy,
existuje-li orientovana cesta jak z = do y, tak z y do x.

Snadno nahlédneme, Ze relace < je ekvivalence (cviceni . Ekvivalenéni tfidy indukuji
podgrafy, kterym se tika komponenty silné souvislosti (v tomto oddilu fikejme prosté kom-
ponenty). Graf je tedy silné souvisly, pokud m4 praveé jednu komponentu, ¢ili pokud u <> v
pro kazdé dva vrcholy u a v. Vzdjemné vztahy komponent mizeme popsat opét grafem:

Definice: Graf komponent C(G) mé za vrcholy komponenty grafu G, z komponenty C; vede
hrana do C; pravé tehdy, kdyz v ptivodnim grafu G existuje hrana z néjakého vrcholu
u € C; do néjakého v € Cj.

Na graf C(G) se muzeme divat i tak, Ze vznikl z G kontrakei kazdé komponenty do jednoho
vrcholu a odstranénim nésobnych hran. Proto se mu také nékdy rika kondenzace.

Obrazek 5.13: Orientovany graf a jeho graf komponent

Lemma: Graf komponent C(G) kazdého grafu G je acyklicky.

Diikaz: Sporem. Necht Cq, Cy, ... Cy tvori cyklus v C(G). Podle definice grafu komponent
musi existovat vrcholy z1,...,zr (z; € Ci) a y1,...,yk (yi € Ciy1, priCemz indexujeme
cyklicky) takové, ze x;y; jsou hranami grafu G. Situaci sledujme na obrazku

Jelikoz kazda komponenta C; je silné souvisla, existuje cesta z y;—1 do x; v C;. Slepenim
téchto cest s hranami x;y; vznikne cyklus v grafu G tvaru

x1,Y1,cesta v Oy, xa,ys, cesta v Cs, x3, ..., Tk, Y, cesta v Cp, 1.

To je ovSem spor s tim, ze vrcholy z; lezi v riznych komponentéch. 0
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Obrazek 5.14: K dUkazu lemmatu o acykli¢nosti C(G)

Podle toho, co jsme o acyklickych grafech zjistili v minulém oddilu, musi v C(G) existovat
alespon jeden zdroj (vrchol bez predchidcti) a stok (vrchol bez naslednikt). Proto vzdy
existuji komponenty s nasledujicimi vlastnostmi:

Definice: Komponenta je zdrojovd, pokud do ni nevede zadna hrana, a stokovd, pokud
nevede zadné hrana z ni.

Predstavme si nyni, Ze jsme nasli néjaky vrchol lezici ve stokové komponenté. Spustime-
-li z tohoto vrcholu DFS, navstivi pravé celou tuto komponentu (ven se dostat nemize,
hrany vedou v protismeéru).

Jak ale vrchol ze stokové komponenty najit? Se zdrojovou by to bylo snazsi: prohleddme-
-li graf do hloubky (opakované, nedostalo-li se na vSechny vrcholy), vrchol s maximalnim
out(v) musi lezet ve zdrojové komponenté (rozmyslete si, pro¢). Pomuzeme si proto né-
sledujicim trikem:

Pozorovani: Necht G je graf, ktery vznikne z G otod¢enim orientace vSech hran. Potom
GT m4 tytéZ komponenty jako G a plati C(G') = (C(G))T. Proto se prohodily zdrojové
komponenty se stokovymi.

Nabizi se tedy spustit DFS na graf GT, vybrat v ném vrchol s maximalnim outem a spustit
z néj DFS v grafu G. Tim najdeme jednu stokovou komponentu. Tu mizeme odstranit
a postup opakovat.

Je ale zbytecné stokovou komponentu hledat pokazdé znovu. Ukazeme, ze postaci procha-
zet vrcholy v poradi klesajicich out@t v GT. Ty vrcholy, které jsme do néjaké komponenty
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zaradili, budeme preskakovat, z ostatnich vrcholt budeme spoustét DFS v G a objevovat
nové komponenty.

Prochézeni podle klesajicich outi uz zndme — to je osvédcCeny algoritmus pro topologické
usporadani. Zde ho ovSem pouzivime na graf, ktery neni DAG. Vysledkem samoziejmé
nemuze byt topologické usporddani, protoze to pro grafy s cykly neexistuje. Presto ale
vystup algoritmu dava jisty smysl. Nasledujici tvrzeni zarucuje, Ze komponenty grafu
budeme navstévovat v opa¢ném topologickém potadi:

Lemma: Pokud v C(G) vede hrana z komponenty C; do Cs, pak

a, t > ma t(y).
max out(z) max ou (v)

Diikaz: Nejprve rozeberme ptipad, kdy DFS vstoupi do C; dfive nez do Cs. Zacne tedy
zkoumat C4, béhem toho objevi hranu do Cs, po té projde, nacez zpracuje celou kompo-
nentu Cy, nez se opét vrati do Cy. (Vime totiz, Ze z Cy do Cy nevede zadnd orientovand
cesta, takze DFS muze zpét prejit pouze ndvratem z rekurze.) V tomto pripadé tvrzeni
plati.

Nebo naopak vstoupi nejdrive do C5. Odtamtud nemuze dojit po hranich do C;, takze
se nejprve vrati z celé Cs, nez do Cy poprvé vstoupi. I tehdy tvrzeni lemmatu plati. [

Nyni je vSe pripraveno a muzeme algoritmus zapsat:

Algoritmus KOMPSILNESOUVISLOSTI
Vstup: Orientovany graf G

1. Sestrojime graf G* s obracenymi hranami.

2. Z <+ prazdny zdasobnik

3. Pro vSechny vrcholy v nastavime komp(v) < nedefinovdno.

4. Spoustime DFS v GT opakované, nez prozkoumame vsechny vrcholy. Kdy-
koliv pfitom opoustime vrchol, vlozime ho do Z. Vrcholy v zasobniku jsou
tedy settidéné podle out(v).

5. Postupné odebirame vrcholy ze zasobniku Z a pro kazdy vrchol v:

6. Pokud komp(v) = nedefinovdno:

7. Spustime DFS(v) v G, pficemZ vstupujeme pouze do vrcholu
s nedefinovanou hodnotou komp(...) a tuto hodnotu prepisujeme
na v.

Vijstup: Pro kazdy vrchol v vratime identifikdtor komponenty komp(v)
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Véta: Algoritmus KOMPSILNESOUVISLOSTI rozlozi zadany graf na komponenty silné sou-
vislosti v ¢ase ©(n 4+ m) a prostoru ©(n + m).

Diikaz: Korektnost algoritmu vyplyva z toho, jak jsme jej odvodili. VSechna volani DFS
dohromady navstivi kazdy vrchol a hranu pravé dvakrat, prace se zasobnikem trva také
linedrné dlouho. Pamét kromé reprezentace grafu potifebujeme na pomocné pole a zdsob-
niky (Z a zasobnik rekurze), coz je celkem linedrné velké. O

Dodejme jesté, ze tento algoritmus objevil v roce 1978 Sambasiva Rao Kosaraju a nezavisle
na ném v roce 1981 Micha Sharir.

Cviceni
1.  Dokaite, ze relace <+ z tohoto oddilu je opravdu ekvivalence.

2. Opakovanému spousténi DFS, dokud neni cely graf prohledan, se da i zde vyhnout
pridanim ,superzdroje® jako v cviéeni Co se pritom stane s grafem komponent?

3.V orientovaném grafu jsou nékteré vrcholy obarvené zelené. Jak zjistit, jestli existuje
cyklus obsahujici alespon jeden zeleny vrchol?

4* O orientovaném grafu fekneme, Ze je polosouvisly, pokud mezi kazdymi dvéma vr-
choly vede orientovana cesta alespon jednim smérem. Navrhnéte linedrni algoritmus,
ktery polosouvislost grafu rozhoduje.

5.10* Silna souvislost podruhé: Tarjaniv algoritmus

Predvedeme jesté jeden linearni algoritmus na hleddni komponent silné souvislosti. Je
zalozen na nékolika hlubokych pozorovanich o vztahu komponent s DFS stromem, jejichz
odvozeni je pracnéjsi. Samotny algoritmus je pak jednodussi a nepotfebuje konstrukci
obraceného grafu. Objevil ho Robert Endre Tarjan v roce 1972.

Stejné jako v minulém oddilu budeme pouzivat relaci <+ a komponentdm silné souvislosti
budeme fikat prosté komponenty.

Lemma: Kazd4 komponenta indukuje v DFS stromu slabé souvisly podgraf.

Drikaz: Necht x a y jsou vrcholy lezici v téze komponenté C'. Rozebereme jejich mozné
polohy v DFS stromu a pokazdé ukédZeme, Ze (neorientovand) cesta P spojujici ve stromu
x s y lezi celd uvnitr C.

Nejprve uvazme pripad, kdy je x ,nad“ y, ¢ili z x do y lze dojit po sméru stromovych hran.
Necht ¢ je libovolny vrchol cesty P. Jisté jde dojit z  do t — staéi nasledovat cestu P.
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Ale také z t do x — mizeme dojit po cesté P do y, odkud se uz do x dostaneme (z a y
jsou preci oba v C'). Takze vrchol ¢ mus{ také lezet v C.

Pokud y je nad x, postupujeme symetricky.

Zbyvé pripad, kdy « a y maji né¢jakého spole¢ného predka p # x,y. Kdyby tento predek
lezel v C', mame vyhrano: p se totiz nachazi nad = i nad y, takze podle predchoziho
argumentu lezi v C' i vSechny ostatni vrcholy cesty P.

Pojdme dokazat, ze p se nemuze nachézet mimo C. Pozastavime DFS v okamziku, kdy uz
se vratilo z jednoho z vrcholi z a y (bez Gjmy na obecnosti ), stoji ve vrcholu p a pravé
se chysta odejit stromovou hranou smérem k y. Pouzijeme nasledujici:

Pozorovani: Kdykoliv v pribéhu DFS vedou z uzavienych vrcholi hrany pouze
do uzavtenych a otevienych.

Dukaz: Primo z klasifikace hran. O

Vime, 7Ze z x vede orientovand cesta do y. Pfitom z je uz uzavieny a y dosud nenalezeny.
Podle pozorovani tato cesta musi projit pres néjaky otevreny vrchol. Ten se ve stromu
nutné nachézi nad p (neostie), takze pres néj jde z = dojit do p. OvSem z p lze dojit po
stromovych hranach do x, takze = a p lezi v téze komponenté.

Je za tim jasna intuice: stromovéa cesta z kotfene do p, na niz lezi vSechny oteviené vrcholy,
tvori prirozenou hranici mezi uz uzavienou ¢asti grafu a dosud neprozkoumanym zbytkem.
Cesta z x do y musi tuto hranici nékde ptekrocit. O

Vime tedy, ze komponenty jsou v DFS stromu souvislé. Staci umét poznat, které stromové
hrany lezi na rozhrani komponent. K tomu se hodi ,chytit“ kazdou komponentu za jeji
nejvyssi vrchol:

Definice: Korenem komponenty nazveme vrchol, v némz do ni DFS poprvé vstoupilo. Tedy
ten, jehoz in je nejmensi.

Pokud odstranime hrany, za které ,visi“ kofeny komponent, DFS strom se rozpadne na
jednotlivé komponenty. Ukédzeme, jak v okamziku opousténi libovolného vrcholu v po-
znat, zda je v kofenem své komponenty. Oznac¢ime T, podstrom DFS stromu obsahujici v
a vSechny jeho potomky.

Lemma: Pokud z T, vede zpétna hrana ven, neni v korenem komponenty.

Drikaz: Zpétna hrana vede z T, do néjakého vrcholu p, ktery lezi nad v a ma mensi in
nez v. Pritom z v se jde dostat do p pres zpétnou hranu a zaroven z p do v po stromové
cesté, takze p i v lezi v téze komponenté. O

135



— 5.10* Zakladni grafové algoritmy — Silnd souvislost podruhé: Tarjantv algoritmus

vvvvv

tedy, aby v okamziku, kdy opoustime kofen komponenty, byly jiz ke komponenté prirazeny
vsechny jeji vrcholy. Pak mtuzeme pouzit:

Lemma: Pokud z T, vede pri¢na hrana ven do dosud neopusténé komponenty, pak v neni
kofenem komponenty.

Diikaz: Vrchol w, ktery je cilem pfi¢né hrany, ma nizsi in nez v a uz byl uzavien. Jeho
komponenta ale dosud nebyla opusténa, takze jejim kofenem musi byt néktery z otevre-
nych vrcholt. Vrchol v je s touto komponentou obousmérné propojen, tedy v ni také lezi,
ovsSem nize nez koren. O

Lemma: Pokud nenastane situace podle predchozich dvou lemmat, v je kofenem kompo-
nenty.

Diikaz: Kdyby nebyl kofenem, musel by skutecny kotfen lezet nékde nad v (komponenta
je preci ve stromu souvisld). Z v by do tohoto kofene musela vést cesta, kterd by nékudy
musela opustit podstrom T,. To ale 1ze pouze zpétnou nebo pricnou hranou. O

Nyni mame vse pfipraveno k formulaci algoritmu. Graf budeme prochazet do hloubky. Vr-
choly, které jsme dosud nezaradili do zadné komponenty, budeme ukladat do pomocného
zasobniku. Kdykoliv pfi navratu z vrcholu zjistime, ze je kofenem komponenty, odstrani-
me ze zasobniku vSechny vrcholy, které lezi v DFS stromu pod timto kofenem, a zaradime
je do nové komponenty.

Pro rozhodovani, zda z T, vede zpétna nebo pricna hrana, budeme pouzivat hodnoty
esc(v), které budou fungovat podobné jako low(v) v algoritmu na hleddn{ mosta.

Definice: esc(v) uddvd minimum z éna vrcholi, do nichz z podstromu T, vede bud zpétna
hrana, nebo pficnd hrana do jesté neuzaviené komponenty.

Nésleduje zapis algoritmu. Pro zjednoduseni implementace si vystacime s polem in a neu-
kladame explicitné ani out, ani stav vrcholi. Pii aktualizaci pole esc nebudeme rozlisovat
mezi zpétnymi, pricnymi a doprednymi hranami — uvédomte si, ze to nevadi.

Algoritmus KOMPSSTARJAN
Vstup: Orientovany graf G

1. Pro vSechny vrcholy v nastavime:

2. in(v) « nedefinovdno
3. komp(v) < nedefinovdno
4. T+ 0

5. Z « prdzdny zdsobnik
6. Pro vsechny vrcholy u:
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7. Pokud #n(u) neni definovany:
8. Zavolame KSST (u).
Vijstup: Pro kazdy vrchol v vratime identifikdtor komponenty komp(v)

Procedura KSST(v)
1. T« T+1,inMw)«T

2. Do zasobniku Z priddme vrchol v.
3. esc(v) + 40
4. Pro vSechny nasledniky w vrcholu v:
5. Pokud in(w) neni definovin: < hrana vw je stromovd
6. Zavolame KSST(w).
7. esc(v) < min(esc(v), esc(w))
8. Jinak: < zpétnd, pricnd nebo doprednd hrana
9. Neni-li komp(w) definovana:
10. esc(v) < min(esc(v), in(w))
11. Je-li esc(v) > in(v): Qv je koren komponenty
12. Opakujeme:
13. Odebereme vrchol ze zasobniku Z a oznac¢ime ho t.
14. komp(t) < v
15. Cyklus ukonéime, pokud t = v.

Véta: Tarjantv algoritmus nalezne komponenty silné souvislosti v ¢ase ©(n-+m) a prostoru
O(n + m).

Diikaz: Spravnost algoritmu plyne z jeho odvozeni. Casova slozitost se od DFS lisi pouze
obsluhou zasobniku Z. Kazdy vrchol se do Z dostane pravé jednou pfi svém otevieni
a pak ho jednou vyjmeme, takze celkem praci se zdsobnikem stravime ¢as O(n). Jedind
pamét, kterou k DFS potfebujeme navic, je na zasobnik Z a pole esc, coz je oboji velké
O(n). O

5.11 Dalsi cviéeni

Najdéte algoritmy pro tyto grafové problémy. Pokazdé existuje reseni pracujici v linearnim
case vzhledem k velikosti grafu.

1. Eulerovsky tah: Méjme souvisly neorientovany graf. Chceme ho nakreslit jednim ta-
hem, tedy nalézt posloupnost na sebe navazujicich hran, ktera obsahuje kazdou hranu
grafu pravé jednou.
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10*

11.

Vyvdzend orientace: Hranam grafu chceme priradit orientace tak, aby z kazdého
vrcholu vychézelo stejné hran, jako do néj vchazi. Ukazte, Ze to lze, kdykoliv vSechny
vrcholy maji sudé stupné.

Skoro vyvdZend orientace: Pokra¢ujme v predchozim cvic¢eni. Pokud graf obsahuje
vrcholy lichého stupné, najdéte takovou orientaci, v niz se vstupni a vystupni stupen
kazdého vrcholu lisi nejvyse o 1.

Séf agentii: Podafilo se vam sehnat schéma sité tajnych agentii. M4 podobu oriento-
vaného grafu, jehoz vrcholy jsou agenti a hrana popisuje, ze jeden agent veli druhé-
mu. Kdykoliv agent obdrzi rozkaz, predd ho viem agentéim, kterym veli. Séfem sité
je libovolny agent, ktery vyda-li rozkaz, dostanou ho ¢asem vsichni ostatni agenti.
Vymyslete algoritmus, jez najde $éfa sité. Umite najit vSechny séfy?

Asfaltovani: Mdme mapu méstecka v podobé neorientovaného grafu. Parta asfalté-
ria umi za jednu sménu vyasfaltovat dvé na sebe navazujici ulice. Jak vyasfaltovat
kazdou ulici pravé jednou? Jde to pokazdé, kdyz je ulic sudy pocet?

Zjednoduseni grafu: Navrhnéte algoritmus, ktery ze zadaného multigrafu odstrani
vSechny nasobné hrany. Mezi kazdymi dvéma vrcholy tedy zbude nejvyse jedna hra-
na.

Vitéz: n sportovci sehralo zapasy kazdy s kazdym. Chceme zjistit, zda existuje
nékdo, kdo vyhral nad vsemi ostatnimi. Mame-li matici vysledkii zapast jiz nactenou
v paméti, 1ze to spoéitat v case O(n).

Slovni zebrik: Je dan slovnik. Sestrojte co nejdelsi slovni zebtik, coz je posloupnost
slov ze slovniku takova, Ze (i+1)-ni slovo ziskdme z i-tého smazdnim jednoho pismene.
V cestiné napriklad zuzavirani, uzavirani, zavirani, zvirani, zirani, zrani,
zrni.

Strdznici: Mapa méstecka ma tvar stromu. Na kiizovatky chceme rozmistit co nejmé-
né straznika tak, aby kazd4 ulice byla z alespon jedné strany hlidana.

Mafidni: Mapa méstecka ve tvaru stromu, v nékterych vrcholech bydli mafiani. Chce-
me do vrcholl rozestavét co nejméné strazniki tak, aby se mafidni nemohli nepozo-
rované domlouvat, tedy aby mezi kazdymi dvéma mafidany stal aspon jeden straznik.
Postavime-li straznika do vrcholu s mafidnem, zabranime mu v kontaktu se vSemi
ostatnimi mafidny.

Brinik: V lese tvaru Ctvercové sité se nachazi medvéd, brloh, prekdzky a nékolik
brti.(1 Medvéd si pravé zacal pochutnévat na medu, ale hned si toho viimly véely

1 Brt je 1l lesnich véel v dutiné stromu. Od toho medvéd brtnik.
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12.

13*

14

15.

16*

17*

18

a zacCaly se na néj slétat ze vSech brti najednou. Chceme spocitat, jak dlouho jesté
muze medvéd mlsat, aby ho na cesté do brlohu nezastihly vcely. V case 0 je medvéd
na zadaném misté a vcely v brtich. Za kazdou dalsi jednotku ¢asu se medvéd posune
o jedno policko a vcely se také rozsiti o jedno policko.

Silné souvisld orientace: V kazdém neorientovaném grafu bez mostt je mozné hrany
zorientovat tak, aby vznikl silné souvisly orientovany graf. Vymyslete algoritmus,
ktery takovou orientaci najde.

Jednosmerky: Je ddna mapa méstecka v podobné neorientovaného grafu. Chceme z co
nejvice ulic udélat jednosmeérky, ale stale musi byt mozné dojet autem odkudkoliv
kamkoliv bez poruseni predpist.

Odolna sit: Pocitacovou sif popiSeme grafem: vrcholy odpovidaji routertim, hrany
kabelim mezi nimi. Prirozené se ndm nelibi mosty: to jsou kabely, jejichz vypadek
zpusobi nedostupnost nékterych routert. Navrhnéte, jak do sité pridat co nejméné
kabelti, aby v ni zddné mosty nezbyly.

Barveni 6 barvami: Mé&jme rovinng graf, tedy takovy, co se dé nakreslit do roviny
bez kifzeni hran. Pfifadte vrcholim &isla z mnoziny {1,...,6} tak, aby zadné dva
vrcholy spojené hranou nedostaly stejné ¢islo. Prozradime jesté, ze kazdy rovinny
graf obsahuje vrchol stupné nejvyse 5.

Barveni 5 barvami: Vyteste pfedchozi cviceni pro 5 barev. To neni v linedarnim case
snadné, tak to zkuste v kvadratickém nebo lepsim. (K obarveni kazdého rovinného
grafu dokonce postaci 4 barvy, ale to je mnohem tézsi a slavnéjsi problém.)

Trojuhelniky: Spocitejte v rovinném grafu trojihelniky, tedy trojice vrcholi spojené
kazdy s kazdym.

Fi¢i kompletné triangulovdn (rozdélen na trojuhelniky nekiizicimi se thloptickami)
a byly pofizeny zdznamy o kazdé triangulacni i obvodové tsecce: pro kazdou vi-
me, kterd dva vrcholy n-tihelnika spojuje. Bohuzel, nékteré zaznamy o triangulac-
nich tseckach se ztratily, idaje o obvodovych tseckach zustaly vSechny, nicméné se
vSechny promichaly dohromady. Na vstupu je n a seznam dvojic vrcholu, které byly
propojeny tseckou dle podminek vyse. Zjistéte, které tise¢ky jsou obvodové a které
vnitini.
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6 Nejkratsi cesty

Casto potfebujeme hledat mezi dvéma vrcholy grafu cestu, kterd je v né&jakém smys-
lu optimalni — typicky nejkratsi mozna. Uz vime, ze prohledavani do Sirky najde cestu
s nejmensim poctem hran. Malokdy jsou ale vSechny hrany rovnocenné: silnice mezi mésty
maji rizné délky, po rtznych vedenich lze prendset elektfinu s rtznymi ztratami a po-
dobné.

V této kapitole proto zavedeme grafy s ohodnocenymi hranami a odvodime nékolik algo-
ritmt pro hledéni cesty s nejmensim souc¢tem ohodnoceni hran.

6.1 Ohodnocené grafy a vzdalenost

Mégjme graf G = (V, E). Pro vétsi obecnost budeme predpoklddat, Zze je orientovany.
Algoritmy se tim nezkomplikuji a neorientované grafy muzeme vzdy prevést na orientované
zdvojenim hran.

Kazdé hrané e € E priradime jeji ohodnoceni neboli délku, coz bude néjaké redlné cislo
£(e). Tim vznikne ohodnoceny orientovany graf nebo téz sit. Zatim budeme uvazovat
pouze nezaporna ohodnoceni, pozdéji se zamyslime nad tim, co by zpiisobila zaporna.

Délku muzeme prirozené rozsifit i na cesty, ¢i obecnéji sledy. Délka £(.S) sledu S bude
prosté soucet ohodnoceni jeho hran.

Pro libovolné dva vrcholy u, v definujeme jejich vzddlenost d(u,v) jako minimum z délek
vSech uv-cest (cest z u do v), pripadné +o00, pokud zaddna uv-cesta neexistuje. Toto mini-
mum je vzdy dobie definované, protoze cest v grafu existuje pouze kone¢né mnoho. Pozor
na to, Ze v orientovaném grafu se d(u,v) a d(v,u) mohou lisit.

Libovolné uwv-cesté, jejiz délka je rovné vzddlenosti d(u,v) budeme fikat nejkratsi cesta.
Nejkratsich cest muze byt obecné vice.

Vzdélenost bychom také mohli zavést pomoci nejkratsiho sledu. Podobné jako u dosazi-
telnosti by se nic podstatného nezménilo, protoze sled lze zjednodusit na cestu:

Lemma (o zjednoduSovani sledu): Pro kazdy uv-sled existuje uv-cesta stejné nebo mensi
délky.

Diikaz: Pokud sled neni cestou, znamena to, ze se v ném opakuji vrcholy. Uvazme tedy
néjaky vrchol, ktery se zopakoval. Cést sledu mezi prvnim a poslednim vyskytem tohoto
vrcholu miizeme ,vystfihnout”, ¢imz ziskdme uv-sled stejné nebo mensi délky. Jelikoz
ubyla alespon jedna hrana, opakovanim tohoto postupu casem ziskame cestu. O
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Obrazek 6.1: Vzdalenosti od stfedového vrcholu (¢isla
uvnitf vrchold) v ohodnoceném neorientovaném
grafu. Zvyraznéné hrany tvofi strom nejkratSich cest.

Dusledek: Nejkratsi sled existuje a mé stejnou délku jako nejkratsi cesta.

Drikaz: Nejkratsi cesta je jednim ze sleda. Pokud by tvrzeni neplatilo, musel by existovat
néjaky kratsi sled. Ten by ovSem slo zjednodusit na jesté kratsi cestu. O

Dusledek: Pro vzdélenosti plati trojuhelnikovd nerovnost:
d(u,v) < d(u,w) + d(w,v).

Dikaz: Pokud je d(u,w) nebo d(w,v) nekonecénd, nerovnost trividlné plati. V opaéném
pripadé uvazme spojeni nejkratsi uw-cesty s nejkratsi wv-cestou. To je néjaky wwv-sled
a ten nemuze byt kratsi nez nejkratsi uv-cesta. O

Nase grafova vzdalenost se tedy chova tak, jak jsme u vzdalenosti zvykli.

Pti prohledévani graft do sitky se osvédcilo popisovat nejkratsi cesty z daného vrcholu vy
do vsech ostatnich vrcholid pomoci stromu. Tento pristup funguje i v ohodnocenych grafech
a nyni ho zavedeme poradné.
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Definice: Strom nejkratsich cest z vrcholu vg je podgraf zkoumaného grafu, ktery obsahuje
vsechny vrcholy dosazitelné z vy. Ma tvar stromu orientovaného z vrcholu vgy. Pro libovolny
dosazitelny vrchol w plati, ze cesta z vy do w ve stromu je jednou z nejkratsich cest z vy
do w ve zkoumaném grafu.

Stejné jako nejsou jednoznacné urceny nejkratsi cesty, i stromu nejkratSich cest mize
existovat vice. Vzdy ale existuje alespon jeden (dikaz ponechdme jako cviéeni.

Zaporné hrany

Jesté si kratce rozmysleme, co by se stalo, kdybychom povolili hrany zaporné délky. V né-
sledujicim grafu nastavime vsem hranam délku —1. Nejkratsi cesta z a do d vede pres b,
z a ¢ a méa délku —4. Sled abxcbred je ovsem o 3 kratsi, protoze navic obesel zdporny
cyklus bxcb. Pokud bychom zidporny cyklus obkrouzili vicekrat, ziskavali bychom kratsi
a kratsi sledy. Tedy nejen ze nejkratsi sled neodpovida nejkratsi cesté, on ani neexistuje.

Podobné neplati trojihelnikova nerovnost: d(a,d) = —4, ale d(a,x) + d(z,d) = (-3) +
(—3) = —6.

Kdyby ovsem v grafu neexistoval zaporny cyklus, sama existence zapornych hran by
problémy nepuisobila. Snadno ovérime, ze lemma o zjednodusovani sledti by nadéle platilo,
a tim padem i trojuhelnikova nerovnost. Grafy se zdpornymi hranami bez zdpornych cykla
jsou navic uziteéné (jak uvidime ve cvicenich). Proto je budeme v nékterych ¢astech této
kapitoly pripoustét, ale pokazdé na to vyslovné upozornime.

Cviceni

1.  V neorientovaném grafu muze roli zaporného cyklu hrat dokonce i jedinad hrana se
zapornym ohodnocenim. Po ni totiz mizeme chodit st¥idavé tam a zpét. Naleznéte
priklad takového grafu.

2. Ukazte, jak pro libovolné n sestrojit graf na nejvyse n vrcholech, v némz mezi néja-
kymi dvéma vrcholy existuje 22(") nejkratsich cest.

3. Pripomente si definici metrického prostoru v matematické analyze. Kdy tvoii mno-
zina v8ech vrcholi spolu s funkef d(u, v) metricky prostor?

4. Navrhnéte algoritmus pro vypocet vzdélenosti d(u,v), ktery bude postupné pocitat
¢isla d;(u,v) — nejmensi délka uv-sledu o nejvyse ¢ hrandch. Jaké ¢asové slozitosti
jste dosahli? Porovnejte ho s ostatnimi algoritmy z této kapitoly.

145



— 6.2 Nejkratsi cesty — Dijkstruv algoritmus

5.  Dokazte, ze pro nejkratsi cesty plati takzvana prefizovd vilastnost: Necht P je néjaka
nejkratsi cesta z vp do w a ¢ néjaky vrchol na této cesté. Poté usek (prefix) cesty P
z vg do t je jednou z nejkratsich cest z vy do t.

6. Dokazte, ze pro libovolny ohodnoceny graf a pocatecni vrchol vy existuje strom
nejkratsich cest z vg. Muze se hodit predchozi cviceni.

6.2 Dijkstrtiv algoritmus

Dnes asi nejpouzivanéjsi algoritmus pro hledani nejkratsich cest vymyslel v roce 1959 Ed-
sger Dijkstra.(!) Funguje efektivné, kdykoliv jsou viechny hrany ohodnocené nezapornymi
¢isly. Dovede nés k nému nésledujici myslenkovy pokus.

Méjme orientovany graf, jehoz hrany jsou ohodnocené celymi kladnymi cisly. Kazdou
hranu ,,podrozdélime“ — nahradime ji tolika jednotkovymi hranami, kolik ¢inila jeji délka.
Tim vznikne neohodnoceny graf, ve kterém muzeme nejkratsi cestu nalézt prohledavanim
do sitky. Tento algoritmus je funkéni, ale sotva efektivni. Oznacime-li L maximalni délku
hrany, podrozdélenim vznikne O(Lm) novych vrcholt a hran.

Sledujme na obrazku E jak vypocet probiha. Zacneme ve vrcholu a. Vlna prvnich 30
krokt prochézi vnitikem hran ab a ac. Pak dorazi do vrcholu b, nacez se siri dal zbytkem
hrany ac a novou hranou bc. Za dalsich 10 krokt dorazi do ¢ hranou ac, takze pokracuje
hranou cd a nyni jiz zbyte¢nou hranou bc.

Vétsinu casu tedy travime dlouhymi tseky vypoctu, uvniti kterych se prokousavame
stale stejnymi podrozdélenymi hranami. Co kdybychom kazdy takovy tsek zpracovali
najednou?

Obrazek 6.2: Podrozdéleny graf a poloha viny v ¢asech 10, 20 a 35

(1) Je to holandské jméno, takze ho ¢teme ,dajkstra‘
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Pro kazdy puvodni vrchol si poridime ,,budik® Jakmile k vrcholu zamifi vlna, nastavime
jeho budik na ¢as, kdy do néj vlna mé dorazit (pokud mif{ po vice hrandch najednou,
zajima nds, kdy dorazi poprvé).

Misto toho, abychom krok po kroku simulovali prichod vlny hranami, miZzeme zjistit,
kdy poprvé zazvoni budik. Tim preskoc¢ime nudnou ¢ast vypoctu a hned se dozvime, ze
se vlna zarazila o vrchol. Podivame se, jaké hrany z tohoto vrcholu vedou, a spocitame
si, kdy po nich vlna dorazi do dalsich vrcholi. Podle toho pripadné prenastavime dalsi
budiky. Opét pockdme, az zazvoni néjaky budik, a pokracujeme stejné.

Jesté by se mohlo stat, ze vlna vstoupi do podrozdélené hrany z obou koncti a obé ¢asti se
nsrazi“ uvniti hrany. Tehdy mtzeme nechat budiky zazvonit, jako by ke srazce nedoslo,
a Casti zastavit az na konci hrany.

Zkusme tuto myslenku zapsat v pseudokédu. Pro kazdy vrchol v si budeme pamatovat
jeho ohodnoceni h(v), coz bude budto ¢as nastaveny na pfislusném budiku, nebo +oo,
pokud budik nebézi. Podobné jako pti prohledavani grafti do sitky budeme rozliSovat tii
druhy vrcholi: nenalezené, otevrené (to jsou ty, které maji nastavené budiky) a uzavre-
né (jejich budiky uz zazvonily). Také si budeme pamatovat pfedchtdce vrcholu P(v),
abychom uméli rekonstruovat nejkratsi cesty.

Algoritmus DIJKSTRA (nejkratsi cesty v ohodnoceném grafu)
Vstup: Graf G a pocatecni vrchol vy

1. Pro vSechny vrcholy v:

2. stav(v) < nenalezeny
3. h(v) < 400
4. P(v) + nedefinovdno
5. stav(vg) < otevreny
6. h(’l}o) 0
7. Dokud existuji néjaké oteviené vrcholy:
8. Vybereme otevieny vrchol v, jehoZ h(v) je nejmensi.
9. Pro vSechny nasledniky w vrcholu v:
10. Pokud h(w) > h(v) + £(v, w):
11. h(w) <= h(v) + (v, w)
12. stav(w) < otevreny
13. P(w) < v
14. stav(v) + uzavieny

Vijstup: Pole vzdalenosti h, pole predchidci P
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7Z uvah o podrozdélovani hran plyne, ze Dijkstriv algoritmus dava spravné vysledky,
kdykoliv jsou délky hran celé kladné. Diikaz spravnosti pro obecné délky najdete v nasle-
dujicim oddilu, ted se zamérime predevsim na ¢asovou slozitost.

Véta: Dijkstrav algoritmus spocte v grafu s nezdporné ohodnocenymi hranami vzdédlenosti
od vrcholu vy v éase O(n?).

Diikaz: Inicializace trva O(n). Kazdy vrchol uzavieme nejvyse jednou (to jsme zatim na-
hlédli z analogie s BFS, vice viz pristi oddil), takze vnéj$im cyklem projdeme nejvyse
n-krat. Pokazdé hleddme minimum z n ohodnoceni vrcholi a prochdzime az n nasledni-

k. O

Pokud bychom kromé vzdélenosti chtéli vypsat i nejkratsi cesty, mizeme je ziskat ze za-
pamatovanych predchiidcti. Checeme-li ziskat nejkratsi cestu z vrcholu vy do néjakého w,
staci se podivat na P(w), P(P(w)) a tak déle az do vg. Tak projdeme pozpatku néjakou
cestu z vy do w, kterd ma délku h(w), a tedy je nejkratsi. Dokonce plati, Ze predchidci ké-
duji hrany stromu nejkratsich cest: kdykoliv P(v) = u, lez{ hrana uwv ve stromu nejkratsich
cest. Ditkaz téchto tvrzeni ponechavame jako cviceni

Dijkstrav algoritmus s haldou

SloZitost O(n?) je pifznivd, pokud méme co do ¢inénf s hustym grafem. V grafech s malym
poctem hran je nas odhad zbytecné hruby: v cyklu pres néasledniky travime cas linedrni
se stupném vrcholu, za celou dobu béhu algoritmu tedy pouze O(m). Stale nés ale brzdi
hledani minima v kroku E

Proto si pofidime néjakou datovou strukturu, kterd umi rychle vyhleddvat minimum.
Nabizi se napiiklad binarni halda z oddilu @ Ulozime do ni vSechny oteviené vrcholy,
jako kli¢e budou slouzit ohodnoceni h(v). V kazdé iteraci Dijkstrova algoritmu nalezneme
minimum pomoci operace EXTRACTMIN. Kdyz v kroku E meénime ohodnoceni vrcholu,
budto tento vrchol nové otevirdme (takZe provedeme INSERT do haldy), nebo jiz je ote-
vieny (coz znamend DECREASE prvku, ktery jiz v haldé je). Nesmime zapomenout, Ze
DECREASE neumi prvek vyhledat, takze si u kazdého vrcholu budeme pribézné udrzovat
jeho pozici v haldé.

Véta: Dijkstriv algoritmus s haldou béz{ v ¢ase O(n-T; +n-T, +m-Ty), kde T;, T, a Ty
jsou slozitosti operaci INSERT, EXTRACTMIN a DECREASE.

Diikaz: Operaci INSERT provadime pri otevirani vrcholu, EXTRACTMIN pri jeho zavirani.
Oboji pro kazdy vrchol nastane nejvyse jednou. DECREASE volame, kdyz pri zavirani
vrcholu v snizujeme hodnotu jeho souseda w. To se pro kazdou hranu vw stane za celou
dobu béhu algoritmu nejvyse jednou. Zbyvajici operace algoritmu trvaji O(n+m). O

Disledek: Dijkstriv algoritmus s bindrnf haldou bézi v ¢ase O((n + m) - logn).
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Diikaz: V haldé neni nikdy vice nez n prvku, takze vsechny t¥i operace pracuji v case
O(logn). O

I tento ¢as lze jesté vylepsit. Nékteré z moznych pristupt prozkouméame v cvicenich E a
V kapitole [L§ posléze vybudujeme Fibonacciho haldu, ktera umi DECREASE v konstant-
nim c¢ase, aniz by se asymptoticky zpomalily ostatni operace.

Dusledek: Dijkstruv algoritmus s Fibonacciho haldou bézi v ¢ase O(m + nlogn).

Cviceni
1. Odsimulujte chod Dijkstrova algoritmu na grafu z obrazku [f]

2. Uvazujte ,spojité BFS® které bude plynule prochézet vnitikem hran. Pokuste se
o formalni definici takového algoritmu. Nahlédnéte, ze diskrétni simulaci tohoto spo-
jitého procesu (kterd se bude zastavovat ve vyznamnych uddlostech, totiz ve vr-
cholech) ziskdme Dijkstrav algoritmus. Podobnou myslenku potkdme v kapitole
o geometrickych algoritmech.

3* Dijkstruv algoritmus s haldou provede m operaci DECREASE, ale pouze n operaci
INSERT a EXTRACTMIN. Hodila by se tedy halda, kterdA ma DECREASE rychlejsi,
byt za cenu zpomaleni ostatnich operaci. Tuto vlastnost maji napriklad d-regularni
haldy z cviceni Uvazte, jakou hodnotu d zvolit, aby se minimalizovala slozitost
celého algoritmu.

4. Necht délky hran lezi v mnoziné {0, ..., L}. Navrhnéte datovou strukturu zalozenou
na prihrddkach, s niz Dijkstruv algoritmus pobézi v ¢ase O(nL + m). Pokuste se
vystacit s paméti O(n +m + L).

5. Na mapé mésta jsme prifadili kazdé silnici ¢as na prujezd a kazdé krizovatce pri-
mérnou dobu ¢ekani na semaforech. Jak hledat nejrychlejsi cestu?

6.3 Relaxacni algoritmy

Na Dijkstriv algoritmus se muzeme divat trochu obecnéji. Ziskdme tak nejen dikaz jeho
spravnosti pro necelociselné délky hran, ale téz nékolik dalSich zajimavych algoritmi.
Ty budou fungovat i pro grafy se zdpornymi hranami (stale bez zadpornych cykli), které
v tomto oddilu dovolime.

Esenc{ Dijkstrova algoritmu je, Ze pfifazuje vrcholim néjaka ohodnoceni h(v). To jsou
néjaka realna cisla, kterd popisuji, jakym nejkratsim sledem se zatim umime do vrcholu
dostat. Tato ¢isla postupné upravujeme, az se z nich stanou skuteéné vzdalenosti od vg.
Pokusme se tento princip popsat obecné.
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Na pocatku vypoctu ohodnotime vrchol vg nulou a vSechny ostatni vrcholy nekone¢nem.
Pak opakujeme néasledujici postup: vybereme néjaky vrchol v s koneénym ohodnocenim
a pro vsechny jeho nésledniky w otestujeme, zda se do nich pres v nedovedeme dostat
lépe, nez jsme zatim dovedli. Této operaci se obvykle rika relazace a odpovida krokum E
az E Dijkstrova algoritmu.

Jeden vrchol muzeme obecné relaxovat vicekrat, ale nemé smysl délat to znovu, pokud se
jeho ohodnoceni mezitim nezménilo. To ohlida stav vrcholu: otevrené vrcholy je potfeba
znovu relaxovat, uzavrené jsou relaxované a zatim to znovu nepottebuji.

Z toho vychézi obecny relaxac¢ni algoritmus. Ten pokazdé vybere jeden otevieny vrchol,
uzavie ho a relaxuje a pokud se tim zméni ohodnoceni jinych vrcholi, tak je otevie. Na
rozdil od prohledavani do $irky ovSem muzeme jeden vrchol oteviit a uzaviit vicekrat.

Algoritmus RELAXACE
Vstup: Graf G a pocatecéni vrchol vg

—_

Pro vsechny vrcholy v:
stav(v) < nenalezeny, h(v) < 400, P(v) < nedefinovdno
stav(vg)  otevieny, h(vg) < 0
Dokud existuji oteviené vrcholy:
v < néjaky otevieny vrchol
Pro vSechny nésledniky w vrcholu v: 4 relarujeme vrchol v
Pokud h(w) > h(v) + 4(u,v):
h(w) < h(v) + £(u,v)
stav(w) < otevreny
P(w) «wv
11. stav(v) + uzavreny
Vijstup: Ohodnoceni vrcholt h a pole predchidca P

© 0N ook N

[t
e

Dijkstrav algoritmus je tedy specidlnim piipadem relaxacniho algoritmu, v némz vzdy
vybirame otevieny vrchol s nejmensim ohodnocenim. Prozkoumejme, co o relaxacnim
algoritmu plati obecné.

Invariant O (ohodnoceni): Hodnota h(v) nikdy neroste. Je-li koneéné, rovna se délce
néjakého sledu z vy do v.

Diikaz: Indukel podle doby béhu algoritmu. Na pocatku vypoctu tvrzeni urcité plati,
protozZe jediné konefné je h(vg) = 0. Kdykoliv pak algoritmus zméni h(w), stane se tak
relaxac{ néjakého vrcholu v, jehoz h(v) je koneéné. Podle indukéniho predpokladu tedy
existuje vov-sled délky h(v). Jeho rozsifenim o hranu vw vznikne vow-sled délky h(v) +
£(v,w), coZ je presné hodnota, na niz snizujeme h(w). O
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Lemma D (dosaZitelnost): Pokud se vypodet zastav{, uzaviené jsou pravé vrcholy dosazi-
telné z vg.

Diikaz: Dokézeme stejné jako obdobnou vlastnost BFS. Jediné, v ¢em se situace lisi, je,
ze uzavieny vrchol je mozné znovu oteviit. To se ovSem, pokud se vypocet zastavil, stane
pouze konec¢né-krat, takze staci uvazit situaci pri poslednim uzavieni. O

Lemma V (vzdélenost): Pokud se vypocet zastavi, koneéna ohodnoceni vrcholt jsou rovna
vzdéalenostem od vyg.

Diikaz: Inspirujeme se dikazem obdobné vlastnosti BFS. Vrchol v oznacime za Spatny,
pokud h(v) neni rovno d(vg,v). Jelikoz h(v) odpovidd délce néjakého vov-sledu, musi byt
h(v) > d(vg,v). Pro spor predpokladejme, Ze existuji néjaké spatné vrcholy.

Mezi vSemi nejkratsimi cestami z vy do Spatnych vrcholi vybereme tu s nejmensim po-
¢tem hran. Oznacime v posledni vrchol této cesty a p jeji predposledn{ vrchol (ten jisté
existuje, nebot vy je dobry). Vrchol p musi byt dobry, takZze ohodnoceni h(p) je rovno
d(vg, p). Podivejme se, kdy p ziskal tuto hodnotu. Tehdy musel p byt otevieny. Pozdéji
byl tudiZz zavien a relaxovdn, nacez muselo platit h(v) < d(vo,p) + €(p,v) = d(vo,v).

Jelikoz ohodnoceni vrcholt nikdy nerostou, doslo ke sporu. O

Rozbor Dijkstrova algoritmu

Nyni se vratme k Dijkstrovu algoritmu. Ukazeme, Ze nejsou-li v grafu zaporné hrany,
priubéh vypoctu ma nasledujici zajimavé vlastnosti.

Invariant M (monotonie): V kazdém kroku vypoctu plati:

(1) Kdykoliv je z uzavieny vrchol a o otevieny, plati h(z) < h(o).
(2) Ohodnoceni uzavienych vrchol se nemeéni.

Diikaz: Obé vlastnosti dokdzeme dohromady indukci podle délky vypoctu. Na pocatku
vypoctu obé trividlné plati, nebot neexistuji zadné uzaviené vrcholy.

V kazdém dalsim kroku vybereme otevieny vrchol v s nejmensim h(v). Tehdy musi platit
h(z) < h(v) < h(o) pro libovolny z uzavieny a o otevieny. Nyni vrchol v relaxujeme: pro
kazdou hranu vw se pokusime snizit h(w) na hodnotu h(v) 4+ £(v, w) > h(v).

e Pokud w byl uzavieny, nemuze se jeho hodnota zménit, nebot jiz pred relaxaci byla
mens{ nebo rovna h(v). Proto plati (2).

e Pokud w byl otevieny, jeho hodnota se sice miize snizit, ale nikdy ne pod h(v), takZe
ani pod h(z) zddného uzavieného z.

Nerovnost (1) v obou piipadech zustédva zachovdna a neporusi se ani pfesunem vrcholu v
mezi uzaviené. g
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Véta: Dijkstruv algoritmus na grafu bez zapornych hran uzavira vSechny dosazitelné vr-
choly v pofadi podle rostouci vzddlenosti od poéatku (kazdy prévé jednou). V okamziku
uzavreni je ohodnoceni rovno této vzdalenosti a déle se nezmeéni.

Diikaz: Predevsim z invariantu M vime, Ze zadny vrchol neotevieme vicekrat, takze ho
ani nemuzeme vicekrat uzavrit. Algoritmus proto skoné¢i a podle lemmat D a V jsou na
konci uzavieny vsechny dosazitelné vrcholy a jejich ohodnoceni odpovidaji vzdalenostem.

Ohodnoceni se pritom od okamziku uzavieni vrcholu nezménilo (opét viz invariant M)
a tehdy bylo vétsi nebo rovno ohodnocenim predchozich uzavienych vrcholt. Poradi uza-
virani proto skutecné odpovida vzdalenostem. O

Vidime tedy, Ze nase analogie mezi BFS a Dijkstrovym algoritmem funguje i pro necelo-
¢iselné délky hran.

Bellmaniv-Fordiv algoritmus

Zkusme se jesté zamyslet nad vypocCtem vzdéalenosti v grafech se zdpornymi hranami.
Snadno nahlédneme, ze Dijkstruv algoritmus na takovych grafech mize vrcholy otevirat
opakované, ba dokonce muze bézet exponencialné dlouho (cviéeni.

Relaxace se ovsem neni potteba vzdéavat, postaci zménit podminku pro vybér vrcholu: na-
misto haldy si poridime obycejnou frontu. Jinymi slovy, budeme uzavirat nejstarsi z ote-
vienych vrcholi. Tomuto algoritmu se podle jeho objeviteld Richarda Ernesta Bellmana
a Lestera Forda Jr. fikd Bellmaniv-Fordav. V nasledujicich odstavcich prozkoumame, jak
efektivni je.

Definice: Definujeme fdze vypoctu nasledovné: ve fazi Fy otevieme pocatec¢ni vrchol vy,
faze F;y1 uzavird vrcholy oteviené béhem faze F;.

Invariant F (faze): Pro vrchol v na konci i-té faze plati, Ze jeho ohodnocen{ je shora
omezeno délkou nejkratsiho vguv-sledu o nejvyse ¢ hranach.

Diikaz: Tvrzeni dokdzeme indukei podle ¢. Pro ¢ = 0 tvrzeni plati — jediny vrchol dosazi-
telny z vg sledem nulové délky je vy sam; jeho ohodnoceni je nulové, ohodnoceni ostatnich
vrchold nekonecné.

Nyni provedeme indukéni krok. Podivejme se na néjaky vrchol v na konci i-té faze (i > 0).
Oznac¢me S nejkratsi vgv-sled o nejvyse 7 hranach.

Pokud sled S obsahuje méné nez i hran, pozadovana nerovnost platila uz na konci pred-
chozi faze a jelikoz ohodnoceni vrcholu nerostou, plati nadéle.

Obsahuje-1i S pravé ¢ hran, oznaéme uv jeho posledn{ hranu a S’ podsled z vy do u. Podle
indukéniho predpokladu je na zacatku i-té faze h(u) < £(S’). Na tuto hodnotu muselo
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byt h(u) nastaveno nejpozdéji v (¢ — 1)-ni fazi, ¢imz byl vrchol u otevien. Nejpozdéji
v i-té fazi proto musel byt uzavien a relaxovan. Na zacatku relaxace muselo stéle platit
h(u) < £(S’) — hodnota h(u) se sice mohla zménit, ale ne zvysit. Po relaxaci tedy muselo
platit h(v) < h(u) + £(u,v) < L(S") + (u,v) = £(S). O

Dusledek: Pokud graf neobsahuje zaporné cykly, po n-té fazi se algoritmus zastavi.

Dikaz: Po (n — 1)-ni fazi jsou vSechna ohodnoceni shora omezena délkami nejkratsich
cest, takze se v n-té fazi uz nemohou zménit a algoritmus se zastavi. g

Véta: V grafu bez zadpornych cykla nalezne Bellmantav-Fordav algoritmus vSechny vzda-
lenosti z vrcholu vy v ¢ase O(nm).

Diikaz: Podle predchoziho dusledku se po n fazich algoritmus zastavi a podle lemmat
D a V vyda spravny vysledek. Béhem jedné fize pritom relaxuje kazdy vrchol nejvyse
jednou, takze celd faze dohromady trva O(m). O

Cvic¢eni
1.  Ukazte priklad grafu s celociselné ohodnocenymi hranami, na kterém Dijkstrav al-
goritmus bézi exponencialné dlouho.

2. Upravte Bellmanuv-Forduv algoritmus, aby umél detekovat zaporny cyklus dosazi-
telny z vrcholu vy. Uméli byste tento cyklus vypsat?

3. Papeho algoritmus funguje podobné jako Bellmaniv-Fordv, pouze misto fronty po-
uziva zasobnik. Ukazte, zZe tento algoritmus v nejhorsim pripadé bézi exponencidlné
dlouho.

4. Uvazujme néasledujici algoritmus: provedeme n fazi, v kazdé z nich postupné rela-
xujeme vsSechny vrcholy. Spocte tento algoritmus spravné vzdalenosti? Jak si stoji
v porovnani s Bellmanovym-Fordovym algoritmem?

5. Prvni algoritmus vymysleny Bellmanem relaxoval misto vrcholt hrany. Cyklicky pro-
chézel vSechny hrany a pro kaZzdou hranu uv se pokusil snizit h(v) na h(u) + £(u,v).
Dokazte, ze tento algoritmus také spocita spravné vzdalenosti, a rozeberte jeho slo-
zitost.

6* Dokazte, ze v grafu bez zdpornych cykld se obecny relaxacni algoritmus zastavi, at
uz vrchol k uzavreni vybirdme libovolné.

7. Dokazte, ze po zastaveni obecného relaxac¢niho algoritmu kéduji predchudei P(v)
hrany stromu nejkratsich cest.
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6.4 Matice vzdalenosti a FloydUv-Warshallav algoritmus

Nekdy potrebujeme zjistit vzdalenosti mezi vsemi dvojicemi vrcholi, tedy zkonstruovat
matici vzddlenosti. Pokud v grafu nejsou zaporné hrany, mohli bychom spustit Dijkstruv
algoritmus postupné ze vSech vrchold. To by trvalo O(n?), nebo v implementaci s haldou
O(n-(n+m)-logn).

V této kapitole ukazeme jiny, daleko jednodussi algoritmus zalozeny na dynamickém pro-
gramovani (tuto techniku pozdéji rozvineme v kapitole E) Pochézi z roku 1959 od Ro-
berta Floyda a Stephena Warshalla. Matici vzdalenosti spoé¢ita v ¢ase ©(n?), dokonce mu
ani nevadi zaporné hrany.

Definice: Oznacime ij délku nejkratsi cesty z vrcholu ¢ do vrcholu j, jejiz vnitini vrcholy

k

lezi v mnoziné {1, ..., k}. Pokud Zadné takové cesta neexistuje, polozime Dy; = +o0.

Pozorovani: Hodnoty ij maji nasledujici vlastnosti:

] D?j nedovoluje pouzivat zadné vnitini vrcholy, takze je to budto délka hrany ij,
nebo 400, pokud takovd hrana neexistuje.

® D} uz vnitrni vrcholy neomezuje, takze je to vzddlenost z ¢ do j.

Algoritmus dostane na vstupu matici D® a postupné bude poéitat matice D', D?, ..., az
se dopoc¢itda k D™ a vyda ji jako vystup.

Necht tedy zndme ij pro néjaké k a vsechna 4, j. Chceme spocitat ijﬂ, tedy délku
nejkratsi cesty z i do j pres {1,...,k + 1}. Jak miZe tato cesta vypadat?

(1) Budto neobsahuje vrchol k 4 1, v tom piipadé je stejnd, jako nejkratsi cesta z ¢ do j
pies {1,...,k}. Tehdy D5 = DF,.

(2) Anebo vrchol k£ + 1 obsahuje. Tehdy se sklad4 z cesty z ¢ do k+1 a cesty z k+1 do j.
Obé diléi cesty jdou pres vrcholy {1,...,k} a ob& musi byt nejkratsi takové (jinak
bychom je mohli vyménit za krats{). Proto Di%“ = DﬁkH + DZHJ.

Za Df‘fl si proto zvolime minimum z téchto dvou variant.

Musime ale oSetfit jeden potencidlni problém: v pripadé (2) spojujeme dvé cesty, coz
ovSem nemusi dat cestu, nybrz sled: nékterym vrcholem z {1, ..., k} bychom mohli projit
vicekrat. Staci si ale uvédomit, ze kdykoliv by takovy sled byl kratsi nez cesta z varianty
(1), znamenalo by to, Ze se v grafu nachdzi zdporny cyklus. V grafech bez zapornych cykli
proto nas vzorec funguje.

Hotovy algoritmus vypadé takto:
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Algoritmus FLOYDWARSHALL
Vstup: Matice délek hran D°

1. Prok=0,...,n—1:

2. Proi=1,...,n:
3. Proj=1,...,n:
k+1 .
4. DijJr %mln(ij,DZk_i_l +D’,§+17j)

Vistup: Matice vzdalenosti D™

Casova slozitost evidentné ¢ini ©(n3), pamétova bohuzel také. Nabizi se vyuzit toho, Ze
vzdy potiebujeme pouze matice D* a DFt1 takze by ndm misto trojrozmérného pole
stacila dvé dvojrozmérna.

Existuje ovSem elegantnéjsi, byt ponékud drzy trik: pouzijeme jedinou matici a budeme
hodnoty prepisovat na misté. Pak ovsem nerozlisime, zda pravé ¢teme ng, nebo na jeho

misté uz je zapsano D’If;rl. Zajimavé je, ze na tom nezélezi:

k+1 _ pk

Lemma: Pro vSechna 1, j, k plati Dy} a DR — pF

k+1,5 ik+1 ik+1°

Diikaz: Podle definice se leva a prava strana kazdé rovnosti lisi jenom tim, zda jsme jako
vnitrni vrchol cesty povolili pouzit vrchol k+1. Ten je ale uz jednou pouzit jako pocatecni,
resp. koncovy vrchol cesty, takze se uvnitt tak jako tak neobjevi. O

Véta: Floyduv-Warshalliv algoritmus s prepisovanim na misté vypocte matici vzdélenosti
grafu bez zdpornych cykli v éase ©(n3) a prostoru O(n?).

Cviceni
1. Jak z vysledku Floydova-Warshallova algoritmu zjistime, kudy nejkratsi cesta mezi
néjakymi dvéma vrcholy vede?

2. Upravte Floydtav-Warshalltv algoritmus, aby pro kazdy vrchol nasel nejkratsi kruz-
nici, ktera jim prochazi. Predpokladejte, ze v grafu nejsou zadné zaporné cykly.

3. Upravte Floyduv-Warhsalliv algoritmus, aby zjistil, zda v grafu existuje zaporny
cyklus.

6.5 Dalsi cvic¢eni

1. Lze se v algoritmech na hledani nejkratsi cesty zbavit zapornych hran tim, ze ke
vsem ohodnocenim hran pricteme néjaké velké cislo k7

2. Pocitacovou sit popiseme orientovanym grafem, jehoz vrcholy odpovidaji routeram
a hrany linkdm mezi nimi. Pro kazdou linku zndme pravdépodobnost toho, ze bude
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10*
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funkéni. Pravdépodobnost, ze bude funkéni néjaka cesta, je dana souCinem pravdé-
podobnosti jejich hran. Jak pro zadané dva routery najit nejpravdépodobnéjsi cestu
mezi nimi?

Megjme mapu mésta ve tvaru orientovaného grafu. Kazdou hranu ohodnotime podle
toho, jaky nejvyssi kamion po dané ulici muze projet. Po cesté tedy projede maxi-
malné tak vysoky naklad, kolik je minimum z ohodnoceni jejich hran. Jak pro zadané
dva vrcholy najit cestu, po niz projede co nejvyssi naklad?

V Tramtérii jezdi po zeleznici samé rychliky, které nikde po cesté nestavi. V jizdnim
rfadu je pro kazdy rychlik uvedeno pocatecni a cilové nadrazi, ¢as odjezdu a cas
prijezdu. Nyni stojime v case t na nadrazi a a chceme se co nejrychleji dostat na
nadrazi b. Navrhnéte algoritmus, ktery najde takové spojeni.

Pokracujeme v predchozim cvi¢eni: Mezi vSemi nejrychlejsimi spojenimi chceme najit
takové, v némz je nejméné prestupu.

Sméndrna obchoduje s n ménami (ména ¢islo 1 je koruna) a vyhlasuje matici kur-
z0 K. Kurz K;; 1ika, kolik za jednu jednotku ¢-té mény dostaneme jednotek j-té
meény. Vymyslete algoritmus, ktery zjisti, zda existuje posloupnost smén, ktera zacne
s jednou korunou a skonéi s vice korunami.

Vymyslete algoritmus, ktery nalezne vsechny hrany, jez lezi na alespon jedné nejkratsi
cesté.

Kriticka hrana budiz takova, kterd lezi na vSech nejkratsich cestach. Tedy ta, je-
jiz prodlouzeni by ovlivnilo vzdalenost. Navrhnéte algoritmus, ktery najde vSechny
kritické hrany.

Silnice v mapé mame ohodnocené dvéma ¢isly: délkou a mytem (poplatkem za pro-
jeti). Jak najit nejlevnéjsi z nejkratsich cest?

Sestrojte algoritmus pro feseni soustavy linedrnich nerovnic tvaru z; — x; < ¢;;, kde
ci;j jsou redlné, ne nutné kladné konstanty.
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7 Minimalni kostry

Napadl snih a prikryl pefinou celé méstecko. Po ulicich lze sotva projit pésky, natoz projet
autem. Které ulice prohrneme, aby slo dojet odkudkoliv kamkoliv, a pfitom nadm hazeni
snéhu dalo co nejméné prace?

Tato otédzka vede na hledani minimélni kostry grafu. To je slavny problém, jeden z téch,
které staly u pomyslné kolébky teorie grafi. Navic je pro jeho feseni zndmo hned nékolik
zajimavych efektivnich algoritmi. Jim vénujeme tuto kapitolu.

7.1 Od méstecka ke kostie

Predstavme si mapu zasnézeného meéstecka z naseho ivodniho prikladu jako graf. Kazdou
hranu ohodnotime ¢islem — to bude vyjadfovat mnozstvi prace potfebné na prohrnuti
ulice. Hleddme tedy podgraf na vSech vrcholech, ktery bude souvisly a pouzije hrany o co
nejmensim souc¢tu ohodnoceni.

Takovy podgraf jisté musi byt strom: kdyby se v ném nachézel néjaky cyklus, smazeme
libovolnou z hran cyklu. Tim neporusime souvislost, protoze konce hrany jsou nadale
propojené zbytkem cyklu. Odstranénim hrany ovSem zlepsime soucet ohodnoceni, takze
puvodni podgraf nemohl byt optimélni. (Zde jsme pouzili, Ze odhrnut{ snéhu nevyzaduje
zaporné mnozstvi prce, ale to snad neni moc troufalé.)

Popisme nyni problém formélné.
Definice:

e Necht G = (V, E) je souvisly neorientovany graf a w : E — R vdhové funkce, ktera
prirazuje hranam cisla — jejich vdhy.
® 1 a m necht jako obvykle znaci pocet vrcholi a hran grafu G.

¢ Vihovou funkci mizeme prirozené rozsitit na podgrafy: Vaha w(H) podgrafu H C G
je soucet vah jeho hran.

® Kostra grafu G je podgraf, ktery obsahuje vSechny vrcholy a je to strom. Kostra je
minimdIni, pokud ma mezi vSemi kostrami nejmensi vahu.

Jak je vidét z obrazku m jeden graf muze mit vice minimalnich koster. Brzy dokazeme,
ze jsou-li vahy vsech hran navzajem ruzné, minimalni kostra uz je urc¢ena jednoznacné.
To znacné zjednodusi situaci, takze ve zbytku kapitoly budeme unikatnost vah predpo-
kladat.
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Obrazek 7.1: Graf s vahami a dvé z jeho minimalnich koster

Cviceni

1.  Rozmyslete si, ze predpoklad unikdtnich vah neni na skodu obecnosti. Ukazte, jak
pomoci algoritmu, ktery unikatnost predpoklada, nalézt jednu z minimalnich koster
grafu s neunikdtnimi vahami.

2. Upravte definici kostry, aby davala smysl i pro nesouvislé grafy.
3. Dokazte, zZe mosty v grafu jsou pravé ty hrany, které lezi v pruniku vsech koster.

4.  Zménime-li vdhu jedné hrany, jak se zméni miniméalni kostra?

7.2 Jarniklv algoritmus a fezy

Vibec nejjednodussi algoritmus pro hledani minimalni kostry pochézi z roku 1930, kdy ho
vymyslel ¢esky matematik Vojtéch Jarnik. Tehdy se o algoritmy malokdo zajimal, takze
myslenka zapadla a az pozdéji byla nékolikrat znovuobjevena — proto se algoritmu rika
téz Primiv nebo Dijkstriv.

Kostru budeme ,péstovat® z jednoho vrcholu. Zacneme se stromem, ktery obsahuje li-
bovolny jeden vrchol a zadné hrany. Pak vybereme nejleh¢i hranu incidentni s timto
vrcholem. Priddme ji do stromu a postup opakujeme: v kazdém dalsim kroku pridavame
nejlehéi z hran, které vedou mezi vrcholy stromu a zbytkem grafu. Takto pokracujeme,
dokud nevznikne celd kostra.

Algoritmus JARNTK
Vstup: Souvisly graf s unikdtnimi vahami
1. wg < libovolny vrchol grafu
2. T < strom obsahujici vrchol vy a zadné hrany
3. Dokud existuje hrana uv takova, ze u € V(T) a v ¢ V(T):
4. Nejlehéi takovou hranu pridame do 7.
Vistup: Minimalni kostra T’
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Qbrézek 7.2: Piiklad vypoctu Jarnikova algoritmu.
Cerné vrcholy a hrany uz byly pfidany do kostry,
mezi Sedivymi hranami hledame tu nejlehci.

=

H

Tento pristup je typickym prikladem takzvaného hladového algoritmu — v kazdém okamzi-
ku vybirdme lokalné nejlepsi hranu a neohlizime se na budoucnost.("? Hladové algoritmy
maéalokdy naleznou optimalni feseni, ale zrovna minimélni kostra je jednim z ridkych pri-
padi, kdy tomu tak je. K dikazu se ovSem budeme muset propracovat.

Spravnost

Lemma: Jarniktv algoritmus se po nejvyse n iteracich zastavi a vyda néjakou kostru
zadaného grafu.

Diikaz: Graf péstovany algoritmem vznikd z jednoho vrcholu postupnym pridavanim listi,
takze je to v kazdém okamziku vypoctu strom. Po nejvyse n iteracich dojdou vrcholy
a algoritmus se musi zastavit.

Kdyby nalezeny strom neobsahoval vSechny vrcholy, musela by diky souvislosti existo-
vat hrana mezi stromem a zbytkem grafu. Tehdy by se ale algoritmus jesté nezastavil.
(Vsimnéte si, Ze tuto dvahu jsme uz potkali v rozboru algoritmii na prohleddvéni grafu.) O

Minimalitu kostry bychom mohli dokazovat primo, ale radéji dokazeme trochu obecnéjsi
tvrzeni o Tezech, které se bude hodit i pro dalsi algoritmy.

Definice: Necht A je néjakd podmnozina vrcholu grafu a B jeji doplnék. Mnoziné hran,
které lezi jednim vrcholem v A a druhym v B, budeme fikat elementdrni rez urCeny
mnozinami A a B.

pazravy algoritmus.
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Lemma (fezové): Necht G je graf opatfeny unikdtnimi vahami, R né&jaky jeho elementérni
fez a e nejlehci hrana tohoto fezu. Pak e lezi v kazdé minimalni kostfe grafu G.

Drikaz: Dokadzeme obménénou implikaci: pokud néjaka kostra T" neobsahuje hranu e, neni
minim&lni.

Sledujme situaci na obrazku E Ozna¢me A a B mnoziny vrcholi, kterymi je uréen
fez R. Hrana e tudiz vede mezi néjakymi vrcholy a € A a b € B. Kostra T" musi spojovat
vrcholy a a b néjakou cestou P. Tato cesta za¢ind v mnoziné A a konc¢i v B, takZze musi
alespon jednou prekrocit fez. Necht f je libovolna hrana, kde se to stalo.

Nyni z kostry T odebereme hranu f. Tim se kostra rozpadne na dva stromy, z nichz
jeden obsahuje a a druhy b. Pfiddnim hrany e stromy opét propojime a tim ziskame jinou
kostru T".

Spoéitame jeji vahu: w(T") = w(T) —w(f) +w(e). Jelikoz hrana e je nejlehéi v fezu, musi
platit w(f) > w(e). Nerovnost navic musi byt ostrd, nebot vdhy jsou unikétni. Proto
w(T") < w(T) a T neni minimAlni. O

Obréazek 7.3: Situace v dikazu fezového lemmatu

Kazda hrana vybrand Jarnikovym algoritmem je pritom nejleh¢i hranou elementdrniho
fezu mezi vrcholy stromu 7' a zbytkem grafu. Z fezového lemmatu proto plyne, ze kostra
nalezena Jarnikovym algoritmem je podgrafem kazdé minimélni kostry. Jelikoz vSechny
kostry daného grafu maji stejny pocet hran, znamend to, ze nalezend kostra je vsem
minimélnim kostrdm rovna. Proto plati:

Véta (o minimalni kostfe): Souvisly graf s unikédtnimi vahami md prévé jednu minim4ln{
kostru a Jarniktv algoritmus tuto kostru najde.

Navic vime, ze Jarniktiv algoritmus vahy pouze porovnava, takze ihned dostavame:

Diisledek: Minimalni kostra je jednoznacné urcena usporadanim hran podle vah, na kon-
krétnich hodnotach vah nezalezi.
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Implementace

Zbyvé rozebrat, jak rychle algoritmus pobézi. Uz vime, ze probéhne nejvyse n iteraci.
Pokud budeme pokazdé zkoumat vSechny hrany, jedna iterace potrva O(m), takze cely
algoritmus pobézi v ¢ase O(nm).

Opakované vybirani minima navadi k pouziti haldy. Mohli bychom v haldé uchovavat
mnozinu vSech hran fezu (viz cviceni , ale existuje elegantnéjsi a rychlejsi zptsob.

Budeme udrzovat sousedni vrcholy — to jsou ty, které lezi mimo strom, ale jsou s nim
spojené alespori jednou hranou. Kazdému sousedovi s pritadime ohodnoceni h(s). To bude
udavat, jakou nejleh¢i hranou je soused pripojen ke stromu.

Vg
I 7 3
1 >T\ ° ?
w >
5>l/6 . 6
L ’
Obrazek 7.4: Jeden krok vypocltu v Jarnikové algoritmu s haldou

V kazdém kroku algoritmu vybereme souseda s nejnizsim ohodnocenim a pripojime ho
ke stromu prislusnou nejlehéi hranou. To je presné ta hrana, kterou si vybere piivodni
Jarnikiv algoritmus. Poté potfebujeme prepocitat sousedy a jejich ohodnoceni.

Sledujme obrazek m Vlevo je nakreslen zadany graf s vahami. Uprostred vidime situaci
v prubéhu vypocétu: tuéné hrany uz lez{ ve stromu, Sedivé vrcholy jsou sousedni (éisla
udavaji jejich ohodnoceni), Sipky ukazuji, kterd hrana fezu je pro daného souseda nej-
lehé¢i. V tomto kroku tedy vybereme vrchol s ohodnocenim 5, ¢imz prejdeme do situace
nakreslené vpravo.

Pozorovani: Pokud ke stromu pripojujeme vrchol u, musime pfepocitat sousednost a ohod-
noceni ostatnich vrcholi. Uvazme libovolny vrchol v a rozeberme mozné situace:

® Pokud byl v soucasti stromu, nemuze se stat sousednim, takze se o néj nemusime
starat.

e Pokud mezi u a v nevede hrana, v okoli vrcholu v se fez nezméni, takze ohodnoceni
h(v) zistéva stejné.

® Jinak se hrana uv stane hranou fezu. Tehdy:

e Paklize v nebyl sousedni, stane se sousednim a jeho ohodnoceni nastavime na
vahu hrany uv.
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® Pokud uz sousedni byl, bude se do jeho ohodnoceni nové zapocitavat hrana uv,
takze h(v) muze klesnout.

Staci tedy projit vSechny vrcholy v, do nichz vede z u hrana, a podle potifeby ucinit v
sousedem nebo snizit jeho ohodnoceni.

Na této myslence je zaloZzena nasledujici varianta Jarnikova algoritmu. Kromé ohodno-
cen{ vrcholu si budeme pamatovat jejich stav (uvnitr' stromu, sousedn?, piipadné iplné
mimo) a u sousednich vrcholu piislusnou nejlehé hranu. Pi inicializaci algoritmu chvili
povazujeme pocatecni vrchol za souseda, coz zjednodusi zapis.

Algoritmus JARNTK2
Vstup: Souvisly graf s vahovou funkei w

1. Pro vSechny vrcholy v:

2. stav(v) < mimo
3. h(v) < 400
4. p(v) + nedefinovdno <4 druhy konec nejlehci hrany
5. g ¢ libovolny vrchol grafu
6. T <« strom obsahujici vrchol vy a zadné hrany
7. stav(vg) < soused
8. h(’Uo) ~0
9. Dokud existuji néjaké sousedni vrcholy:
10. Oznaéme u sousedni vrchol s nejmensim h(u).
11. stav(u) < uvnitr
12. Priddme do T hranu {u,p(u)}, pokud je p(u) definovano.
13. Pro vSechny hrany wv:
14. Je-li stav(v) € {soused, mimo} a h(v) > w(uv):
15. stav(v) + soused
16. h(v) < w(uv)
17. p(v) +— u

Vistup: Minimalni kostra T’

Vsimnéte si, ze takto upraveny Jarnikuv algoritmus je velice podobny Dijkstrovu algorit-
mu na hledani nejkratsi cesty. Jediny podstatny rozdil je ve vypoctu ohodnoceni vrchola.

Plati zde tedy vse, co jsme odvodili o slozitosti Dijkstrova algoritmu v oddﬂum Ulozime-
-li v8echna ohodnoceni do pole, algoritmus pobézi v ase ©(n?). Pokud misto pole poui-
jeme haldu, kostru najdeme v ¢ase ©(mlogn), piipadné s Fibonacciho haldou v ©(m +
nlogn).
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Cviceni
1.V rozboru implementace jsme navrhovali ulozit vsechny hrany fezu do haldy. Roz-
myslete si vSechny detaily tak, aby vas$ algoritmus bézel v ¢ase O(mlogn).

2. Dokazte spravnost Jarnikova algoritmu piimo, bez pouziti fezového lemmatu.

3. Dokazte, ze Jarniktv algoritmus funguje i pro grafy, jejichz vahy nejsou unikatni.
Jak by pro takové grafy vypadalo fezové lemma?

7.3 Boravkuv algoritmus

Inspiraci Jarnikova algoritmu byl algoritmus jesté starsi, objeveny v roce 1926 Otakarem
Bortvkou, pozdéjsim profesorem matematiky v Brné. Muzeme se na néj divat jako na
paralelni verzi Jarnikova algoritmu: namisto jednoho stromu jich péstujeme vice a v kazdé
iteraci se kazdy strom slouci s tim ze svych sousedu, do kterého vede nejleh¢i hrana.

Algoritmus BORUVKA
Vstup: Souvisly graf s unikatnimi vahami

1. T+ (V,0) q zacneme trividlnim lesem izolovanych vrchold

2. Dokud T neni souvisly:

3. Rozlozime T na komponenty souvislosti 77, ..., Tk.

4. Pro kazdy strom T; najdeme nejleh¢i z hran mezi T; a zbytkem grafu
a oznacime ji e;.

5. Pfiddme do T hrany {e1,...,€e}.

Vijstup: Minimalni kostra T

I—lO—l—G—l *——¢
suSl Sl B Ee
b S

Obrazek 7.5: Priklad vypoctu Bordvkova algoritmu.
Smér Sipek ukazuje, ktery vrchol si vybral kterou hranu.

Spravnost dokazeme podobné jako u Jarnikova algoritmu.

Véta: Borivkiv algoritmus se zastavi po nejvySe |logyn| iteracich a vydd miniméln{
kostru.
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Diikaz: Nejprve si viimneme, Ze po k iteracich ma kazdy strom lesa T alespoin 2¥ vrcholii.
To dokdzeme indukei podle k: na pocatku (k = 0) jsou vSechny stromy jednovrcholové.
V kazdé dalsi iteraci se stromy slucuji do vétsich, kazdy s alespon jednim sousednim.
Proto se velikosti stromt pokazdé minimalné zdvojnasobi.

Nejpozdéji po |log, n| iteracich uz velikost stromt dosdhne po¢tu vSech vrcholi, takze
mize existovat jen jediny strom a algoritmus se zastavi. (Zde jsme opét pouzili souvislost
grafu, rozmyslete si, jak pfesné.)

Zbyva nahlédnout, ze nalezend kostra je minimalni. Opét pouzijeme fezové lemma: kazda
hrana e;, kterou jsme vybrali, je nejlehéi hranou elementarniho fezu mezi stromem T;
a zbytkem grafu. Vsechny vybrané hrany tedy lezi v jednozna¢né urcené minimalni kostte
a je jich sprdvny pocet. (Zde jsme potifebovali unikdtnost vah, viz cviceni ) O

Jesté si rozmyslime implementaci. Ukazeme, ze kazdou iteraci lze zvladnout v linedrnim
case s velikosti grafu. Rozklad na komponenty provedeme naptiklad prohleddnim do sitky.
Poté projdeme vsechny hrany, pro kazdou se podivame, které komponenty spojuje, a za-
pocitame ji do priibézného minima obou komponent. Nakonec vybrané hrany priddme do
kostry.

Dusledek: Bortuvkuv algoritmus nalezne minimalni kostru v éase O(mlogn).

Cviceni

1. Unikétnost vah je u Bortvkova algoritmu dilezitéd, protoze jinak by v kostie mohl
vzniknout cyklus. Najdéte priklad grafu, kde se to stane. Jak pfesné pro takové grafy
selze nas dikaz spravnosti? Jak algoritmus opravit?

2. Boruvkiv algoritmus mtzeme upravit, aby kazdy strom lesa udrzoval zkontrahovany
do jednoho vrcholu. Iterace pak vypada tak, ze si kazdy vrchol vybere nejleh¢i inci-
dentni hranu, tyto hrany zkontrahujeme a zapamatujeme si, ze patii do minimalni
kostry. Ukazte, jak tento algoritmus implementovat tak, aby bézel v ¢ase O(m logn).
Jak si poradit s ndsobnymi hranami a smyckami, které vznikaji pri kontrakci?

3. Sestrojte graf, na kterém algoritmus z pfedchoziho cviceni potfebuje ¢as Q(mlogn).

4* Ukazte, ze pokud algoritmus z cviceni E pouzivame pro rovinné grafy, bézi v Case
©(n). Opét je potieba spravné oSetiit ndsobné hrany.

7.4 Kruskalliv algoritmus a Union-Find

Tteti algoritmus na hleddani miniméln{ kostry popsal v roce 1956 Joseph Kruskal. Opét

Vv

ty, které by vytvorily cyklus.
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Algoritmus KRUSKAL
Vstup: Souvisly graf s unikatnimi vahami
1. Uspordddme hrany podle vah: w(e1) < ... < w(ep).
2. T+ (V,0) < zaéneme lesem samgjch izolovangch vrcholi
3. Proi=1,...,m opakujeme:
4. u, v < krajni vrcholy hrany e;
5 Pokud w a v lezi v ruznych komponentach lesa T':
6. T+ T+e;
Vistup: Minimalni kostra T

.

T

bt

Lo

.

STRSE

r.

H

Obrazek 7.6: Priklad vypoctu Kruskalova algoritmu.

Lemma: Kruskaluv algoritmus se zastavi a vyda minimalni kostru.

Diikaz: Konecnost je zfejma z omezeného poctu priichoda hlavnim cyklem. Nyni ukazeme,
ze hranu e = wv algoritmus pridd do T pravé tehdy, kdyz e lezi v minimalni kostfe.

Pokud algoritmus hranu prida, stane se tak v okamziku, kdy se vrcholy u a v nachézeji
v néjakych dvou rozdilnych stromech T, a T, lesa T. Hrana e pritom lezi v elementarnim
fezu oddélujicim strom T, od zbytku grafu. Navic mezi hranami tohoto fezu musi byt
nejlehéi, nebot pripadnou lehéi hranu by algoritmus potkal diive a uz by stromy spojil.
Nyni sta¢i pouzit fezové lemma.

Jestlize naopak algoritmus hranu e neprid4, ¢ini tak proto, ze hrana uzavira cyklus. Ostat-
ni hrany tohoto cyklu algoritmus pridal, takze podle minulého odstavce tyto hrany lezi
v minimalni kostie. Kostra ovsem zadné cykly neobsahuje, takze v ni e urcité nelezi. O

Nyni se zamysleme nad implementaci. T¥idén{ hran potrva O(mlogm) C O(mlogn?) =
O(mlogn). Zbytek algoritmu potiebuje opakované testovat, zda hrana spojuje dva rtzné
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vy

stromy. Jisté bychom mohli pokaZdé prohledat les do sitky, ale to by trvalo O(n) na jeden
test, celkové tedy O(nm).

Opakované prohledavani znamena spoustu zbytecné prace. Les se totiz mezi jednotlivymi
kroky algoritmu méni pouze nepatrné — bud zustava stejny, nebo do néj pribude jedna hra-
na. Neuméli bychom komponenty priubézné prepocitavat? Na to by se hodila néasledujici
datova struktura:

Definice: Struktura Union-Find reprezentuje komponenty souvislosti grafu a umi na nich
provadét nasledujici operace:

e FIND(u,v) zjisti, zda vrcholy u a v lezi v téZe komponenté.
e UNION(u,v) prid4 hranu wv, ¢ili dvé komponenty spoji do jedné.

V kroku E Kruskalova algoritmu tedy provadime operaci FIND a v kroku UNION. Slozi-
tost celého algoritmu proto mizeme vyjadrit nasledovné:

Véta: Kruskaliv algoritmus najde minimalni kostru v ¢ase O(m log n+m-T;(n)+n-T,,(n)),
kde Ty(n) a T,,(n) jsou ¢asové slozitosti operaci FIND a UNION na grafech s n vrcholy.

Union-Find s polem

Hledejme nyni rychlou implementaci struktury Union-Find. Nejprve zkusime, kam nés
zavede trividlni pfistup: potidime si pole K, které kazdému vrcholu pritadi ¢islo kompo-
nenty. Muzeme si ji predstavovat jako barvu vrcholu.

FIND se podiva na barvy vrchola a v konstantnim case je porovna. Veskerou praci oddrie
UNION: pfi slu¢ovani komponent projde vSechny vrcholy jedné komponenty a prebarvi je.

Procedura FIND(u,v)
1. Odpovime ANO pravé tehdy, kdyz K (u) = K(v).

Procedura UNION(u, v)

1. Pro vSechny vrcholy x:
2. Pokud K(z) = K(u):
3. K(z) <+ K(v)

FIND probéhne v ¢ase O(1) a UNION v O(n), takze cely Kruskaltuv algoritmus potrva
O(mlogn +m +n?) = O(mlogn + n?).

Kvadratickd slozitost nas sotva uspokoji. Mtzeme se pokusit precislovavani komponent
zrychlit (viz cvideni E), ale misto toho radéji zménime reprezentaci struktury.
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Union-Find s kefiky
Kazdou komponentu budeme reprezentovat stromem orientovanym smérem do kofrene.
Témto stromum budeme fikat keriky, abychom je odliSili od stromu, s nimiz pracuje
Kruskaliv algoritmus.

Vrcholy kazdého keriku budou odpovidat vrcholim pfislusné komponenty. Hrany nemusi
odpovidat hrandm ptvodniho grafu, jejich podoba zédlezi na historii operaci s nasi datovou
strukturou.

Do paméti mtuzeme keriky ukladat primocare: kazdy vrchol v si bude pamatovat svého
otce P(v), pripadné n&jakou specidlni hodnotu ), pokud je korfenem.

Obrazek 7.7: Komponenta a jeji reprezentace kefikem
Operace FIND vystoupd z kazdého vrcholu do korene kefiku a porovnd koreny:

Procedura KOREN(z

)
1. Dokud P(z) # 0:
2. x + P(x)
3. Vratime koren z.

Procedura FIND(u,v)
1. Vrétime ANO prévé tehdy, kdyZz KOREN(u) = KOREN(v).

Hledani korene, a tim padem i operace FIND trvaji linedrné s hloubkou keriku.

Operace UNION sloud¢i komponenty tak, Ze mezi kofeny kerikii natdhne novou hranu.
Muze si pritom vybrat, ktery kofen pripoji pod ktery — oboji bude spravné. Ukazeme, ze
vhodnou volbou udrzime keriky mélké a FIND rychly.

Udéldame to takto: Do kotene kazdého kerfku uloZime éislo H(v), jez bude fikat, jak je
tento kefik hluboky. Na pocatku maji vSechny ketiky hloubku 0. Pfi slucovani kerikid
pripojime mél¢i kerik pod koren toho hlubsiho a hloubka se nezméni. Jsou-li oba stejné
hluboké, rozhodneme se libovolné a kerik se prohloubi. UNION bude vypadat takto:
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Procedura UNION(u, v):

1. a + KOREN(u), b + KOREN(v)
Je-li a = b, ihned skonc¢ime.
Pokud H(a) < H(b):

P(a) < b
Pokud H(a) > H(b):

P() +a
Jinak:

P(b) «+a

H(a) < H(a)+1

© 0N ook N

Ted ukéZeme, Ze nase sluCovaci pravidlo zarudi, ze kefiky jsou vzdy mélké (a zaslouzi si
svij nézev).

Invariant: Keiik hloubky h obsahuje alespoti 2" vrcholil.

Diikaz: Budeme postupovat indukei podle po¢tu operaci UNION. Na pocdtku algoritmu
maji véechny ketiky hloubku 0 a 2° = 1 vrchol.

Necht nyni provadime UNION(u, v) a hloubky obou ketikt jsou rizné. Pfipojenim méléi-
ho keriku pod kotfen toho hlubsiho se hloubka nezméni a pocet vrcholi neklesne, takze
nerovnost stale plati.

Pokud maji oba keriky tutéz hloubku h, vime z indukéniho predpokladu, ze kazdy z nich
obsahuje minimalné 2" vrcholt. Jejich slou¢enim tudiz vznikne kefik hloubky A+ 1 o ale-
spoi 2 - 2" = 2"*+1 yrcholech. Nerovnost je tedy opét splnéna. O

Dusledek: Hloubky kefikt nepiekroci log n.
Diikaz: Strom vétsi hloubky by podle invariantu obsahoval vice nez n vrcholt. O
Véta: Casova slozitost operaci UNION a FIND v keifkové reprezentaci je O(logn).

Diikaz: Hledani kotfene kefiku zabere Cas linedrni s jeho hloubkou, tedy O(logn). Obé
operace datové struktury provedou dvé hleddni kofene a O(1) dalsich operaci. (]

Disledek: Kruskaliv algoritmus s ketikovou strukturou pro Union-Find najde minimalni
kostru v ¢ase O(mlogn).

Cviceni
1.  Dokazte spravnost Kruskalova algoritmu pfimo, bez pouziti fezového lemmatu.

2. Fungoval by Kruskaluv algoritmus pro neunikatni vahy hran?
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3. Datova struktura pro Union-Find s polem by se dala zrychlit tim, ze bychom pokaz-
dé precislovavali tu mensi z komponent. Dokazte, ze pak je béhem zivota struktury
kazdy vrchol predislovan nejvyse (logn)-krat. Co z toho plyne pro slozitost operaci?
Nezapomente, Ze je potfeba efektivné zjistit, kterd z komponent je mensi, a vyjme-
novat jeji vrcholy.

4.  Jaka posloupnost UNIONG odpovida obrazku m

7.5* Komprese cest

Ketikovou datovou strukturu muzeme dale zrychlovat. Kruskaliv algoritmus tim sice
nezrychlime, protoZze nas stejné brzdi tfidéni hran. Ale co kdybychom hrany dostali uz
settidéné, nebo jejich vahy byly celociselné a slo je tridit prihradkové? Tehdy muzeme
operace s kefiky zrychlit jesté jednim trikem: kompresi cest.

Kdykoliv hledame koren néjakého keriku, travime tim cas linearni v délce cesty do korene.
Kdyz uz to délame, zkusme pfi tom strukturu trochu vylepsit. Vsechny vrcholy, pres které
jsme prosli, prevésime rovnou pod koren. Tim si uSetiime praci v budoucnosti.

Procedura KORENSKOMPRESI ()
1. r + KOREN(z)

2. Dokud P(z) #r:

3 t < P(x)

4. P(z)«r

5 Tt

6. Vratime kofen r.

Pozor na to, ze prevésenim vrchol mohla klesnout hloubka ketiku. Ulozené hloubky, které
pouzivime v UNIONech, tim padem prestanou souhlasit se skute¢nosti. Misto abychom
je prepocitavali, nechame je byt a prejmenujeme je. Budeme jim fikat ranky a budeme
s nimi zachdzet Gplné stejné, jako jsme predtim zachézeli s hloubkami.(?

Podobné jako u ptuvodni struktury bude platit nasledujici invariant:
Invariant R: Kefik s korenem ranku r» ma hloubku nejvyse r a obsahuje alespon 2" vrchold.
Diikaz: Indukei podle poctu operaci UNION. Komprese cest neméni ani rank kofene, ani

pocet vrcholu, takze se ji nemusime zabyvat. O

) Anglicky rank by se dal do éestiny pielozit jako hodnost. V linedrni algebie se pojem hodnosti pouziva,
ale pri studiu datovych struktur byva zvykem pouzivat ptivodni anglicky termin.
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Ranky jsou tedy stejné jako hloubky nejvyse logaritmické, takze slozitost operaci v nej-
horsim piipadé zistdva O(logn). UkdZeme, Ze prumérnd slozitost se vyrazné snizila. (To
je typicky priklad takzvané amortizované slozitosti, s niz se blize setkame v kapitole E)

Definice: VéZovou funkci 21 k definujeme nasledovné: 210 = 1, 21(k + 1) = 22T*,

Definice: Iterovany logaritmus log™  je inverzi vézové funkce. Uddva nejmensi k takové,
ze 2Tk > x.

Priklad: Funkce 21 k roste primo zavratné:

211 =2,
212=22=4
213=2=16

214 =26 = 65536
945 — 205536 , 119728
Iterovany logaritmus libovolného ,rozumného“ ¢isla je tedy nejvyse 5.

Véta: Ve struktufe s kompresi cest na n vrcholech trva provedeni n — 1 operaci UNION
a m operaci FIND celkové O((n +m) - log™ n).

Ve zbytku tohoto oddilu vétu dokazeme.

Pro potieby dikazu budeme uvazovat ranky vsech vrcholi, nejen kotfentu — kazdy vrchol
si ponese svuj rank z doby, kdy byl naposledy kofenem. Struktura sama se ovsem podle
ranku vnitinich vrcholi neridi a nemusi si je ani pamatovat. Dokazme dva invarianty
o rankach vrchola.

Invariant C: Na kazdé cesté z vrcholu do kofene prislusného keriku ranky ostie rostou.
Jinymi slovy rank vrcholu, ktery neni kofen, je mensi, nez je rank jeho otce.

Drikaz: Pro jednovrcholové keriky tvrzeni jisté plati. Dale se kefiky méni dvojim zptisobem:

Pridand hrany v operaci UNION: Necht pfipojime vrchol b pod a. Cesty do korene z vrcholt,
které ptuvodné lezely pod a, zustanou zachovany, pouze se vrcholu a mohl zvysit rank.
Cesty z vrcholl pod b se rozsiti o hranu ba, na které rank v kazdém ptipadé roste.

Komprese cest nahrazuje otce vrcholu jeho vzdalengjsim predkem, takze se rank otce miize
jediné zvysit. O

Invariant P: Pocet vrcholi ranku r nepfesdhne n/2".
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Diikaz: Kdybychom nekomprimovali cesty, bylo by to snadné: vrchol ranku = by mél
alespon 2" potomku (dokud je kofenem, plyne to z invariantu R; jakmile pfestane byt,
potomci se uz nikdy nezménf). Navic diky invariantu C nemé zddny vrchol vice predkt
ranku 7, takze v keriku najdeme tolik disjunktnich podkeriktu velikosti alespon 2", kolik
je vrcholt ranku r.

Komprese cest nemtze invariant porusit, jelikoz neméni ani ranky, ani rozhodnuti, jak
probéhne ktery UNION. d

Nyni vrcholy ve struktufe rozdélime do skupin podle rankt: k-t4 skupina bude tvorena
témi vrcholy, jejichz rank je od 21(k — 1)+ 1 do 21 k. Vrcholy jsou tedy rozdéleny do 1+
log™ log n skupin (nezapometite, Ze ranky nepresahujf logn). Odhadnéme nynf{ shora pocet
vrchold v k-té skupiné.

Invariant S: V k-té skupiné lezi nejvyse n/(21k) vrcholu.

Diikaz: Se¢teme odhad n/2" z invariantu P pfes vSechny ranky ve skupiné:

n n n - n 4 B n . n
G- it T T 92 R S 2ty z;? T 27D T T 21k
1=

O

Drikaz vety: Operace UNION a FIND potrebuji nekonstantni ¢as pouze na vystoupani
po cesté ze zadaného vrcholu do kofene keifku. Cas stréveny na této cesté je pifmo
umeérny poctu hran cesty. Celd cesta je pritom rozpojena a vsechny vrcholy lezici na ni
jsou prepojeny primo pod koten keriku.

Hrany cesty, které spojuji vrcholy z riiznych skupin (takovych je O(log” n)), natctujeme
pravé provadéné operaci. Celkem jimi tedy stravime ¢as O((n + m) - log™ n). Zbylé hrany
budeme pocitat pres celou dobu béhu algoritmu a uc¢tovat je vrcholam.

Uvazme vrchol v v k-té skupiné, jehoz rodi¢ lezi také v k-té skupiné. Jelikoz hrany na
cestach do korene ostre rostou, kazdym prepojenim vrcholu v rank jeho rodice vzroste.
Proto po nejvyse 21k prepojenich se bude rodi¢ vrcholu v nachazet v nékteré z vyssich
skupin. Jelikoz rank vrcholu v se uz nikdy nezméni, bude hrana z v do jeho otce jiz
navzdy hranou mezi skupinami. Kazdému vrcholu v k-té skupiné tedy natuctujeme nejvyse
21k prepojeni a jelikoz, jak uz vime, jeho skupina obsahuje nejvyse n/(271k) vrcholi,
naictujeme celé skupiné ¢as O(n) a viem skupindm dohromady O(nlog* n). O

Dodejme, ze komprese cest se ve skutecnosti chova jesté 1épe, nez jsme dokazali. Sprav-
nou funkci, kterd popisuje rychlost operaci, neni iterovany logaritmus, ale jesté mnohem
pomaleji rostouci inverzni Ackermannova funkce. Rozdil se nicméné projevi az pro ne-
realisticky velké vstupy a dikaz prislusné véty je zcela mimo moznosti naseho tivodniho
textu.
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Dalsi cvi¢eni

Vymyslete algoritmus na hledani kostry grafu, v némz jsou vahy hran prirozena ¢isla
od 1 do 5.

Rozmyslete si, jak v pripadé, kdy vahy nejsou unikatni, najit vsechny minimalni
kostry. Jelikoz koster mize byt mnoho (pro tplny graf s jednotkovymi vahami jich
je n"72), snazte se o co nejlepsi slozitost v zavislosti na velikosti grafu a pocétu
miniméalnich koster.

Jak hledat minimalni kostru za predpokladu, ze se urcéené vrcholy musi stat jejimi
listy? Jako dalsi listy mtzete vyuzivat i neoznacené vrcholy.

Rekonstrukce metriky: Méjme strom na mnoziné {1, ...,n} s ohodnocenymi hranami.
Metrika stromu je matice, kterd na pozici i, 7 udava vzdalenost mezi vrcholy i a j.
Vymyslete algoritmus, jenz sestroji strom se zadanou metrikou, pripadné odpovi, ze
takovy strom neexistuje.

Zname-li minimalni kostru, jak najit druhou nejmensi?
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8 Vyhledavaci stromy

A% kapitoleﬂ jsme se vydali po stopé datovych struktur pro efektivni reprezentaci mnozin
a slovniki. To nas nyni dovede k raznym variantam vyhledavacich stromil. Zacneme témi
bindrnimi, ale pozdé&ji zjistime, Ze se muze hodit uvazovat o stromech obecnéji.

8.1 Binarni vyhledavaci stromy

Mnozinu muzeme uloZit do usporfddaného pole. V ném uz umime v logaritmickém case
vyhleddvat, ovSsem jakdkoliv zména je pomalé. Pokusime se proto od pole prejit k obecnéjsi
strukture, kterd bude ,pruznéjsi. Inspirujeme se popisem bindrniho vyhledavani pomoci
rozhodovacich stromti. Ty uz se ndm hodily v oddilu E dokazali jsme pomoci nich, ze

binarni vyhledédvani je optimalni.

Ptipomenme si, jak takovy rozhodovaci strom sestrojit. Koren popisuje prvni porovnani:
lezi v ném prostiedni prvek pole a ma dva syny — levého a pravého. Ti odpovidaji dvéma
moznym vysledklim porovnani: pokud je hledand hodnota mensi, jdeme doleva; pokud
vétsi, tak doprava. Néasledujici vrchol nam fekne, jaké dalsi porovnani mame provést,
a tak ddle az do doby, kdy budto nastane rovnost (takze jsme nasli), nebo se pokusime
prejit do neexistujictho vrcholu (takZe hledand hodnota v poli neni).

Pro tspésné vyhledavani pritom nepotiebujeme, abychom pri konstrukei stromu pokazdé
vybirali prostiedni prvek intervalu. Pokud bychom volili jinak, dostaneme odlisny strom.
Pomoci néj také ptijde hledat, jen mozna pomaleji — to je vidét na nasledujicim obrazku.

Obrazek 8.1: Dva binarni vyhledavaci stromy a jejich znaceni

Co vsechno musi strom splnovat, aby se podle néj dalo hledat, pretavime do nasledujicich
definic. Nejprve pripomeneme definici binarniho stromu z oddilu @

Definice: Strom nazveme bindrni, pokud je zakofenény a kazdy vrchol mé nejvyse dva
syny, u nichz rozliSujeme, ktery je levy a ktery pravy.
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Znaceni: Pro vrchol v binarniho stromu 7" znacéime:

e T'(v) — podstrom obsahujici vrchol v a vSechny jeho potomky

e ((v) a r(v) — levy a pravy syn vrcholu v

e L(v) a R(v) — levy a pravy podstrom vrcholu v, tedy T (¢(v)) a T'(r(v))
® h(v) — hloubka stromu T'(v), ¢ili maximum z délek cest z v do lista

Pokud vrchol nemé levého syna, polozime £(v) = r(v) = (). Pak se hod{ dodefinovat, ze
T(0) je prazdny strom a h(f) = —1.

Definice: Bindrni vyhleddvaci strom (BVS) je bindrni strom, jehoZ kazdému vrcholu v
pritadime unikatni kli¢ k(v) z univerza. P¥itom musi pro kazdy vrchol v platit:

e Kdykoliv a € L(v), pak k(a) < k(v).
e Kdykoliv b € R(v), pak k(b) > k(v).

Jinak feceno, vrchol v oddéluje klice v levém a pravém podstromu.

Zakladni operace

Pomoci vyhleddvacich stromi mutzeme prirozené reprezentovat mnoziny: klice ulozené ve
vrcholech budou odpovidat prvkiim mnoziny. A kdybychom misto mnoziny chtéli slovnik,
ptidame do vrcholu hodnotu pritazenou danému klici.

Nyni ukazeme, jak provadét jednotlivé mnozinové operace. Jelikoz stromy jsou definované
rekurzivné, je prirozené zachazet s nimi rekurzivnimi funkcemi. Dobte je to vidét na
nasledujici funkci, kterd vypise vSechny prvky mnoziny.

Procedura BvsSHOW (usporadany vypis BVS)
Vstup: Kofen BVS v

1. Pokud v = (), jedna se o prazdny strom a hned skonc¢ime.
2. Zavolame BvsSHOW({(v)).

3. Vypiseme kli¢ ulozeny ve vrcholu v.

4. Zavoldme BvsSHOW(r(v)).

Pokazdé tedy projdeme levy podstrom, pak koren, a nakonec pravy podstrom. To nam
déva tak zvané symetrické poradi vrcholu (nékdy také in-order). Jejich klice pFitom vy-
pisujeme od nejmenstho k nejvétsimu.

Hleddani vrcholu s danym klicem x prochazi stromem od kotene a kazdy vrchol v porovna
s z. Pokud je x < k(v), pak se podle definice nemtize x nachdzet v pravém podstromu,
takze zamiiime doleva. Je-li naopak = > k(v), nic nepokazime krokem doprava. Casem
tedy x najdeme, anebo vylouéime vsechny moznosti, kde by se mohlo nachazet.
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Algoritmus formulujeme jako rekurzivni funkci, kterou vzdy voldme na kofen néjakého
podstromu a vrati nam nalezeny vrchol.

Procedura BvsFIND (hleddni v BVS)
Vstup: Koten BVS v, hledany kli¢ =
1. Pokud v = (, vratime 0.
2. Pokud z = k(v), vratime v.
3. Pokud z < k(v), vratime BVSFIND(£(v), x).
4. Pokud z > k(v), vratime BVSFIND(7(v), x).
Vijstup: Vrchol s klicem x, anebo ()

Minimum z prvkll mnoziny spoc¢teme snadno: pijdeme stale doleva, dokud je kam. Klice
mensi nez ten aktualni se totiz mohou nachézet pouze v levém podstromu.

Procedura BvsMIN (minimum v BVS)
Vstup: Koten BVS v
1. Pokud 4(v) = 0, vratime vrchol v.
2. Jinak vratime BvSMIN(£(v)).
Vistup: Vrchol obsahujici nejmensi kli¢

VEkldddni nového prvku funguje velmi podobné jako vyhleddvani, pouze v okamziku, kdy
by vyhledévaci algoritmus mél prejit do neexistujicitho vrcholu, pfipojime tam novy list.
Rozmyslime si, ze to je jediné misto, kde podle definice novy prvek smi lezet. Operaci opét
popiSeme rekurzivné. Funkce dostane na vstupu kofen (pod)stromu a vrat{ novy koten.

Procedura BVsSINSERT (vklddani do BVS)
Vstup: Koten BVS v, vklddany kli¢ =
1. Pokud v = (3, vytvoiime novy vrchol v s klicem z a skoncéime.
2. Pokud z < k(v), polozime ¢(v) <— BVSINSERT(¢(v), ).
3. Pokud z > k(v), polozime r(v) <— BVSINSERT(r(v), z).
4. Pokud z = k(v), kli¢ = se ve stromu jiz nachdzi a neni tfeba nic ménit.
Vijstup: Novy koten v
Pfi mazdni muZe nastat nékolik raznych pripada (viz obrizek E) Necht v je vrchol,
ktery chceme smazat. Je-li v list, mizeme tento list prosté odstranit, ¢imz provedeme

operaci opacnou k BVSINSERTu. Ma-li v pravé jednoho syna, postaci v ,vystrihnout*,
tedy nahradit synem.

Osemetny je piipad se dvéma syny. Tehdy nemiizeme v jen tak smazat, nebot by syny
nebylo kam pfipojit. Proto nalezneme néslednika s vrcholu v, coz je nejlevéjsi vrchol
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v pravém podstromu. Ten ma nejvySe jednoho syna, takze smazeme s misto v a jeho
hodnotu pfesuneme do v.

Obrazek 8.2: RUzné situace pfi mazani.
Nejprve mazeme vrcholy 2 a 4, poté 3.

Procedura BVSDELETE (mazan{ z BVS)
Vstup: Koten BVS v, mazany kli¢ x

1. Pokud v = (3, vratime 0. < kli¢ x ve stromu nebyl
2. Pokud z < k(v), polozime £(v) <— BVSDELETE({(v), x).

(

3. Pokud z > k(v), polozime r(v) < BVSDELETE(r(v), x).
4. Pokud = = k(v): a4 chystdme se smazat vrchol v
5. Pokud ¢(v) = (v) = (), vratime 0. < byl to list
6. Pokud £(v) = 0, vratime r(v). < existoval jen pravy syn
7. Pokud r(v) = 0, vratime £(v). < existoval jen levy syn
8. s <= BVSMIN(r(v)) < mdme oba syny: nahradime ndslednika s
9. k(v) < E(s)

10. r(v) « BVSDELETE(r(v), s)

11. Vratime v.

Vijstup: Novy koten v

Vyvazenost stromu

Zamysleme se nad slozitosti stromovych operaci pro strom na n vrcholech.

BvsSHOW projde vSechny vrcholy a v kazdém stréavi konstantni cas, takze bézi v case
@( ). Ostatni operace projdou po néjaké cesté od kofene smérem k listim, a to budto

vvvvvv

dvakrat. Jejich ¢asova SlOthost v nejhorsim pripadé proto bude ©(hloubka stromu).

Hloubka ovsem zavisi na tom, jak moc je strom ,kosaty*. V piiznivém piipadé vyjde sym-
patickych O(logn), jenZze dalsimi operacemi muZe strom degenerovat. Zacneme-li t¥eba
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s prazdnym stromem a postupné vlozime klice 1,...,n v tomto poradi, vznikne ,lidna‘“

hloubky O(n).

Budeme se proto snazit stromy vyvaZovat, aby jejich hloubka ptilis nerostla. Zkusme se
opét drzet paralely s bindrnim vyhleddvanim.

Definice: Binarni vyhledavaci strom nazveme dokonale vyvdZeny, pokud pro kazdy jeho
vrchol v plati

|IL(v)| = [P()|| <1.

Jinymi slovy pocet vrcholt levého a pravého podstromu se smi lisit nejvyse o 1.

Pozorovani: Dokonale vyvdzeny strom mé hloubku |log, n|, jelikoz na kterékoliv cesté
z kotene do listu klesa velikost podstromiu s kazdym krokem alespon dvakrét.

Dokonale vyvazeny strom tedy zarucuje rychlé vyhledavani. Navic pokud vsechny prvky
mnoziny zndme predem, muzeme si takovy strom snadno poridit: z usporadané posloup-
nosti ho vytvotfime v linedrnim case (cviéeniﬂ). Tim bohuzel dobré zpravy konéi: ukazeme,
ze po vlozeni nebo smazani vrcholu nelze dokonalou vyvazenost obnovit rychle.

Véta: Pro kazdou implementaci operaci INSERT a DELETE udrzujicich strom dokonale
vyvazeny plati, Ze INSERT nebo DELETE trvd Q(n) pro nekoneéné mnoho riznych n.

Drikaz: Nejprve si predstavime, jak bude vypadat dokonale vyvazeny BVS s klici 1, ..., n,
kde n = 2¥ — 1. Sledujme obrazek E Tvar stromu je urcen jednoznac¢né: Korenem musi
byt prostiedni z kli¢u (jinak by se levy a pravy podstrom kofene lisily o vice nez 1 vrchol).
Levy a pravy podstrom proto maji pravé (n—1)/2 = 2¥=1 —1 vrcholii, takze jejich koteny
jsou opét urceny jednoznacné a tak dale. Navic si vSimneme, Ze vSechna licha ¢isla jsou
umisténa v listech stromu.

Obrazek 8.3: Dokonale vyvazeny BVS
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Nyni na tomto stromu provedeme nasledujici posloupnost operaci:
INSERT(n + 1), DELETE(1), INSERT(n + 2), DELETE(2), ...

Po provedeni i-té dvojice operaci bude strom obsahovat hodnoty ¢ + 1,...,i + n. Podle
toho, zda je ¢ sudé nebo liché, se budou v listech nachézet bud vsechna sudé, nebo vSechna
liché ¢isla. Pokazdé se proto vSem vrcholiim zméndi, zda jsou listy, na coz je potieba upravit
Q(n) ukazatelu. Tedy aspon jedna z operaci INSERT a DELETE trvd Q(n). O

Cviceni

1. Rekurze je pro operace s BVS pfirozend, ale v nékterych programovacich jazycich
je pomalejsi nez obycejny cyklus. Navrhnéte, jak operace s BVS naprogramovat
nerekurzivné.

2. Misto vrcholu se dvéma syny jsme mazali jeho naslednika. Samoziejmé bychom si
misto toho mohli vybrat predchtidce. Jak by se algoritmus zménil?

3. Navrhnéte algoritmus, ktery ze setiidéného pole vyrobi v linedarnim case dokonale
vyvazeny BVS.

4.  Navrhnéte algoritmus, ktery v linedrnim case zadany BVS dokonale vyvazi.

55X Vyteste predchozi cvideni tak, aby vam kromé zadaného stromu stacilo konstantni

mnozstvi paméti. Pokud nevite, jak na to, zkuste to nejprve s logaritmickou paméti.

6* Ukazali jsme, Ze dokonale vyvazeny strom o 2F — 1 vrcholech je 4plng — vSech k
hladin obsahuje nejvyssi mozny pocet vrcholi. Dokazte, ze ostatni dokonale vyvazené
stromy maji podobnou strukturu, jen na posledni hladiné mohou nékteré vrcholy
chybét.

7. Zatim jsme predpokladali, ze kli¢e je mozné porovnavat v konstantnim case. Jak to
dopadne, pokud kli¢e budou tieba fetézce o £ znacich? Stanovte slozitost vyhledavani
a srovnejte ji s hledanim v pismenkovém stromu z oddilu E

8. Navrhnéte algoritmus, ktery dostane dva BVS 17, T5 a sloudi jejich obsah do jediného
BVS. Algoritmus by mél pracovat v case O(|T1| + |Ts]).

9. Navrhnéte operaci BvSSPLIT, kterd dostane BVS T a hodnotu s, a rozdéli strom na
dva BVS T a T takové, ze hodnoty v T} jsou mensi nez s a hodnoty v T, jsou vétsi
nez s.

10. Nase tvrzeni o nadrocnosti operaci INSERT a DELETE v dokonale vyvazeném stromu
1ze jesté zesilit. Dokazte, Ze linearni musi byt slozitost obou operaci.
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11. Ukazte, jak zjistit ndslednika daného vrcholu, tedy vrchol s nejblizsi vétsi hodnotou.

12. Dokazte, ze projdeme-li cely strom opakovanym hleddnim naslednika, stravime tim

cas O(n).

13* Usporné stromy: Obvykls reprezentace BVS v paméti potiebuje v kazdém vrcholu
3 ukazatele: na levého syna, na pravého syna a na otce. Ukazte, jak si vystacit se dveé-
ma ukazateli. Pivodni 3 ukazatele by z téch vasich mélo jit spocitat v konstantnim
case.

8.2 Hloubkové vyvazeni: AVL stromy

Zjistili jsme, ze dokonale vyvazené stromy nelze efektivné udrzovat. Divodem je, Ze jejich
definice velmi striktné omezuje tvar stromu, takze i vlozeni jediného klice muze vynutit
prebudovani celého stromu. Zavedeme proto o trochu slabsi podminku.

Definice: Binarni vyhledavaci strom nazveme hloubkové vyvdzZeny, pokud pro kazdy jeho
vrchol v plati

[A(E(0) = h(r(v))] < 1.

Jinymi slovy, hloubka levého a pravého podstromu se vzdy lisi nejvyse o jedna.

Stromtm s hloubkovym vyvazenim se fika AVL stromy, nebot je vymysleli v roce 1962
rusti matematici Georgij Maximovi¢ Adélson-Velskij a Jevgenij Michailovi¢ Landis. Nyni
dokéazeme, ze AVL stromy maji logaritmickou hloubku.

Tvrzeni: AVL strom na n vrcholech ma hloubku ©(logn).

Diikaz: Nejprve pro kazdé h > 0 stanovime Ay, coz bude minimélni mozny pocet vrcholi
v AVL stromu hloubky h, a dokdZeme, Ze tento pocet roste s hloubkou exponencidlné.

Pro mala h staci rozebrat mozné pripady podle obr:izkuﬂ

Pro vétsi h uvazujme, jak muze minimalni AVL strom o h hladindch vypadat. Jeho koten
musi mit dva podstromy, jeden z nich hloubky h — 1 a druhy hloubky A — 2 (kdyby mél
také h — 1, mél by zbyteéné mnoho vrcholi). Oba tyto podstromy musi byt minimaln{
AVL stromy dané hloubky. Musi tedy platit A, = Ap_1 + Ap_o + 1.

Tato rekurence pripomind Fibonacciho posloupnost z oddilu m Vskutku: plati A; =
Fyi3 — 1, kde Fj, je k-té Fibonacciho ¢islo. Z toho bychom mohli ziskat explicitni vzorec
pro Ay, ale pro dikaz naseho tvrzeni postaci jednodussi asymptoticky odhad.

183



— 8.2 Vyhledavaci stromy — Hloubkové vyvéazeni: AVL stromy

Ag=1 A =2 As =4 A3 =17 Ap=Ap 1 +A, 2 +1

Obrazek 8.4: Minimalni AVL stromy
pro hloubky 0 az 3 a obecny pfipad

Dokézeme indukei, ze A, > 2//2. Jisté je Ag =1 >20/2 =1 a A; =2 > 21/2 = 1.414.
Indukéni krok pak vypada néasledovné:

h 1
2

(272427 >2

SR
vl

Ap =14 Ay 1+ Ay o>2" +2"5 =9 1.2>2

Tim jsme dokézali, ze A, > " pro konstantu ¢ = /2. Proto AVL strom o n vrcholech
mize mit nejvyse log,n hladin — kdyby jich mél vice, obsahoval by vice nez c'°8:" = n
vrchola.

Zbyva dokazat, ze logaritmicka hloubka je také nutnéd. K tomu dojdeme podobné: nahléd-
neme, ze nejvétsi mozny AVL strom hloubky & je tplny binarni strom s 2" — 1 vrcholy.
Tudiz minimédlni mozné hloubka AVL stromu je Q(logn). O

Vyvazovani rotacemi

Jak budou vypadat operace na AVL stromech? FIND bude totozny. Operace INSERT
a DELETE zacCnou stejné jako u obecného BVS, ale poté jesté ovéri, zda strom zlstal
hloubkové vyvazeny, a pfipadné zasdhnou, aby se vyvazenost obnovila.

Abychom poznali, kdy je zdsah potieba, budeme v kazdém vrcholu v udrzovat ¢islo (v) =
h(r(v)) —h(£(v)). To je takzvané znaménko vrcholu, které v korektnim AVL stromu muze
nabyvat jen téchto hodnot:

¢ 0(v) =1 (pravy podstrom je hlubsi) — takovy vrchol znac¢ime +,
e §(v) = —1 (levy podstrom hlubsi) — zna¢ime —,
¢ §(v) = 0 (oba podstromy stejné hluboké) — znacime 0.

Jakmile narazime na jiné §(v), strom opravime provedenim jedné nebo vice rotaci.

184



— 8.2 Vyhledavaci stromy — Hloubkové vyvéazeni: AVL stromy

Rotace je operace, kterd ,,oto¢i“ hranu mezi dvéma vrcholy a prepoji jejich podstromy tak,
aby byli i nadale synové vzhledem k otctim spravné usporadani. To lze provést jedinym
zpusobem, ktery najdete na obrazku E

Casto také potkdme dvojitou rotaci z obrizku E Tu lze slozit ze dvou jednoduchych
rotaci, ale byva prehlednéjsi uvazovat o ni vcelku jako o ,,piekorenéni® celé konfigurace
za vrchol y.

() - ()
AAND AL

Obrazek 8.5: Jednoducha rotace

Obrazek 8.6: Dvojita rotace

Vkladani do stromu

Novy prvek vlozime jako list se znaménkem 0. Tim se z prazdného podstromu hloubky —1
stal jednovrcholovy podstrom hloubky 0, takze mtze byt potieba piepocitat znaménka
na cesté ke kofeni.

Proto se budeme vracet do kofene a propagovat do vyssich pater informaci o tom, ze se
podstrom prohloubil. (To mizeme elegantné provést béhem névratu z rekurze v procedufe
BVSINSERT.)

Ukazeme, jak bude vypadat jeden krok. Necht do néjakého vrcholu z pfisla z jeho syna
informace o prohloubeni podstromu. Bez Gjmy na obecnosti se jednalo o levého syna;
v opa¢ném pripadé provedeme vSe zrcadlové a prohodime roli znamének + a —. Rozlisime
nékolik pripadu.
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Pripad 1: Vrchol £ mél znaménko +.

® Hloubka levého podstromu se pravé vyrovnala s hloubkou pravého, ¢ili znaménko x
se zméni na 0.

e Hloubka podstromu T'(x) se nezménila, takZe propagovani informace ukonc¢ime.
Pripad 2: Vrchol x mél znaménko 0.

e 7Znaménko = se zméni na —.
e Hloubka podstromu T'(x) vzrostla, takZe v propagovani musime pokracovat.

Pripad 3: Vrchol  mél znaménko —, tedy ted ziskd 6(v) = —2. To definice AVL stro-
mu nedovoluje, takze musime strom vyvazit. Ozna¢me y vrchol, z néjz prisla informace
o prohloubeni, ¢ili levého syna vrcholu z. Rozebereme pripady podle jeho znaménka.

Pripad 3a: Vrchol y ma znaménko —. Situaci sledujme na obrézku.

e Oznac¢ime-li h hloubku podstromu C, podstrom T'(y) mé hloubku h + 2, takZe pod-
strom A mé hloubku h 4+ 1 a podstrom B hloubku h.

® Provedeme rotaci hrany zy.

e Tim ziskd vrchol 2 znaménko 0, podstrom T'(z) hloubku h + 1, vrchol y znaménko 0
a podstrom T'(y) hloubku h + 2.

e Jelikoz pred zapocetim operace INSERT mél podstrom T'(x) hloubku h+ 2, z pohledu
vyssich pater se nic nezménilo. Propagovani tedy zastavime.

- >
0
h+2

Pripad 3b: Vrchol y ma znaménko +. Sledujme opét obréazek.

e Oznac¢ime z pravého syna vrcholu y (uvédomte si, Ze musi existovat).

® Oznacime jednotlivé podstromy tak jako na obrizku a spocitdme jejich hloubky.
Referencéni hloubku h zvolime podle podstromu D. Hloubky A~ znamenaji ,bud h
nebo h — 1<

® Provedeme dvojitou rotaci, kterd celou konfiguraci prekoteni za vrchol z.

® Piepocitdme hloubky a znaménka. Vrchol x bude mit znaménko bud — nebo 0,
vrchol y bud 0 nebo +, kazdopddné oba podstromy T'(z) a T'(y) ziskaji hloubku
h + 1. Proto vrchol z zisk4 znaménko 0.
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® Pred zapoctenim INSERTu c¢inila hloubka celé konfigurace h + 2, nyni je také h + 2,
takze propagovani zastavime.

Pripad 3c: Vrchol y ma znaménko 0.

Tento pripad je ze vSech nejjednodussi — nemuize totiz nikdy nastat. Z vrcholu se znamén-
kem 0 se informace o prohloubeni v zddném z predchozich pripadt nesiti.

Mazani ze stromu

Budeme postupovat obdobné jako u INSERTu: vrchol smazeme podle pivodniho algo-
ritmu BVSDELETE a po cesté zpét do kofene propagujeme informaci o snizeni hloubky
podstromu. Pripomenme, ze pokazdé mazeme list nebo vrchol s jedinym synem, takze
staci propagovat od mista smazaného vrcholu nahoru.

Opét popiseme jeden krok propagovani. Necht do vrcholu z prisla informace o snizeni
hloubky podstromu, bez Gjmy na obecnosti z levého syna. Rozlisime nésledujici ptipady.

Pripad 1: Vrchol x méa znaménko —.

e Hloubka levého podstromu se pravé vyrovnala s hloubkou pravého, znaménko x se
méni na 0.

e Hloubka podstromu T'(x) se snizila, takze pokra¢ujeme v propagovani.
Pripad 2: Vrchol x mé znaménko 0.

e Znaménko r se zméni na +.

e Hloubka podstromu T'(x) se nezmeénila, takze propagovani ukoncime.

Pripad 3: Vrchol x mé znaménko +. Tehdy se jeho znaménko zméni na +2 a musime
vyvazovat. Rozebereme tfi piipady podle znaménka pravého syna y vrcholu z. (VSimnéte
si, ze na rozdil od vyvazovani po INSERTu to musi byt opa¢ny syn nez ten, ze kterého
prisla informace o zméné hloubky.)

187



— 8.2 Vyhledavaci stromy — Hloubkové vyvéazeni: AVL stromy

Pripad 3a: Vrchol y ma také znaménko +.

e Oznac¢ime-li h hloubku podstromu A, bude mit T'(y) hloubku h+ 2, takze C' hloubku
h + 1 a B hloubku h.

® Provedeme rotaci hrany xy.

e Tim vrchol x ziskd znaménko 0, podstrom T'(z) hloubku h+1, takze vrchol y dostane
také znaménko 0.

e PYed zapocetim DELETE mél podstrom T'(z) hloubku h+3, nyni ma 7'(y) hloubku A+
2, takze z pohledu vyssich hladin doslo ke snizeni hloubky. Proto zménu propagujeme
dal.

. O

0
h+2 h+1 A
ANAN TS
h h

Pripad 3b: Vrchol y ma znaménko 0.

e Necht h je hloubka podstromu A. Pak T'(y) mé hloubku h+2 a B i C hloubku A+ 1.

® Provedeme rotaci hrany xy.

e Vrchol z ziskdvd znaménko +, podstrom T'(z) hloubku & + 2, takze vrchol y obdrzi
znaménko —.

e Hloubka podstromu T'(x) pied zac¢dtkem DELETE ¢inila h + 3, nyni mé podstrom
T'(y) hloubku také h + 3, procez propagovani ukonéime.

Pripad 3c: Vrchol y mé znaménko —.

® Oznacime z levého syna vrcholu y.
® Oznacime podstromy podle obrazku a spocitdme jejich hloubky. Referen¢ni hloubku h
zvolime opét podle A. Hloubky A~ znamenaji ,bud h nebo h — 1%
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® Provedeme dvojitou rotaci, kterd celou konfiguraci prekoteni za vrchol z.
® Piepocitdme hloubky a znaménka. Vrchol x bude mit znaménko bud 0 nebo —,

y bud 0 nebo +. Podstromy T'(y) a T'(x) budou kazdopadné hluboké h + 1. Proto
vrchol z obdrzi znaménko 0.

e Puvodni hloubka podstromu T'(x) pfed zac¢dtkem DELETE ¢inila h 4 3, nyni hloubka

T(z) ¢ini h + 2, takZe propagujeme dal.

Slozitost operaci

Dokéazali jsme, Ze hloubka AVL stromu je vzdy ©(logn). Pivodni implementace operaci
BvsFIND, BVSINSERT a BVSDELETE tedy pracuji v logaritmickém case. Po BVSINSERT
a BVSDELETE jesté musi nasledovat vyvazeni, které se ovsem vzdy vraci po cesté do
korene a v kazdém vrcholu provede O(1) operaci, takze celkové také trva ©(logn).

Cviceni

1.

Dokazte, ze pro minimélni velikost A AVL stromu hloubky k plati vztah A, =
Fipi3 — 1 (kde F, je n-té Fibonacciho ¢islo). Z toho odvodte pfesny vzorec pro
minimélni a maximalni moznou hloubku AVL stromu na n vrcholech. Muze se hodit
vztah z cviceni [L.4.4

Pti vyvazovani po INSERTu jsme se nemuseli zabyvat pripadem 3c proto, ze z 0
se informace o prohloubeni nikdy nesifi. NemuiZzeme stejnym zpusobem dokazat, ze
pripad 3b také nikdy nenastane? (Pozor, chytdk!)

Upravte AVL stromy tak, aby dokézaly pro libovolné k najit k-ty nejmensi prvek.
Pokud doplnite néjaké dalsi informace do vrchold stromu, nezapomente, Ze je musite
udrzovat i pti vyvazovani.

Méjme AVL strom pouzity jako slovnik: v kazdém vrcholu sidli kli¢ a néjaka celo¢i-
selnd hodnota. Upravte strom, aby umél rychle zjistit nejvétsi hodnotu pritazenou
néjakému kli¢i z intervalu [a, b].
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5% Pokracdujme v predchozim cvideni: Také chceme, aby strom umél ve vsech vrcholech
s kli¢i v zadaném intervalu [a, b] rychle zvysit hodnoty o §. MuZe se hodit princip
liného vyhodnocovani z oddilu

6. AVL stromy si potrebuji pamatovat v kazdém vrcholu znaménko. To mize nabyvat
tfech moznych hodnot, takze na jeho ulozZeni jsou potieba dva bity. Ukazte, jak si
vystacit s jedinym bitem na vrchol.

)

8.3 Vice kli¢u ve vrcholech: (a,b)-stromy

Nyni prozkoumame obecnéjsi variantu vyhledavacich stromu, kterd pripousti proménlivy
pocet kli¢u ve vrcholech. Tim si sice trochu zkomplikujeme tGvahy o strukture stromi, ale
za odmeénu ziskdme primocarejsi vyvazovaci algoritmy bez slozitého rozboru pripadu.

Definice: Obecny vyhleddvaci strom je zakorenény strom s urc¢enym poradim synt kazdého
vrcholu. Vrcholy délime na vnitini a vnéjsi, pricemz plati:

Vnitind (internd) vrcholy obsahuji libovolny nenulovy podet kli¢t. Pokud ve vrcholu lezi
klice 1 < ... < xk, pak ma k + 1 syni, které oznacime sq,...,s,. Klice slouzi jako
oddélovace hodnot v podstromech, ¢ili plati:

T(so) <x1 <T(s1) <2< ...<wp—1 <T(sp-1) <z <T(sk),

kde T'(s;) zna¢i mnozinu viech kli¢ii z daného podstromu. Casto se hodi dodefinovat
ZTo = —00 a Tgy1 = +00, aby nerovnost x; < T'(s;) < ;41 platila i pro krajn{ syny.

Vnéjsi (externi) vrcholy neobsahuji zddna data a nemaji zddné potomky. Jsou to tedy listy
stromu. Na obrazku je zna¢ime jako malé ¢tverecky, v programu je muzeme reprezentovat
nulovymi ukazateli (NULL v jazyku C, nil v Pascalu).

Podobné jako BVS, i obecné vyhledavaci stromy mohou degenerovat. Pridame proto dalsi
podminky pro zajisténi vyvazenosti.

Definice: (a,b)-strom pro parametry a > 2, b > 2a — 1 je obecny vyhleddvaci strom, pro
ktery navic plati:
1. Koren m4 2 az b synu, ostatni vnitini vrcholy a az b synu.

2. Vsechny vnéjsi vrcholy jsou ve stejné hloubce.

Pozadavky na a a b mohou vypadat tajemné, ale jsou snadno splnitelné a pozdéji vyplyne,
proc jsme je potfebovali. Chcete-li konkrétni priklad, predstavujte si ten nejmensi mozny:
(2,3)-strom. Vse ovSem budeme odvozovat obecné. Pfitom budeme pfedpoklidat, Ze a
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Obrazek 8.7: Dva (2, 3)-stromy pro tutéz mnozinu KkIicG

a b jsou konstanty, které se mohou ,schovat do O“ Pozdéji prozkoumame, jaky vliv ma
volba téchto parametr na vlastnosti struktury. Nyni zacneme odhadem hloubky.

Lemma: (a,b)-strom s n kli¢i ma hloubku ©(logn).

Diikaz: Pijdeme na to podobné jako u AVL stromu. Uvazujme, jak vypadd strom hloub-
ky h > 1 s nejmensim moznym poctem kli¢ti. VSechny jeho vrcholy musi mit minimalni
povoleny pocet synu (jinak by strom bylo jeSté mozné zmensit). Vrcholy rozdélime do
hladin podle hloubky: na 0-té hladiné je kofen se dvéma syny a jednim klicem, tplné
dole na h-té hladiné lezi vnéjsi vrcholy bez kli¢u. Na mezilehlych hladindch jsou vSechny
ostatni vnitini vrcholy s a syny a a — 1 klici.

Na i-té hladiné pro 0 < i < h bude tedy lezet 2-a*~! vrcholti a v nich celkem 2-a*~1-(a—1)
kli¢h. Sectenim pres hladiny ziskdme minimalni mozny pocet klica my:

h—1

h—2
mp=1+(a—1)-Y 2-a"'=1+2-(a=1)-) d.
i=1 j=0

Posledni sumu secteme jako geometrickou fadu a dostaneme:

hfl_]_

mp=1+2-(a—1)-2 =1+2- (@' -1)=2s""1-1.

a—1
Vidime tedy, ze minimalni pocet kli¢i roste s hloubkou exponencidlné. Proto maximalni
hloubka musi s po¢tem kli¢i rust nejvyse logaritmicky. (Srovnejte s vypocétem maximdlni
hloubky AVL stromi.)

Podobné spocitame, ze maximélni pocet klici M}, roste také exponencidlné, takze mi-
nimalni mozna hloubka je také logaritmicka. Tentokrat uvazime strom, jehoz vSechny

Vv

vnitin{ vrcholy véetné korene obsahuji nejvyssi povoleny pocet b — 1 kli¢u:
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h*l‘ bh_l
My=(@®-1)-Y b =(b-1)- - =" 1.
=0

Hledani klice

Hledén{ klice v (a, b)-stromu probihd podobné jako v BVS: za¢neme v kofeni a v kazdém
vnitinim vrcholu se porovnavanim s jeho kli¢i rozhodneme, do kterého podstromu se
vydat. Pritom bud narazime na hledany kli¢, nebo dojdeme az do listu a tam skonc¢ime
S neporizenou.

Vkladani do stromu

Pri vkladani nejprve zkusime novy kli¢ vyhledat. Pokud ve stromu jesté neni pritomen,
skonc¢ime v néjakém listu. Nabizi se zménit list na vnitini vrchol pfidanim jednoho klice
a dvou lista jako synu. Tim bychom ovSsem porusili axiom o stejné hloubce listi.

Radéji se proto zaméfime na otce nalezeného listu a vlozime kli¢ do néj. To nas donuti
pridat mu syna, ale jelikoz ostatni synové jsou listy, tento muze byt téz list. Pokud jsme
pridénim klice vrchol nepteplnili (méd nadéle nejvys b — 1 kli¢u), jsme hotovi.

Paklize jsme vrchol preplnili, rozdélime jeho klice mezi dva nové vrcholy, pfiblizné na-
pil. K nadfazenému vrcholu ovSem musime misto jednoho syna pripojit dva nové, takze
v nadfazeném vrcholu musi ptribyt kli¢. Proto pfeplnény vrchol radéji rozdélime na tii
¢asti: prostredni kli¢, ktery budeme vkladat o patro vys, a levou a pravou ¢ast, z nichz se
stanou nové vrcholy.

Obrazek 8.8: Stépeni pfeplnéného
vrcholu pfi vkladani do (2,3)-stromu

Tim jsme vlozeni klice do aktualniho vrcholu prevedli na tutéz operaci o patro vys. Tam
miuize opét dojit k preplnéni a naslednému stépeni vrcholu a tak dédle, mozna az do kotene.
Pokud rozstépime kofen, vytvorime novy kofen s jedingm klicem a dvéma syny (zde se
hodi, Ze jsme kofeni dovolili mit méné nez a syni) a cely strom se o hladinu prohloubi.
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Nase ukézkovd implementace ma podobu rekurzivni funkce ABINSERT2(v, x), kterd do-
stane za kol vlozit do podstromu s kofenem v kl{¢ x. Jako vysledek vrati trojici (p, z’, q),
pokud doglo k $tépeni vrcholu v na vrcholy p a ¢ oddélené klicem ', anebo @), pokud v
zustalo kofenem podstromu. Hlavni procedura ABINSERT navic oSetfuje pripad Stépeni
kofene.

Procedura ABINSERT (vkladéni do (a,b)-stromu)
Vstup: Koten stromu r, vkladany kli¢ x

1. t + ABINSERT2(r,x)

2. Pokud t m4 tvar trojice (p,’,q):

3. r < novy koren s klicem z’ a syny p a q
Vijstup: Novy koten r

Procedura ABINSERT2(v, x)
Vstup: Kofen podstromu v, vkladany kli¢ x

1. Pokud v je list, skon¢ime a vratime trojici (41, z,¢3), kde £1 a f2 jsou nové
vytvorené listy.

2. Oznacime x1, ...,z klice ve vrcholu v a sq, ..., si jeho syny.

3. Pokud z = x; pro né&jaké i, skonéime a vratime (.

4. Najdeme i tak, aby platilo x; < © < ;41 (xg = —00, Tp41 = +00).

5. t < ABINSERT2(s;, )

6. Pokud t = (), skon¢ime a také vrétime ().

7. Oznacime (p,z’, q) slozky trojice t.

8. Mezi klice x; a x;y; vlozime kli¢ z’.

9. Syna s; zrusime a nahradime dvojici synu p a q.
10. Pokud podet synti nepiekrodil b, skonéime a vratime (.
11. m«+ [(b—1)/2] +1 Q0 Stépent, volime prostiedni z b klicd
12. Vytvorime novy vrchol vy s kli¢i €1,...,%m_1 & Syny So, .., Sm_1-
13. Vytvorime novy vrchol vy s kli¢i @41, ...,2p & SYNY Sy - - -, Sp.
14. Vratime trojici (v1, Zm, v2).

Zbyva dokazat, ze vrcholy vzniklé stépenim maji dostatecny pocet synt. Vrchol v jsme
rozstépili v okamziku, kdy dosdhl pravé b + 1 synli, a tedy obsahoval b klict. Jeden
kli¢ posildme o patro vys, takZze novym vrcholtm v; a vo pridélime po fadé [(b—1)/2]
a [(b—1)/2] kli¢a. Kdyby néktery z nich byl ,podméreény*, muselo by platit (b—1)/2 <
a—1,atedy b—1< 2a—2,¢ili b < 2a — 1. Ejhle, podminka na b v definici (a, b)-stromu
byla zvolena presné tak, aby této situaci zabrénila.
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Mazani ze stromu

Chceme-li ze stromu smazat néjaky kli¢, nejprve ho vyhleddme. Pokud se nachézi na
predposledni hladiné (té, pod niz jsou uz pouze listy), mizeme ho smazat pfimo, jen
musime oSetTit ptipadné podteceni vrcholu.

Klice lezici na vyssich hladindch nemizeme mazat jen tak, nebof smazanim kli¢e priché-
zime i o0 misto pro pripojeni podstromu. To je situace podobna mazani vrcholu se dvéma
syny v bindrnim stromu a vyresime ji také podobné. Mazany kli¢ nahradime jeho nasled-
nikem. To je nejnizsi kli¢ z nejlevéjsiho vrcholu v pravém podstromu, ktery tudiz lezi na
predposledni hladiné a mize byt smazan primo.

Zbyva tedy vyresit, co se mé stat v pripadé, ze vrchol v s a syny prijde o kli¢, takze uz
je ,pod miru“. Tehdy budeme postupovat opac¢né nez pri vkladani — pokusime se vrchol
sloucit s nékterym z jeho bratri. To je ovSsem mozné provést pouze tehdy, kdyz bratr také
obsahuje malo klict; pokud jich naopak obsahuje hodné, néjaky kli¢ si od néj muzeme
pujcit.

Nyni popiSeme, jak to presné provést. Bez ijmy na obecnosti predpokladejme, ze vrchol v
maé levého bratra ¢ oddéleného néjakym klicem o v otci. Pokud by existoval pouze pravy
bratr, vybereme toho a nasledujici postup provedeme zrcadlové prevracené.

Pokud ma bratr pouze a synt, slouc¢ime vrcholy v a ¢ do jediného vrcholu a priddme do
néj jesté kli¢ o z otce. Tim vznikne vrchol s (@ — 2) + (a — 1) + 1 = 2a — 2 kli¢i, coZ neni
vétsi nez b — 1. Problém jsme tedy prevedli na mazani klice z otce, coz je tentyz problém
o hladinu vys.

Obréazek 8.9: Slouceni vrcholl pfi mazani z (2,3)-stromu

Maé-li naopak bratr vice nez a synu, odpojime od néj jeho nejpravéjsiho syna c¢ a nejvétsi
kli¢ m. Poté kli¢ m presuneme do otce a kli¢ o odtamtud pfesuneme do v, kde se stane
nejmensim klicem, pred ktery prepojime syna c. Poté maji v i £ povolené pocty syni
a muzeme skoncit. (Vsimnéte si, Ze tato operace je podobnd rotaci hrany v bindrnim
stromu.)
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Obréazek 8.10: Doplnéni vrcholu ve (2, 3)-stromu pUjckou od souseda

Nyni tento postup zapiSeme jako rekurzivni proceduru ABDELETE2. Ta dostane koten
podstromu a kli¢, ktery mé smazat. Jako vysledek vrati podstrom s timtéz korenem, ovsem
moznd podmérecnym. Hlavni procedura ABDELETE navic oSetfuje pripad, kdy z kotene
zmizi vSechny klice, takze je potfeba kofen smazat a tim snizit cely strom o hladinu.

Procedura ABDELETE (mazani z (a, b)-stromu)
Vstup: Kofen stromu r a mazany Kli¢ x

1. Zavoldme ABDELETE2(r, ).

2. Pokud r ma jediného syna s:

3. Zrusime vrchol r.

4. TS
Vijstup: Novy koten r

Procedura ABDELETE2
Vstup: Kofen podstromu v a mazany kli¢ x

1. Oznacime 1, ...,z klice ve vrcholu v a sq, ..., s jeho syny.
2. Pokud = = x; pro néjaké i: < nasli jsme
3. Pokud s; je list: < jsme na predposledni hladine
4. Odstranime z v kli¢ x; a list s;.
5. Skoncime.
6. Jinak: 4 jsme vys, musime nahrazovat
7. m <— minimum podstromu s kofenem s;
8. T; < m
9. Zavoldme ABDELETE2(s;, m).
10. Jinak: < mazeme z podstromu
11. Najdeme i takové, aby z; < z < x;41 (g = —00, Tg41 = +00).
12. Pokud s; je list, skoné¢ime. <4 kli¢ ve stromu neni
13. Zavoldme ABDELETE2(s;, x).
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14. <« Vratili jsme se z s; a kontrolujeme, zda tento syn neni pod miru.
15. Pokud s; ma alespon a synu, skon¢ime.

16. Je-llii > 1: < existuje levy bratr s;_1

17. Pokud ma s;_1 alespon a + 1 synt: < pujcéime si klic

18. Odpojime z s;_1 nejvétsi klié m a nejpravéjsiho syna c.

19. K vrcholu s; pripojime jako prvni kli¢ x; a jako nejlevéjsiho sy-
na c.

20. T m

21. Jinak: < slucujeme syny

22. Vytvorime novy vrchol s, ktery bude obsahovat vsechny klice a sy-
ny z vrcholu s;_1 a s; a mezi nimi Kkli¢ x;.

23. Z vrcholu v odstranime kli¢ x; a syny s;_1 a s;. Tyto syny zrusime

a na jejich misto pfipojime syna s.
24. Jinak provedeme kroky E az E zrcadlové pro pravého bratra s;;; mis-
to Si—1-

Casova slozitost

Pro rozbor casové slozitosti predpokladame, Ze parametry a a b jsou konstanty. Hledani,
vkladdni i mazani proto travi na kazdé hladiné stromu ¢as ©(1) a jelikoz muZzeme pocet
hladin odhadnout jako ©(logn), celkova ¢asovd slozitost vSech t¥{ zdkladnich operaci ¢ini

O(logn).

Vratme se nyni k volbé parametrti a, b. Predevsim je zndmo, ze se nevyplaci volit b
vyrazné vétsi nez je dolni mez 2a — 1 (detaily viz cvicen{ E) Proto se obvykle pouzivaji
(a,2a — 1)-stromy, pripadné (a,2a)-stromy. Volby b = 2a — 1 a b = 2a vedou na stejnou
slozitost operaci v nejhorim ptipadé, ale jak uvidime ve cvicenich P:3.9 a P=3.3 vedou na
dplné jiné dlouhodobé chovani struktury.

Pokud chceme datovou strukturu udrzovat v klasické paméti, vyplaci se volit a co nejnizsi.
Vhodné parametry jsou napiiklad (2, 3) nebo (2,4).

v v

Ukladame-li data na disk, nabizi se vyuzit toho, ze je rozdélen na bloky. Precist cely blok
je pritom zhruba stejné rychlé jako precist jediny byte, zatimco skok na jiny blok trva
dlouho. Proto nastavime a tak, aby jeden vrchol stromu zabiral cely blok. Napiiklad pro
disk s 4 KB bloky, 32-bitové klice a 32-bitové ukazatele zvolime (256, 511)-strom. Strom
pak bude opravdu mélky: ¢tyti hladiny postaci pro ulozeni vice nez 33 milionu kli¢u. Navic
na posledni hladiné jsou pouze listy, takze pti kazdém hledani pfecteme pouhé tii bloky.

V dnesnich pocitacich ¢asto mezi procesorem a hlavni paméti lezi cache (rychld vyrov-
ndvaci pamét), kterd ma také blokovou strukturu s typickou velikost{ bloku 64 B. Casto
se proto i u stromf v hlavni paméti vyplati volit trochu vétsi vrcholy, aby odpovidaly
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blokum cache. Pro 32-bitové klice a 32-bitové ukazatele tedy pouZijeme (4, 7)-strom. Jen
si musime dévat pozor na spravné zarovnani adres vrcholi na nasobky 64 B.

DalSi varianty

Ve svété se Ize setkat i s jingmi definicemi (a, b)-stromil, nez je ta nase. Casto se napiiklad
déla to, ze data jsou ulozena pouze ve vrcholech na druhé nejnizsi hladiné, zatimco ostat-
ni hladiny obsahuji pouze pomocné klice, typicky minima z podstromi. Tim si trochu
zjednodusime operace (viz cvicen{ E), ale zaplatime za to vyssi redundanci dat. Muze to
nicméné byt Sikovné, pokud potfebujeme implementovat slovnik, ktery klicim prifazuje
rozmérnd data.

V teorii databazi a souborovych systému se ¢asto hovoii o B-stromech. Pod timto na-
zvem se skryvaji rizné datové struktury, vétsSinou (a,2a — 1)-stromy nebo (a, 2a)-stromy,
neziidka v dpravé dle predchoziho odstavce.

Cvic¢eni

1.  Dokazte, ze prochazime-li obecny vyhledavaci strom v symetrickém poradi vrchold,
pravidelné se stfidaji vnitini vrcholy s vnéjsimi. To znamend, ze obsahuji-li vnitini
vrcholy klice x1, . .., 2, pak vnéjsi vrcholy odpovidaji intervaltim (—oo, 21), (21, x2),
(.’lﬁg,wg), ey (SL‘n, +OO)

2*  Vyuzijte predchozi cvideni k sestrojeni obecnéjsi varianty intervalovych stromu z od-
dﬂu@ Hranice intervali jsou tentokrat libovolna redlné ¢isla. Na pocatku si strom
pamatuje interval (—oo, +00), ktery pak umi v libovolném bodé podrozdélovat. Mi-
mo to podporuje zmény hodnot, intervalové dotazy a pripadné intervalové zmény,
stejné jako klasicky intervalovy strom.

3. Odhalte, jak zdvisi slozitost operaci s (a,b)-stromy na parametrech a a b. Z toho
odvodte, ze se nikdy nevyplati volit b vyrazné vétsi nez 2a.

4* Naprogramujte (a,b)-stromy a zméfte, jak jsou na vasem podcitaci rychlé pro rizné
volby a a b. Projevuje se vliv cache tak, jak jsme naznacili?

5. Rozmyslete si, jak provadét operace INSERT a DELETE na varianté (a,b)-stromi,
ktera uklada uzitecnd data jen do nejnizsich vnitinich vrcholt. Analyzujte ¢asovou
slozitost a srovnejte s nasi verzi struktury.

6. Ukazte, ze pokud budeme do prazdného stromu postupné vkladat klice 1,. .., n, pro-
vedeme celkem ©(n) operaci. K tomu si potfebujeme pamatovat, ve kterém vrcholu
skoncil predchozi vlozeny kli¢, abychom nemuseli pokazdé hledat znovu od kofene.

7. Navrhnéte operaci JOIN(X,Y'), kterd dostane dva (a,b)-stromy X a Y a sloudi je
do jednoho. Miuze se pritom spolehnout na to, ze vSechny klice z X jsou mensi nez
viechny z Y. Zkuste dosdhnout sloZitosti O(log | X| + log |Y ).
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8% Navrhnéte operaci SPLIT(T, x), kterd zadany (a,b)-strom T rozdéli na dva stromy.
V jednom budou kli¢e mensi nez z, v druhém ty vétsi. Pokuste se o logaritmickou
casovou slozitost.

9.  Nevyhodou (a, b)-stromu je, Ze plytvaji paméti — mize se stét, ze vrcholy jsou zapl-
néné jen z poloviny. Navrhnéte tpravu, kterd zaruci zaplnéni z alespon 2/3.

8.4* Cerveno-éerné stromy

Nyni se od obecnych (a,b)-stromt vratime zpét ke stromtm bindrnim. Ukdzeme, jak
preklddat (2,4)-stromy na bindrni stromy, ¢imz ziskdme dalsi variantu BVS s logarit-
mickou hloubkou a pomérné jednoduchym vyvazovanim. Riké se ji cerveno-cerné stromy
(red-black trees, RB stromy). My si je pfedvedeme v trochu neobvyklé, ale prijemnéjsi
varianté navrzené v roce 2008 Robertem Sedgewickem pod nazvem left-leaning red-black
trees (LLRB stromy).

Preklad bude fungovat tak, ze kazdy vrchol (2,4)-stromu nahradime konfiguraci jednoho
nebo vice bindrnich vrcholi. Aby bylo mozné rekonstruovat puvodni (2, 4)-strom, rozlisime
dvé barvy hran: cervené hrany budou spojovat vrcholy tvorici jednu konfiguraci, cerné
hrany povedou mezi konfiguracemi, ¢ili to budou hrany puvodniho (2,4)-stromu. Barvu
hrany si mizeme pamatovat napiiklad v jejim spodnim vrcholu.

Strom prelozime podle ndsledujictho obrdzku. Vrcholim (2,4)-stromu budeme v zdvis-
losti na poctu synu tikat 2-vrcholy, 3-vrcholy a 4-vrcholy. 2-vrchol zistane sam sebou.
3-vrchol nahradime dvéma bindrnimi vrcholy, pficemz ¢ervena hrana musi vzdy vést do-
leva (to je ono LL v ndzvu LLRB stromu, obecné RB stromy nic takového nepozaduji,
coz situaci pozdéji dost zkomplikuje). 4-vrchol nahradime tfesnickou” ze t¥{ bindrnich

vrcholt.

Pokud podle téchto pravidel transformujeme definici (2, 4)-stromu, vznikne nésledujici
definice LLRB stromu.

Definice: LLRB strom je binarni vyhledavaci strom s vnéjsimi vrcholy, jehoz hrany jsou
obarveny cervené a ¢erné. Pritom plati nasledujici axiomy:

1. Neexistuji dvé cervené hrany bezprosttedné nad sebou.
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2. Jestlize z vrcholu vede doli jediné cervena hrana, pak vede doleva.

3. Hrany do list1 jsou vzdy obarveny ¢erné. (To se hodi, jelikoz listy jsou pouze virtualni,
takze do nich neumime barvu hrany ulozit.)

4. Na vsech cestach z korene do listu lezi stejny pocet ¢ernych hran.

Prvnim dvéma axiomtm budeme fikat cervené, zbylym dvéma cerné.

146
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Obrazek 8.11: Preklad (2, 4)-stromu na LLRB strom

Pozorovani: Z axiomu plyne, ze kazda konfigurace pospojovana cervenymi hranami vy-
pada jednim z uvedenych zpusobt. Proto je kazdy LLRB strom prekladem néjakého
(2, 4)-stromu.

Disledek: Hloubka LLRB stromu s n kli¢i je ©(logn).

Diikaz: Hloubka (2, 4)-stromu s n kli¢i ¢ini ©(log n), preklad na LLRB strom poéet hladin
nesnizi a nejvyse zdvojnasobi. O

Vyvazovaci operace

Operace s LLRB stromy se skladaji ze dvou zékladnich uprav. Tou prvni je opét rotace,
ale pouzivame ji pouze pro ¢ervené hrany:

Rotace cervené hrany zachovava nejen spravné usporadani klicd ve vrcholech, ale i ¢erné
axiomy. Platnost ¢ervenych axiomu zalezi na barvach okolnich hran, takze rotaci budeme
muset pouzivat opatrné. (Rotovani ¢ernych hran se vyhybame, protoZze by navic hrozilo
porusen{ axiomu 4.)
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Déle budeme pouzivat jesté prebarveni 4-vrcholu. Dvojici ¢ervenych hran tvoricich 4-vrchol
prebarvime na ¢ernou, a naopak ¢ernou hranu vedouci do 4-vrcholu shora prebarvime na
cervenou:

Tato tprava odpovida rozstépeni 4-vrcholu na dva 2-vrcholy, pficemz prostiedni kli¢ y
presouvame do nadrazeného k-vrcholu. Cerné axiomy zustanou zachovany, ale mize dojit
k poruseni ¢ervenych axiomil o patro vyse.

Dodejme jesté, ze prebarveni jde pouzit i v kofeni. Mtuzeme si predstavovat, ze do korene
vede shora néjaka virtualni hrana, jiz mizeme bez poruseni axiomu libovolné prebarvovat.

Vkladani $stépenim shora dolt

Nyni popiseme, jak se do LLRB stromu vklada. Ptijdeme na to asi takto: misto pro novy
vrchol budeme hledat obvyklym zptsobem, ale kdykoliv cestou potkdme 4-vrchol, rovnou
ho rozstépime prebarvenim. Az dorazime do listu, pfipojime misto néj novy vnitini vrchol
a hranu, po které jsme prisli, obarvime cervené. Tim se novy kli¢ ptfipoji k nadfazenému
2-vrcholu nebo 3-vrcholu. To zachovava Cerné axiomy, ale pribézné jsme porusovali ty
cervené, takze se budeme vracet zpét do kofene a rotacemi je opravovat.

Nyni podrobnéji. Béhem hledani sestupujeme z kofene doli a udrzujeme invariant, ze
aktudlni vrchol neni 4-vrchol. Jakmile na néjaky 4-vrchol narazime, prebarvime ho. Tim
se rozstépi na dva 2-vrcholy a prostiedni kli¢ se stane soucéasti nadrazeného k-vrcholu.
Vime ovSem, ze to nebyl 4-vrchol, takze se z néj nyni stane 3-vrchol nebo 4-vrchol. Jen
mozna bude nekorektné zakédovany: 3-vrchol ve tvaru pravé odbocky nebo 4-vrchol se
dvéma cervenymi hranami nad sebou:

Nakonec nés hledani nového klice dovede do listu, coz je misto, kam bychom kli¢ chtéli
vlozit. Nad ndmi lezi 2-vrchol nebo 3-vrchol. List zménime na vnitini vrchol s novym kli-
¢em, pod néj poveésime dva nové listy pripojené cernymi hranami, hranu z otce prebarvime
na éervenou:
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Co se stane? Novy kli¢ lezi na jediném misté, kde lezet muze. Cerné axiomy jsme neporu-
sili, ¢ervené jsme opét mohli porusit vytvorenim nekorektniho 3-vrcholu nebo 4-vrcholu
o patro vyse.

Nyni se zacneme vracet zpét do korene a pritom opravovat vSechna poruseni ¢ervenych
axiomu tak, aby ¢erné axiomy zustaly zachovany.

Kdykoliv pod aktualnim vrcholem lezi leva ¢erna hrana a prava Cervend, tak ¢ervenou hra-
nu zrotujeme. Tim z nekorektniho 3-vrcholu udélame korektni a z nekorektniho 4-vrcholu
udélame takovy nekorektni, jehoz obé hrany jsou levé.

Poté otestujeme, zda pod aktudlnim vrcholem lezi levd cervend hrana do syna, ktery
mé také levou cervenou hranu. Pokud ano, objevili jsme zbyvajici pripad nekorektniho
4-vrcholu, ktery rotaci jeho horni ¢ervené hrany prevedeme na korektni.

A7z dojdeme do kofene, struktura opét spliiuje vSechny axiomy LLRB stromui.

Nésleduje implementace v pseudokédu. Externi vrcholy ukldddme jako konstantu ), barvu
hran si pamatujeme v jejich spodnim vrcholu.

Procedura LLRBINSERT(v, ) (vklddani do LLRB stromu)
Vstup: Kofen stromu v, vkladany kli¢ =
1. Pokud v = (), skonéime a vratime nové vytvoreny cerveny vrchol v s kli-
cem z.
Pokud z = k(v), skonéime (kli¢ x se ve stromu jiz nachézi).
Jsou-li £(v) i r(v) Cervené, prebarvime £(v), r(v) i v.
Pokud z < k(v), poloZime ¢(v) < LLRBINSERT({(v), x).
Pokud x > k(v), polozime r(v) - LLRBINSERT(7(v), x).
Je-li £(v) Cerny a r(v) Cerveny, rotujeme hranu (v,r(v)) a do v ulozime
puvodni r(v).
7. Je-li £(v) Cerveny a ((¢(v)) také Cerveny, rotujeme hranu (v, £¢(v)) a do v
ulozime puvodni 4(v).

B ol

Vistup: Novy kofen v
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Vkladani Sstépenim zdola nahoru

Implementace vysla prekvapivé jednoduché, ale to nejvétsi prekvapeni nas teprve ceka:
Pokud v procedufe LLRBINSERT presuneme krok E za krok ﬂ dostaneme implementaci
(2, 3)-stromu.

Vskutku: pokud se pfed vkladanim prvku ve stromu nenachazel zadny 4-vrchol, nepotte-
bujeme stépeni 4-vrcholt cestou dolii. Novy list tedy pridame k 2-vrcholu nebo 3-vrcholu.
Pokud doc¢asné vznikne 4-vrchol, rozstépime ho cestou zpét do kotene. Tim mohou vznikat
dalsi 4-vrcholy, ale priitbézné se jich zbavujeme.

Tim jsme ziskali kod velice podobny procedure BVSINSERT pro nevyvazované stromy, pou-
ze si musime dévat pozor, aby nové vzniklé vrcholy dostévaly ¢ervenou barvu a abychom
pred kazdym névratem z rekurze zavolali nasledujici opravnou proceduru:

Procedura LLRBFIXUP(v)
Vstup: Kofen podstromu v
1. Je-li £(v) Cerny a r(v) Cerveny, rotujeme hranu (v,r(v)) a do v ulozime
puvodni r(v).
2. Je-li £(v) Cerveny a £(£(v)) také Cerveny, rotujeme hranu (v, £(v)) a do v
ulozime puvodni £(v).
3. Jsou-li £(v) i r(v) Cervené, prebarvime £(v), r(v) i v.
Vijstup: Novy kotfen podstromu v

Mazani minima

Mazani byva o trochu slozitéjsi nez vklddani a LLRB stromy nejsou vyjimkou. Proto
si zjednodusime praci, jak to jen pujde. PredevS$im vyuzijeme toho, Ze se pii vkladani
umime vyhnout 4-vrcholim, takze budeme predpokladat, ze strom zadné neobsahuje. To
specidlné znamend, ze se nikde nevyskytuje prava c¢ervena hrana.

Také nam situaci zjednodusi, Ze se volanim LLRBFIXUP pfi navratu z rekurze umime
zbavovat pripadnych nekorektnich 3-vrcholu a jakychkoliv (potencidlné i nekorektnich)
4-vrcholi. Proto nevadi, kdyz béhem mazani néjaké vyrobime.

Nez prikroc¢ime k obecnému mazani, rozmyslime si, jak smazat minimum. Najdeme ho
tak, ze z kofene pijdeme stile doleva, az narazime na vrchol v, jehoz levy syn je vnéjsi.
Vsimnéte si, ze pravy syn musi byt také vnéjsi. Pokud by do v vedla shora ¢ervend hrana,
mohli bychom v smazat a nahradit vnéjsim vrcholem. To odpovida situaci, kdy mazeme
kli¢ z 3-vrcholu.

Horsi je, jsou-li vSechny hrany okolo v ¢erné. Ve (2, 3)-stromu jsme tedy potkali 2-vrchol,
takze ho potrebujeme sloucit se sousedem, pripadné si od souseda pujcit kli¢. Jak uz se
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nam osvédcilo v prvni verzi vkladani, budeme to provadét preventivné pri pruchodu shora
dolt, takze az opravdu dojde na mazani, zAdny problém nenastane. Cestou proto budeme
dodrzovat:

Invariant L: Stojime-li ve vrcholu v, pak vede ¢ervend hrana budto shora do v, nebo z v
do jeho levého syna. Vyjimku dovolujeme pro koren.

Jelikoz z v pokazdé odchiazime doleva, jediny problém nastane, vede-li z v doli leva
¢ernd hrana a pod ni je dalsi takova. Co vime o hrandch v okoli? Shora do v vede diky
invariantu Cervend. VSechny pravé hrany jsou, jak uz vime, ¢erné. Situaci se pokusime
napravit pfebarvenim vsech hran okolo v:

o R

Invariant opét plati, ale pokud mél pravy syn levou cervenou hranu, vyrobili jsme ne-
korektni 5-vrchol, navic v mistech, kudy se pozdéji nebudeme vracet. Poradime si podle
nasledujiciho obrazku: rotaci hrany yx, rotaci hrany vz a nakonec prebarvenim v okoli x.

g

Celou funkei pro ndpravu invariantu muzeme napsat takto (opét predpokladdme barvy
ulozené ve spodnich vrcholech hran):

Procedura MOVEREDLEFT(v)
Vstup: Kofen podstromu v
1. Pfebarvime v, £(v) a r(v).
2. Pokud je £(r(v)) Cerveny:

3. Rotujeme hranu (r(v), £(r(v))).
4. x <+ r(v)

5. Rotujeme hranu (v, z).

6. Piebarvime z, £(z) a r(x).

7. V4
Vistup: Novy kofen podstromu v
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Jakmile umime dodrzet invariant, je uz mazani minima snadné:

Procedura LLRBDELETEMIN(v) (mazén{ minima z LLRB stromu)
Vstup: Kofen stromu v

—_

Pokud £(v) = @, poloZime v + @ a skonéime.
Pokud £(v) i £(£(v)) jsou Cerné:

3. v < MOVEREDLEFT(v)

4. ¢(v) + LLRBDELETEMIN(¢(v))

5. v < LLRBFIXUP(v)
Vistup: Novy kofen v

N

Mazani maxima

Nyni se nau¢ime mazat maximum. U obyéejnych vyhledavacich stromu je to zrcadlova
tloha k mazani minima, ne vSak u LLRB stromi, jejichz axiomy nejsou symetrické. Bude
se kazdopadné hodit dodrzovat stranové prevracenou obdobu predchoziho invariantu:

Invariant R: Stojime-li ve vrcholu v, pak vede ¢ervena hrana budto shora do v, nebo z v
do jeho pravého syna. Vyjimku dovolujeme pro koren.

Na cesté z korene k maximu pujdeme stéle doprava. Do pravého syna cervend hrana sama
od sebe nevede, ale pokud néjaka povede doleva, zrotujeme ji a tim invariant obnovime.
Problematicka situace nastane, vedou-li z v doli ¢erné hrany a navic z pravého syna vede
doleva dalsi ¢ernd hrana. Tehdy se inspirujeme mazdnim minima a prebarvime hrany

v okoli v:

Pokud z t vede doleva ¢erna hrana, je vSe v poradku. V opa¢ném pripadé jsme nalevo
vytvorili nekorektni 4-vrchol, ktery musime opravit. Pomtze nam rotace hrany vt a pre-
barveni v okoli ¢:
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Tato tvaha nas dovede k nasledujici funkci pro opravu invariantu, na niz zalozime celé
mazani maxima.

Procedura MOVEREDRIGHT(v)
Vstup: Kofen podstromu v
1. Pfebarvime v, £(v) a r(v).
2. Pokud je £(¢(v)) Cerveny:

3. t <+ L(v)

4. Rotujeme hranu (v,t).

5. Prebarvime t, £(t) a r(t).
6. vt

Vistup: Novy kofen podstromu v

Procedura LLRBDELETEMAX(v) (mazéni maxima z LLRB stromu)
Vstup: Kofen stromu v

1. Pokud ¢(v) je ¢erveny, rotujeme hranu (v, £(v)).
2. Pokud r(v) = 0, poloZime v <+ () a skonéime.

3. Pokud r(v) i £(r(v)) jsou Cerné:

4. v < MOVEREDRIGHT(v)

5. r(v) < LLRBDELETEMAX(r(v))

6. v < LLRBFIXUP(v)
Vistup: Novy kofen v

Mazani obecné

Pro mazéani obecného prvku nyni stac¢i vhodné zkombinovat myslenky z mazani mini-
ma a maxima. Opét pijdeme shora doli a budeme se vyhybat tomu, abychom skon¢ili
ve 2-vrcholu. Pomtize ndm k tomu tato kombinace invariant L a R:

Invariant D: Stojime-li ve vrcholu v, pak vede ¢ervena hrana budto shora do v, nebo do
syna, kterym se chystame pokracovat. Vyjimku dovolujeme pro koren.

Pokud pii prochézeni shora dolia chceme pokracovat po levé hrané, pouzijeme trik z ma-
zani minima a pokud by pod nami byly dvé levé c¢erné hrany, napravime situaci pomoci
MovEREDLEFT. Naopak chceme-li odejit pravou hranou, chovame se jako pfi mazani
maxima a v pripadé problémiu povolame na pomoc MOVEREDRIGHT.

Po case najdeme vrchol, ktery chceme smazat. Ma-li pouze vnéjsi syny, miazeme ho ptimo
nahradit vnéjsim vrcholem. Jinak pouzijeme obvykly obrat: vrchol nahradime minimem
z pravého podstromu, ¢imz problém prevedeme na mazani minima, a to uz umime.
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Procedura LLRBDELETE(v, ) (mazéni z LLRB stromu)
Vstup: Kofen stromu v, mazany kli¢ x

1. Pokud v = (3, vratime se. < kli¢ x ve stromu nebyl
2. Pokud k(v) < a: < pokracujeme doleva jako pri mazdani minima
3. Pokud £(v) i £(£(v)) existujf a jsou Cerné:
4. v < MOVEREDLEFT(v)
5. {(v) + LLRBDELETE({(v), x)
6. Jinak: <4 budto hotovo, nebo doprava jako pri mazdani mazima
7. Pokud #(v) je Cerveny, rotujeme hranu (v, £(v)).
8. Pokud k(v) =z a r(v) = 0
9. v < () a skoné¢ime.

10. Pokud r(v) i £(r(v)) existuji a jsou Cerné:

11. v + MOVEREDRIGHT(v)

12. Pokud k(v) = :

13. Prohodime k(v) s minimem pravého podstromu R(v).

14. r(v) + LLRBDELETEMIN(7(v))

15. Jinak:

16. r(v) < LLRBDELETE(r(v), z)

17. v + LLRBFIXUP(v)
Vijstup: Novy koten v

Casova slozitost

Ukézali jsme tedy, jak pomoci bindrnich stromi kdédovat (2,4)-stromy, nebo dokonce
(2, 3)-stromy. Casova slozitost operac{ FIND, INSERT i DELETE je zjevné linearn{ s hloub-
kou stromu a o té jsme jiz dokazali, ze je O(logn).

Dodejme na zavér, ze existuji i jiné varianty cerveno-cernych stromil, které jsou zaloZeny
na podobném prekladu (a,b)-stromti na bindrni stromy. Nékteré z nich naptiklad zaru-
¢uji, ze pri kazdé operaci nastane pouze O(1) rotaci. Je to ovSem vykoupeno podstatné

vvvvvv

je potieba prvek nalézt a prebarvovat hrany.

Cvic¢eni
1. Spocitejte presné, jakd mize byt minimalni a maximdalni hloubka LLRB stromu
s n klici.

2*  Navrhnéte, jak z LLRB stromu mazat, aniz bychom museli pfi priuchodu shora dolt
rotovat. VSechny dpravy struktury provadéjte az pri navratu z rekurze podobné, jako
se ndm to podafilo pti vkladani.
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3.  LLRB stromy jsou asymptoticky stejné rychlé jako AVL stromy. Zamyslete se nad
jejich rozdily pti praktickém pouziti.

8.5 Dalsi cvi¢eni

1. Uspofddejme vSechny permutace na mnoziné {1,...,n} lexikograficky. Vymyslete
algoritmus, ktery pro dané k sestroji v pofadi k-tou permutaci v ¢ase O(nlogn).
Navrhnéte téz prevod permutace na jeji poradové ¢islo.

2. Vymyslete jiné usporadani vSech permutaci, v némz pujde mezi permutaci a jejim
poradovym c¢islem prevadét v linedrnim case.

3. Dokazte, ze budeme-li reprezentovat mnoziny bindrnimi vyhledavacimi stromy, nelze
sjednoceni provést rychleji nez linedrné v nejhorsim pripadé. Plati to dokonce i tehdy,
mame-li na vstupu zaruceny dokonale vyvazeny strom a vystup muze byt jakkoliv
nevyvazeny.

4. Okénkovy medidn: Na vstupu postupné prichazeji ¢isla. Kdykoliv prijde dalsi, vypiste
medidn z poslednich k ¢&isel. Dosdhnéte ¢asové slozitosti O(log k) na operaci.

5. Dokazte, Ze u predchoziho cviceni je ¢as ©(log k) nejlepsi mozny, pokud umime ¢isla
pouze porovnavat.

6. Sestrojte datovou strukturu pro ulozeni seznamu tak, abychom umeéli rychle najit
k-ty prvek a presunout ho na zacatek.
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9 Amortizace

Pii analyze datovych struktur nas zatim zajimala slozitost operaci v nejhorsim ptipadé.
Prekvapive Casto se ale stava, ze operace s tou nejhorsi ¢asovou slozitosti se vyskytuji jen
ziidka a vétSina je mnohem rychlejsi. Napiiklad, dejme tomu, Ze jedna operace trva O(n)
v nejhorsim piipadé, ale provedeni libovolnych m po sobé jdoucich operaci se stihne za
O(n+m). Pro m vétsi nez n se tak operace v dlouhodobém métitku chovd, jako by méla
konstantni slozitost.

Tyto vahy vedou k pojmu amortizované casové sloZitosti, ktery nejprve piibliZime na
nékolika prikladech a poté precizné nadefinujeme.

9.1 Nafukovaci pole

Predstavme si, ze ndm ptichazeji néjaké prvky a my je chceme postupné uklddat na konec
pole: i-ty prvek na pozici i, a nevime predem, kolik prvka mé prijit. V okamziku vytvareni
pole ovSem musime vyhradit (alokovat) néjaky pocet po sobé jdoucich pamétovych bunék.
A at uz pole vytvorime jakkoliv velké, ¢asem se muze stat, ze se do néj dalsi prvky
nevejdou.

Tehdy nam nezbude nez pole zvétsit. Jenze pamétové bunky tésné za polem mohou ob-
sahovat jind data, takze musime poridit novy blok paméti, data do néj zkopirovat a stary
blok paméti uvolnit. To se snadno provede,! ale neni to zadarmo: kopirovan{ musi sah-
nout na kazdy prvek, tedy celkové potrebuje linearni cas. Pole proto nesmime zvétsSovat
prilis casto.

Osvédéeny zptisob je zalit s jednoprvkovym polem (nebo o néjaké jiné konstantni velikosti)
a kdykoliv dojde misto, zdvojnasobit velikost. Tim vznikne takzvané nafukovaci pole.

Pseudokoéd pro pridani prvku bude vypadat nasledovné. Proménna P bude ukazovat na
adresu pole v paméti, m bude znacit velikost pole (tomu budeme fikat kapacita), ¢ aktudlni
pocet prvkl a x nové vkladany prvek.

Procedura ARRAYAPPEND(z) (pfidani do nafukovaciho pole)

1. Pokud i =m: < uZ na novy prvek nemdme misto
2. m < 2m

3. Alokujeme pamét na pole P’ o velikosti m.

4. Proj=0,...,i—1: P'[j] + P[j]

(M V nékterych programovacich jazycich nicméné musime davat pozor, aby v jinych proménnych neztistaly
ukazatele na puvodni pozice prvki.
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5 Dealokujeme pamét pole P.

6 P+ P

7. Pli| +z < uloZime novyj prvek
8. i+i+1

Véta: Pridani n prvka do zpoéatku prazdného nafukovaciho pole trvad ©(n).

Diikaz: Préce se strukturou sestéavd z vkladani jednotlivych prvki (kazdy v konstantnim
¢ase) prolozenych zvétSovanim pole. Jedno zvétSovani trvd ¢as (i), celkovy cas vkladani
potom ©(n). Ke zvétSovani dochdzi pravé tehdy, kdyz je aktudlni pocet prvki mocnina
dvojky. Vsechna zvétseni dohromady tedy stoji ©(20 + 2! + ... 4 2%), kde 2% je nejvyssi
mocnina dvojky mensi nez n. To je geometrickd fada se souctem 2F+1 — 1 < 2n. Celkova
¢asovd slozitost proto ¢ini O(n). O

Ackoliv je tedy slozitost pfidani jednoho prvku v nejhorsim p¥ipadé ©(n), v posloupnosti
operaci se chova, jako kdyby byla konstantni. Budeme proto fikat, ze je amortizované kon-
stantni. Zpusob, jakym jsme to spocitali, se nazyva agregacni metoda — operace slu¢ujeme
neboli agregujeme do vétsich celkid a pak zkoumame chovani téchto celku.

Zmens$ovani pole

Uvazujme nyni, ze bychom mohli chtit prvky také odebirat. To se hodi tfeba pfi imple-
mentaci zasobniku v poli. Tehdy se muZe stit, Ze nejprve priddme spoustu prvku (¢imz
se pole nafoukne), nacez vétSinu z nich zase smazeme a skon¢ime s obfim polem, v némz
nejsou skoro zadné prvky. Mohlo by se proto hodit umét pole zase ,,vyfouknout*, abychom
neplytvali paméti.

Nabizi se hlidat zaplnéni pole a kdykoliv klesne pod polovinu, realokovat na polovi¢ni
velikost. To ale bude pomalé: predstavme si, ze pole obsahovalo n prvki a mélo kapacitu
2n. Pak jsme jeden prvek smazali, doslo k realokaci a pole nyni obsahuje n—1 prvka a ma
kapacitu n. Nésledné pridame 2 prvky, ty se ale nevejdou, takze pole opét realokujeme,
a ted mad n + 1 prvka a kapacitu 2n. Nyni 1 prvek smazeme a jsme tam, kde jsme
byli. Mizeme tedy porad dokola opakovat posloupnost 4 operaci, ktera pokazdé vynucuje
pomalou realokaci.

Problém nastal proto, ze ,skoro prazdné“ pole se po zmenseni okamzité stalo ,skoro
plnym® Pomize tedy oddélit od sebe meze pro zvétsovani a zmensovani. Obvyklé pravidlo
je zvétsovat pri preplnéni, zmensovat pri poklesu zaplnéni pod cturtinu. Pocateéni kapacitu
struktury nastavime na 1 prvek (¢i jinou konstantu) a pod to ji nikdy nesniZime.

Véta: Provedeni libovolné posloupnosti n operaci s nafukovacim polem, v niz se libovolné
stiidd pridavani a odebirani prvkd, trva O(n).
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Drikaz: Posloupnost operaci rozdélime na bloky. Blok kon¢i okamzikem realokace nebo
koncem celé posloupnosti operaci. Realokaci jesté k bloku pocitame, ale pridani prvku,
které realokaci zpusobilo, uz patri do nasledujiciho bloku.

V kazdém bloku tedy pridavame a mazeme prvky, coz stoji konstantni ¢as na prvek, a pak
nejvyse jednou realokujeme. Dokazeme, ze Cas straveny realokaci lze ,rozictovat* mezi
operace zadané béhem bloku tak, aby na kazdou operaci ptripadl konstantni ¢as.

Neékteré bloky se chovaji specialné: V poslednim bloku se vitbec nerealokuje. V prvnim blo-
ku a mozna i nékterych dalsich obsahuje pole nejvyse 1 prvek. Cas na realokaci v kazdém
tomto bloku tedy muzeme omezit konstantou, coz je téz nanejvys konstanta na operaci.

Zamérme se nyni na néktery ze zbyvajicich blokd. Ozna¢me p pocet prvku v poli na
zacatku bloku. Predchozi blok skonéil realokaci a jelikoz jak zmenseni, tak zvétseni pole
ponechéava presné polovinu pole volnou, musi byt aktualni kapacita pole presné 2p. K pristi
realokaci nds tedy donut{ budto nérist poc¢tu prvki na 2p, anebo pokles na p/2. Aby se
to stalo, musime pfidat alespori p nebo ubrat alespon p/2 prvki. Cenu O(p) za realokaci
tedy muzeme rozpocitat mezi tyto operace tak, ze kazda prispéje konstantou. O

Tentokrat jsme pouzili takzvanou wcetni metodu. Obecné spoc¢iva v tom, ze Cas ,preuctu-
jeme* mezi operacemi tak, aby celkovy ¢as zustal zachovan a nova slozitost kazdé operace
vysla nizka.

Predchozi dikaz lze také prevypravét v reci hustoty datové struktury. Tak se tika podilu
poctu prvka a kapacity struktury. Nase nafukovaci a vyfukovaci pole udrzuje hustotu
v intervalu [1/4,1].

Kdykoliv hustota klesne pod 1/4, pole zmenSujeme; pfi naristu nad 1 zvétSujeme. Po
kazdé realokaci pfitom vychédzi hustota presné 1/2, takze mezi kazdymi dvéma realokace-
mi se hustota zméni alesponi o 1/4. Konstantni zména hustoty pfitom odpovidé linedrni
zmeéné poctu prvku, takze linedrni slozitost realokace rozpoc¢itdme mezi linearné mnoho
operaci a amortizovand slozitost vyjde konstantni.

Zbyva drobny detail: kdykoliv je pole prazdné, tfeba na zacatku vypoctu, je hustota nu-
lova, coz lezi mimo povoleny interval. P¥i prazdné struktute je ale kapacita nanejvys 4
(maximalni kapacita pii 1 prvku) a tehdy maji operace konstantni slozitost i v nejhor-
$im ptipadé. Hustotu prazdného pole tedy nemusime uvazovat. To odpovida vyjimce pro
prazdny blok v predchozim rozboru.

Dalsi nafukovaci datové struktury

Pristup zvétSovani a zmensovani kapacity podle potireby funguje i pro jiné datové struk-
tury, jejichz kapacita musi byt v okamziku vytvareni zndma. Vyzkousejme to tfeba pro
haldu z oddilu [E3
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Kdyz ndm dojde kapacita haldy, poridime si novou, dvakrat vétsi haldu. Presuneme do
ni vSechny prvky staré haldy a vSimneme si, ze jsme tim nepokazili haldové usporadani.
Stale tedy staci, aby kazdy prvek na zvétseni struktury prispél konstantnim casem.

Podobné mizeme vytvaret nafukovaci intervalové stromy (oddﬂ@) nebo hesovaci tabul-
ky a. Tam ale nestac¢i data zkopirovat, strukturu je potfeba znovu vybudovat.
Jelikoz vsak budovani stihneme provést v linedrnim c¢ase, zamortizuje se iplné stejné jako
pouhé kopirovani.

Cviceni
1.  Uvazujme, ze bychom pole namisto zdvojnasobovani zvétsovali o konstantni pocet
prvkia. Dokazte, se tim pokazi ¢asova slozitost.

2. Jak by to dopadlo, kdybychom m-prvkové pole rovnou zvétsovali na m?2-prvkové?
Pocatecni velikost musime samozrejmé zvysit na konstantu vétsi nez 1.

3. K dispozici jsou dva zdsobniky, které podporuji pouze operace PUSH (pfidej na
vrchol zésobniku) a PoP (odeber z vrcholu zésobniku). Navrhnéte algoritmus, ktery
bude pomoci téchto dvou zdsobniki simulovat frontu s operacemi ENQUEUE (pfidej
na konec fronty) a DEQUEUE (odeber z pocatku fronty). Kromé zdsobniki maéte
k dispozici pouze konstantni mnozstvi paméti. Ukazte, ze operace s frontou budou
mit amortizované konstantni ¢asovou slozitost.

9.2 Binarni pocitadlo

Dalsi priklad, na kterém vyzkousSime amortizovanou analyzu, je bindrni pocitadlo. To si
pamatuje ¢islo zapsané ve dvojkové soustavé a umi s nim provadét jednu jedinou operaci:
INC — zvysSeni o jednicku.

0

1

10
11
100
101
110
111
1000

Obréazek 9.1: Prvnich 8 krokl dvojkového
pocitadla (zménéné bity tucné)

214



— 9.2 Amortizace — Binarni pocitadlo

Prubéh pocitani muzeme sledovat na obrézkum Pokud ¢islo konc¢i nulou, INC ji prepise
na jednicku a skonc¢i. Konci-li jednickami, dochazi k prenosu pres tyto jednicky, takze
jednicky se zméni na nuly a nejblizsi nula vlevo od nich na jednicku.

V pseudokédu to mizeme zapsat nasledovné. Cislice poéitadla si budeme pamatovat v po-

i P, nejnizsi ¥ad bude ulozeny v P[0], druhy nejnizsi v P[1], atd. Za nejvyssi jednickou
bude nasledovat dostatecné mnoho nul.

Algoritmus INC (zvySeni bindrniho pocitadla o 1)

1. i+0

2. Dokud P[i] =1
3 Pli] +0
4. 1+ 1+1
5. Pli]«+1

Po provedeni n operaci bude mit pocitadlo ¢ = [logn]| biti. Slozitost operace INC je
linedrni v poétu zménénych bita. Muaze tedy dosdhnout ©(¢), tfeba pokud prechizime
7z0111...11na 1000...0. Prekvapivé ale vyjde, ze v amortizovaném smyslu je tato slozitost
konstantni.

Miuzeme to nahlédnout agregaci: nejnizsi fad se méni pokazdé, druhy nejmensi v kazdé
druhé operaci, dalsi v kazdé ¢tvrté operaci, atd., takze celd posloupnost n operaci trva

! n ¢ n ¢ 1 <1
Dlpl sl g X gsn Y g=
=0 =0 i=0 i=0

Vv

Existuje ale elegantnéjsi a ,,ekonomictéjsi“ zptisob analyzy.
Véta: Proveden{ n operaci INC na zpoc¢atku nulovém poéitadle trva O(n).

Diikaz: Pro potreby analyzy si predstavime, ze za zavolani jedné operace INC zaplatime dvé
mince a kazd4 z nich reprezentuje jednotkové mnozstvi casu. Nékteré mince spotfebujeme
ihned, jiné ulozime do zasoby a pouzijeme pozdé&ji.

Konkrétné budeme udrzovat invariant, ze ke kazdému jednickovému bitu pocitadla patii
jeden penizek v zdsobé. Tteba takto (x symbolizuje jeden penizek):

* kK kok * kK K
11011100001111

Nyni provedeme INC. Dokud prepisuje jednicky na nuly, plati za to penizky ulozenymi
u téchto jednicek. Nakonec prepise nulu na jednicku, za coz jeden ze svych penizkl rov-
nou utrati a druhy ulozi k této jednicce. Tim jakoby predplati jeji budouci vynulovani.
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Vysledek vypada takto:

* ok kok ok *
11011100010000

Provedeme-li tedy n operaci INC, zaplatime 2n penizkt. Pomoci nich zaplatime vSechny
provedené operace, ty tedy trvaji O(n). Na konci ndm néjaké penizky zbudou v zasobé,
ale to jisté nevadi. O

Tomuto typu uvah se ika penizkovd metoda. Obecné ji mizeme popsat takto: Slibime
néjakou amortizovanou ¢asovou slozitost operace vyjadienou urcitym poc¢tem penizki.
Nékteré penizky utratime rovnou, jiné ulozime ,na horsi éasy*. Pozdéjsi operace mohou
tento nasporeny cas vyuzit, aby mohly bézet déle, nez jsme slibili.

Cviceni
1. Spocitejte, jak dlouho bude trvat posloupnosti n operaci INC, ktera zacne s nenulo-
vym stavem pocitadla.

2. Rozmyslete si, ze kdyby mélo binarni pocitadlo podporovat zaroven operace INC
a DEC (tedy zvyseni a sniZeni o 1), operace rozhodné nebudou mit konstantni amor-
tizovanou slozitost.

3* Navrhnéte jinou reprezentaci ¢isel, v niz bude mozné provadét operace INC, DEC
a TESTZERO (zjisti, zda ¢islo je nulové) v amortizované konstantnim case.

4.  Dokazte, ze pocitadlo v soustavé o zakladu k, kde k& > 3 je néjakd pevnd konstanta,
také provadi INC v amortizované konstantnim case.

5. UvaZujme misto INC operaci ADD(k), kterd k pocitadlu pficte ¢islo k. Dokazte, Ze
amortizovana slozitost této operace je O(logk).

6. Pouzijte penizkovou metodu k analyze nafukovaciho pole z minulého oddilu.

9.3 Potencialova metoda

Potkali jsme nékolik prikladi, kdy amortizovana slozitost datové struktury byla mnohem
lepsi nez jeji slozitost v nejhorsim piipadé. Dikazy téchto tvrzeni byly zalozené na néjakém
prerozdélovan{ ¢asu mezi operacemi: nékdy explicitné (Giéetni metoda), jindy tak, Ze jsme
Cas odkladali a vyuzili pozdéji (penizkovd metoda). Pojdme se nyni na tento princip
podivat obecnéji.

Méjme néjakou datovou strukturu podporujici rtizné operace. Uvazme libovolnou po-
sloupnost operaci Oq,...,O,, na této datové strukture. Skutecnou cenou C; operace O;
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nazveme, jak dlouho tato operace doopravdy trvala. Cena zdvisi na aktualnim stavu struk-
tury, ale Casto ji postac¢i odhadnout shora ¢asovou slozitosti operace v nejhorsim pripadeé.
Jednotky, ve kterych cenu pocitame, si pfitom muzeme zvolit tak, aby nam vypocty vysly
hezky. Jen musime zachovat, ze ¢asova slozitost operace je linedrni v jeji cené.

Déle kazdé operaci stanovime jeji amortizovanou cenu A;. Ta vyjadiuje nase minéni o tom,
jak bude tato operace prispivat k celkovému ¢asu vsech operaci. Smime ji zvolit libovolné,
ale soucet vSech amortizovanych cen musi byt vétsi nebo roven souc¢tu cen skutecnych.
Vnéjsimu pozorovateli, ktery nevidi dovnitf vypoctu a sleduje pouze celkovy ¢as, muzeme
tvrdit, ze i-t4 operace trva A;, a on to nemuze jakkoliv vyvratit.

Na provedeni prvnich i operaci jsme tedy potiebovali ¢as Cy + ...+ C;, ale tvrdili jsme,
ze to bude trvat A; + ...+ A;. Rozdil téchto dvou hodnot si muzeme predstavit jako
stav jakéhosi ,bankovniho G¢tu“ na spofeni ¢asu. Obvykle se mu fiké potencidl datové
struktury a znaci se ®; := (3_7_; A;) — (3°;_, Cj). Ped provedenim prvni operace je
prirozené @y = 0.

Potencidlovy rozdil A®; := ®; — ®; 1 je pak roven A; — C; a pozndme z néj, jestli i-t4
operace ¢as uklddd (A®; > 0), nebo naopak ¢as nasporeny v minulosti spotfebovava
(A‘I’i < 0)

Priklady:

e V tloze s binarnim pocitadlem odpovida potencial celkovému poctu nasporenych
penizki. Amortizovana cena kazdé operace ¢ini vzdy 2 penizky, skuteénou cenu sta-
novime jako 1 + j, kde j je pocet jednicek na konci ¢isla. Skute¢néd casova slozitost
operace je jisté linedrni v této cené. Potencidlovy rozdil vyjde 2 — (1 +j) = 1 — 4,
coz odpovidé tomu, ze jedna jednicka pfibyla a j jich zmizelo. Sledujme obréazek
cernd krivka zobrazuje vyvoj potencialu, sedivé sloupce skutec¢nou cenu jednotlivych
operaci.

® Pii analyze nafukovaciho pole se jako potencidl chovad pocet operaci s polem od
posledni realokace. VSem operacim opét prifadime amortizovanou cenu 2, z ¢ehoz
jednicku spotiebujeme a jednicku ulozime do potencidlu. Provadime-li realokaci, tak
,rozbijeme prasatko“, vybereme z potencidlu vsechen nasporeny c¢as a nahlédneme,
7e postaci na provedeni realokace.

V obou pripadech existuje pfiméa souvislost mezi hodnotou potencidlu a stavem ¢i historii
datové struktury. Nabizi se tedy postupovat opacné: nejprve zavést néjaky potencial podle
stavu struktury a pak podle néj vypocist amortizovanou slozitost operaci. Vztah A; —C; =
A®;, = &, —P,_; totiz muzeme ,obratit naruby“: A; = C;+A®,. To ika, zZe amortizovand
cena je rovna souctu skutecné ceny a rozdilu potencidli.
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Obrazek 9.2: Potencidl a skutec¢nd cena operaci u binarniho pocitadla

Pro soucet vsech amortizovanych cen pak plati:

m m

D A=) (Cit i —Big) =D Ci |+ Py — .
i=1

i=1 i=1

Druhé sumé se tika teleskopickd: kazdé ®; kromé prvniho a posledniho se jednou pricte
a jednou odecte.(?

Kdykoliv je tedy ®,, > &, soucet skutecnych cen je shora omezen souctem amortizova-
nych cen a amortizace funguje.

Shrneme, jak se potencidlovda metoda pouziva:

® Definujeme vhodnou potencidlovou funkci ® v zavislosti na stavu datové struktury.
Na to neexistuje zadny univerzalni ndvod, ale obvykle chceme, aby potencial byl tim
vétsi, ¢im vic se blizime k operaci, kterd bude trvat dlouho.

e Ukdzeme, ze &g < ®,, (aneb nezfistali jsme ,dluzit ¢as®). Casto na$ potencial vyja-
dfuje pocet néceho ve strukture, takze je prirozené na pocatku nulovy a pak vzdy
nezaporny. Tehdy pozadovand nerovnost trividlné plati.

® Vypocteme amortizovanou cenu operaci ze skutecné ceny a potencialového rozdilu:

Ai=Ci+ &, — 0;y.

2> Rik4 se ji tak podle starych dalekohledi, které se sklddaly z do sebe zasunutych kovovych valct. Ma-li
i-ty vélec vnitini polomér r; a vnéjsi R;, mizeme celkovou tloustku vélct spocitat jako Y ;(R; —r;i), ale to
je evidentné také rovno R, — 1.
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® Pokud neumime skute¢nou cenu vyjadrit presné, spokojime se s hornim odhadem.
Také se muze hodit upravit multiplikativni konstantu u skuteéné ceny (tedy zvolit
vhodnou jednotku ¢asu), aby cena lépe odpovidala zvolenému potencidlu.

Amortizovand analyza je uziteénd v pripadech, kdy datovou strukturu pouzivame uvnitf
néjakého algoritmu. Tehdy nds nezajimaji konkrétni casy operaci, nybrz to, jak datova
struktura ovliviiuje ¢asovou slozitost celého algoritmu. Mohou se tudiz hodit i struktury,
které maji Spatnou ¢asovou slozitost v nejhorsim pripadé (fiké se také worst-case sloZi-
tost), ale dobrou amortizovanou.

Jsou ovsem pripady, kdy to nestaci: programujeme-li automatické rizeni letadla, musime
na udalosti reagovat okamzité. Kdybychom reakci odlozili, protoze zrovna uklizime datové
struktury, program by mohl doslova spadnout.

Dodejme jesté, ze bychom si neméli plést amortizovanou a primeérnou slozitost. Primeér
pocitany pres vSechny mozné vstupy nebo pres vSechny mozné prubéhy randomizovaného
algoritmu (bliZe viz kapitolaﬂ) obvykle nic neslibuje o konkrétnim vstupu. Naproti tomu
amortizovand slozitost ndm da spolehlivy horni odhad ¢asu pro libovolnou posloupnost
operaci, jen neprozradi, jak bude tento ¢as rozdélen mezi jednotlivé operace.

Cviceni
1. Analyzujte potencidlovou metodou amortizovanou slozitost nafukovaciho pole, které
misto na dvojnésobek realokuje na k-nasobek pro néjaké pevné k > 1.

2. Okénkovd minima: Na vstupu postupné prichézeji ¢isla. Kdykoliv prijde dalsi, vypis-
te minimum z poslednich k ¢isel. Na rozdil od cviéeni existuje i reseni pracujici
v amortizované konstantnim case na operaci.

33Xk Vyteste predchozi cvideni ve worst-case konstantnim case.

4. Minimovy strom pro posloupnost x1,...,x, navzijem ruznych prvku je definovan
takto: v kofeni leZ{ prvek x; s nejmensi hodnotou, levy podstrom je minimovym
stromem pro xy,...,x;_1, pravy podstrom pro x;4i,...,x,. Navrhnéte algoritmus,

ktery sestroji minimovy strom v ¢ase O(n).

5% 'V bindrnim vyhleddvacim stromu budeme providét operace FIND (nalezeni prvku
se zadanym klicem) a SuCC (nalezeni naslednika prvku, ktery ndm vratila predcho-
z{ operace FIND nebo Succ). Najdéte potencidl, vici kterému vyjde amortizovand
slozitost FIND O(logn) a Succ O(1).

6. (2,3)-stromy z oddilu @ Operaci INSERT rozdélime na hledani ve stromu a struk-
turdlng zmény stromu: tim myslime Gpravy klica a ukazateli ulozenych ve vrcholech.
Ukazte, Ze pokud na zprvu préazdny (2, 3)-strom aplikujeme jakoukoliv posloupnost
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INSERTU, kazdy z nich provede amortizované konstantni pocet strukturdlnich zmén.
Zobecnéte pro libovolné (a, b)-stromy.

7¥ Podobné jako v pfedchozim cvideni pocitejme strukturdlni zmény v (a,b)-stromu,
ale tentokrat pro libovolnou kombinaci operaci INSERT a DELETE. Dokazte, ze ve
(2,4)-stromu kazda takovd operace provede amortizované O(1) zmén, zatimco ve
(2,3)-stromech je jich linedrné mnoho. Vysledek pak zobecnéte na (a,2a)-stromy
a (a,2a — 1)-stromy.

9.4 Liné vyvaZovani stromu

Pti ukladani dat do binarniho vyhledavaciho stromu potiebujeme strom vyvazovat, aby-
chom udrzeli logaritmickou hloubku. Potkali jsme nékolik vyvazovacich technik pracuji-
cich v logaritmickém c¢ase, nicméné vSechny byly dost pracné. Nyni predvedeme mnohem
jednodussi variantu stromti. Slozitost vyvazovani sice budeme mit v nejhorsim pripadé
linedrni, ale amortizovanou stdle logaritmickou.

Vzpomenme na definici dokonalé vyvazenosti: ta pozaduje, aby pro kazdy vrchol platilo,
ze velikosti jeho podstromii se lisi nejvyse o 1. Tedy ze pomér téchto velikosti je skoro
presné 1 : 1. Ukazalo se, zZe je to prilis prisnd podminka, takze ji nelze efektivné udrzovat.
Tedy ji trochu uvolnime: pomér velikosti podstromti bude lezet nékde mezi 1:2 a 2 : 1.
Totéz muzeme formulovat pomoci poméru mezi velikosti podstromt otce a syni: (3

Definice: V bindrnim stromu zavedeme mohutnost vrcholu m(v) jako pocet vrchola v pod-
stromu zakofenéném pod v (list mé tedy mohutnost 1). Strom je v rovnovdze, pokud pro
kazdy vrchol v a jeho syna s plati m(s) < 2/3 - m(v).

Lemma: Strom o n vrcholech, ktery je v rovnovaze, mé hloubku O(logn).

Diikaz: Sledujme, jak se méni mohutnosti vrcholii na libovolné cesté z korene do listu.
Kofen mé mohutnost n, kazdy dalsi vrchol m& mohutnost nejvyse 2/3 predchoziho, az
dojdeme do listu s mohutnosti 1. Cesta tedy mize byt dlouhd nejvyse log, 5(1/n) =
logs /o n = O(logn). O

Nyni si rozmyslime, jak strom udrzovat v rovnovaze. Abychom mohli rovnovahu kontro-
lovat, zapamatujeme si v kazdém vrcholu jeho mohutnost.

Budeme predpokladat, ze do stromu pouze vkladdme nové prvky; mazani ponechame
jako cviceni. Vyjdeme z algoritmu BVSINSERT pro obycejny vyhleddvaci strom. Ten se

) Pro¢ jsme nezustali u ptivodn{ definice pomoci poméru velikosti podstromt? To proto, Ze je-li néktery
z podstromu prazdny, délili bychom nulou.
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pokusi novy prvek najit a kdyz se mu to nepovede, prida novy list. Navic se pak budeme
vracet z pridaného listu zpét do kofene a vSem vrcholim po cesté zvySovat mohutnost
o 1 (ostatnim vrcholim se mohutnost evidentné nezméni).

Kdekoliv zménime mohutnost, zkontrolujeme, zda je stile splnéna podminka rovnovahy.
Pokud vsude je, jsme hotovi. V opacném piipadé nalezneme nejvyssi vrchol, v némz je
porusena, a cely podstrom pod timto vrcholem rozebereme a prebudujeme na dokonale
vyvazeny strom. Rozebrani a prebudovani stihneme v linedrnim ¢ase (blize viz cviceni

R T

INSERT do naseho stromu se tedy nezatézuje lokdlnimi nepravidelnostmi, pouze udrzuje
rovnovahu. To je takovy ,liny“ pristup — dokud situace neni opravdu vazna, tvarime se,
jako by nic. Rovnovaha ndm zarucuje logaritmickou hloubku, tim padem i logaritmickou
slozitost vyhledavani. A jakmile nevyvazenost prekro¢i kritickou mez, uklidime ve stromu
poradné, coz sice potrva dlouho, ale pak zase dlouho nebudeme muset nic délat.

Véta: Amortizovand sloZitost operace INSERT s linym vyvazovanim je O(logn).

Diikaz: Zavedeme Sikovny potencial. Mél by vyjadiovat, jak daleko jsme od dokonale
vyvazeného stromu: vkladanim by mél postupné rust a jakmile néjaky podstrom vyvede-
me z rovnovahy, potencidl by mél byt dostateéné vysoky na to, abychom z néj zaplatili
prebudovani podstromu.

Potencidl proto definujeme jako soucet prispévku jednotlivych vrchold, pricemz kazdy
vrchol prispéje rozdilem mohutnosti svého levého a pravého syna (chybéjicim syntm pii-
soudime nulovou mohutnost). Budeme ovSem potfebovat, aby dokonale vyvdzeny pod-
strom mél potencial nulovy, takze priddme vyjimku: pokud se mohutnosti lisi pfesné o 1,
prispévek bude nula.

U= 4(v), kde

W(v) = {Lm(é(v)) —m(r(v))] Jplzl:;d je to alespon 2,

Pridame-li novy list, vrcholim na cesté mezi nim a kofenem se zvysi mohutnost o 1, tim
pddem prispévky téchto vrcholii k potencidlu se zméni nejvyse o 2 (obvykle o 1, ale pokud
je zrovna rozdil vah jednickovy, ptispévek sko¢i z 0 rovnou na 2 ¢ opacné).

Pokud nedoslo k zddnému prebudovani, stravili jsme O(logn) ¢asu pruchodem cesty tam
a zpét a zmeénili potencidl taktéz o O(logn). To dava amortizovanou slozitost O(logn).

Necht tedy nastane prebudovani. V néjakém vrcholu v plati, Ze jeden ze synti, bez Gjmy na
obecnosti £(v), ma prili§ velkou mohutnost relativné k otci: m(£(v)) > 2/3-m(v). Opadny
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podstrom tedy musi mit naopak malou mohutnost, m(r(v)) < 1/3 - m(v). Piispévek
1 (v) proto €ini aspont 1/3 - m(v). Tento piispévek se prebudovanim vynuluje, stejné tak
prispévky vsech vrcholi lezicich pod v; ostatnim vrcholtim se prispévky nezméni. Potencial
tedy celkové klesne alespon o 1/3 - m(v).

Skute¢nd cena prebudovani ¢inf ©(m(v)), takze pokles potencidlu o fadoveé m(v) ji vyrovna
a amortizovand cena prebudovani vyjde nulova. (Kdybychom chtéli byt presni, vyndsobili
bychom potencidl vhodnou konstantou, aby pokles potencidlu ptebil i konstantu z ©.) O

Na zavér zminime, Ze myslenku vyvazovani pomoci mohutnosti podstromi popsal jiz
v roce 1972 Edward Reingold. Jeho BB-a stromy byly ovSem o néco slozitéjsi a vyvazovaly
se pomoci rotaci.

Cvic¢eni
1.  Doplnte operaci DELETE. Pro analyzu pouzijte tentyz potencidl.

2X*  Co by se pokazilo, kdybychom v definici ¢ (v) neudélali vyjimku pro rozdil 1?

9.5* Splay stromy

Ukéazeme jesté jeden pozoruhodny piistup k vyhleddvacim stromtm, ktery vede na lo-
garitmickou amortizovanou slozitost. Objevili ho v roce 1983 Daniel Sleator a Robert
Tarjan. Je zalozeny na prosté myslence: kdykoliv chceme pracovat s néjakym vrcholem,
postupnymi rotacemi ho ,,vytdhneme®“ az do kofene stromu. Této operaci budeme fikat
SPLAY a budeme mluvit o splayovdni‘® vrcholu.

Rotace na cesté od vybraného prvku do kofene ovsem mizeme volit vice zpiisoby a vétsina
z nich nevede k dobré slozitosti (viz cvicen{ . Kouzlo spociva v tom, ze budeme preferovat
dvojité rotace. Mozné situace pii splayovani vrcholu z vidime na obrizku E Je-li x
levym synem levého syna, provedeme krok typu LL. Podobné krok LP pro pravého syna
levého syna. Kroky PP a PL jsou zrcadlovymi variantami LL a LP. Kone¢né pokud uz
r je synem korene, provedeme jednoduchou rotaci, tedy krok L nebo jeho zrcadlovou
variantu P.

Jak se z téchto kroku slozi celé splayovani, mizeme pozorovat na obrazku @ Nejprve
provedeme krok PP, pak opét PP, a nakonec P. VSimnéte si, ze splayovani mé tendenci
pretvaret dlouhé cesty na rozvétvengjsi stromy. To ndm dava nadéji, Ze nahodile vzniklé
degenerované Casti nas nebudou dlouho brzdit.

4 Anglické splay znamend zeSikmeni &i rozprostieni. Nam vSak priibéh operace nic takového nepfipomi-
né, takze radéji strpime neelegantni anglicismus.
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Obrazek 9.3: Splayovaci kroky L, LL a LP

Pojdme se pustit do amortizované analyzy. Zakladem je nasledujici potencidl. Vypada
ponékud magicky — Sleator s Tarjanem ho vytdhli jako kralika z kouzelnického klobouku,
aniz by za nim byla vidét jasna intuice. Jakmile zname potencial, zbytek uz bude snadny.

Definice:

e T'(v) oznaéime podstrom zakofenény ve vrcholu v,

® mohutnost vrcholu m(v) je pocet vrcholi v podstromu 7T'(v),
e rank vrcholu r(v) je dvojkovy logaritmus mohutnosti m(v),
® potencidl splay stromu je soucet ranka vSech vrcholu.

Obrézek@ naznacuje, ze vyssi potencidly opravdu odpovidaji méné vyvazenym stromim
— cesta se postupnym splayovanim promeénuje na kosaty strom a potencial pii tom vytrvale
klesa, tim vic, ¢im vic prace ndm splayovani dalo.
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® ® ® ®
O w O o ® » OO
® @ ©® @ 060 @ o
© ® O D O D
@ ® ® ® ®
®
©®

21.791 15.077 12.299 12.077
© ©) © (3)
@ © © ©) © (7)
@ 2 OO @ @ O
€) O @ @ © © ©® ®
@ ® ©® LA ® ®
® ® ®
® O,
@
®
©

Obrazek 9.5: Vyvoj potencialu béhem splayovani hodnot 9,0, 7, 3

Dokéazeme, ze tomu tak je obecné. Cenu operace SPLAY budeme mérit po¢tem provedenych
rotaci (takze dvojitd rotace se pocita za dvé); skuteénd Casovd slozitost je zjevné linedrn{
v této cené. Plati nasledujici véta:
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Véta: Amortizovand cena operace SPLAY(z) je nejvyse 3 - (r'(x) — r(z)) + 1, kde r(x) je
rank vrcholu x pred provedenim operace a r/(x) po ném.

Nynf vétu dokazeme. Ctenaii, kteiff se zajimaji predevsim o dalsf operace se splay stromy,
mohou preskocit na stranu a pak se pripadné k dukazu vratit.

Diikaz: Amortizovand cena operace SPLAY je souc¢tem amortizovanych cen jednotlivych
kroku. Oznac¢me r1(x), ..., r:(z) ranky vrcholu x po jednotlivych krocich splayovani a déle
ro(z) rank pfed prvnim krokem.

V nésledujicich lemmatech dokdzeme, Ze cena kazdého kroku je shora omezena 3r;(z) —
3r;—1(x). Jedinou vyjimku tvori kroky L a P, které mohou byt o jednicku drazsi. Jelikoz
preferujeme dvojrotace, nastane takovy krok nejvyse jednou. Pro celkovou cenu tedy
dostavame:

A< 2(37“1(:13) — 37“1-,1(96)) + 1.
i=1

To je teleskopicka suma: kromé rg a r; se kazdy rank jednou pricte a jednou odecte, takze
prava strana je rovna 3ry(x) — 3rg(z) + 1. To dava tvrzeni véty. O

Nyni doplnime vypocty ceny jednotlivych typt kroka. Vzdy budeme splayovat vrchol x,
necarkované proménné budou odpovidat stavu pred provedenim kroku a ¢arkované stavu
po ném. Nejprve ovsem dokéZeme obecnou nerovnost o logaritmech.

Lemma (o priméru logaritmi): Pro kazda dvé kladnd redlnd ¢isla o, 8 plati

a+ B _ loga+logf
log > .

2 2
Diikaz: Pozadovana nerovnost plati kromé logaritmu pro libovolnou konkdvni funkci f.
Tak se tika funkcim, pro jejichz graf plati, Ze tisecka spojujici libovolné dva body na
grafu lezi celd pod grafem (pfipadné se muze grafu dotykat). Konkdvnost se poznd podle
zaporné druhé derivace.

Pro logaritmus to jde snadno: prvni derivace pfirozeného logaritmu Inz je 1/z, druhd
—1/22, coZ je zaporné pro kazdé x > 0. Dvojkovy logaritmus je (In2)-nésobkem piiroze-
ného logaritmu, takze je také konkavni.

Uvazujme nyni graf néjaké konkavni funkce f na obrézku@ Vyznac¢ime v ném body A =
(o, f(a)) a B = (B, f(B)). Najdeme stfed S usecky AB. Jeho soufadnice jsou prumérem
souradnic krajnich bodi, tedy

5- (242, 10 H10)

2 2
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Diky konké&vnosti musi bod S lezet pod grafem funkce, tedy specidlné pod bodem

,  [a+p a+p
= (570(%0)

Porovnanim y-ovych souradnic bodu S a S’ ziskdme pozadovanou nerovnost. O

A= (a, f(a))

Obréazek 9.6: Primérova nerovnost pro konkavni funkci f

Disledek: Jelikoz log # = log(a + 8) — 1, mizeme také psat loga + log 8 < 2log(a +
8)-2.

Lemma LP: Amortizované cena kroku typu LP je nejvyse 3r'(z) — 3r(x).

Drikaz: Sledujme obrazek E a uvazujme, jak se zméni potencial. Jediné vrcholy, jejichz
rank se mize zménit, jsou w,  a y. Potencidl tedy vzroste o (r'(w) — r(w)) + (r'(z) —
r(z)) + (r'(y) — r(y)). Skuteénd cena operace ¢ini 2 jednotky, takze pro amortizovanou
cenu A plati:

A=2+7"(w)+ 1" (x) +7'(y) — r(w) —r(x) —r(y).

Chceme ukézat, ze A < 3r'(z) — 3r(x). Potfebujeme proto ranky ostatnich vrchol néjak
odhadnout pomoci r(z) a r'(z).

Na soucet r’'(w) 4+ r'(y) vyuzijeme lemma o praméru logaritmii:

r'(w) + 7' (y) = logm'(w) + logm’(y)
< 2log(m/(w) +m/(y)) — 2.
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Protoze podstromy T”(w) a T'(y) jsou disjunktni a oba lezi pod z, musi platit log(m

m'(y)) < logm/(z) = r'(x). Celkem tedy dostavame:
Y(w) + 1 (y) < 20 () - 2.
To dosadime do nerovnosti pro A a ziskame:
A < 3r'(z) — r(w) —r(z) —r(y).
Zbyvajici ranky muzeme odhadnout trividlné:

> r(x) protoze T(w) 2 T(x),
r(y) > r(z) protoze T(y) 2 T(x).

Dostavame tvrzeni lemmatu.

Lemma LL: Amortizovana cena kroku typu LL je nejvyse 3r/(z) — 3r(x).

"(w)+

Diikaz: Budeme postupovat podobné jako u kroku LP. Skuteéna cena je opét 2, ranky se

mohou zménit pouze vrcholim z, y a z, takze amortizovana cena ¢ini

A=2+7"(2)+7'(y) +7'(2) —r(z) —r(y) — r(2).

Chceme se zbavit vSech ¢lent kromé r(z) a r'(x). Zase by se ndm hodilo pouzit prumé-
rové lemma na néjaké dva podstromy, které jsou disjunktni a dohromady obsahuji skoro

v8echny vrcholy. Tentokrét se nabizi T'(z) a T'(z):

r(z) +r'(2) = logm(z) + logm/(2)
< 2log(m(x) +m'(2)) — 2
<2logm/(x) —2=2r(x) —

To je ekvivalentn{ s nerovnosti r’(z) < 2r'(z) — r(z) — 2. Tim padem:

A <3 (@) +1r'(y) = 2r(z) = r(y) —r(2).

Zbylé nezadouci cleny odhadneme elementarné:

r(z) =r'(x) protoze T(z) =T'(z),
r(y) = r(z) protoze T'(y) 2 T(x),
Py) < r'(z) protode T'(y) C T'(x)

Z toho plyne pozadovand nerovnost A < 3r'(z) — 3r(z).
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Lemma L: Amortizovand cena kroku typu L je nejvyse 3r'(z) — 3r(x) + 1.

Diikaz: Skutecna cena je 1, ranky se mohou ménit jen vrcholim z a y, takze amortizovana
cena vyjde:

A=147(@) +1(y) ~ r(a) - 1(y).
Z inkluze podstromu plyne, ze v/(y) < r'(z) a r(y) > r(x), takze:
A<1+2r(x) = 2r(x).

Z inkluze ale také vime, ze r'(z) — r(z) nemiize byt zdporné, takze tim spis plati i A <
14 3r'(z) — 3r(x), coz jsme chtéli. O

Disledek: Jelikoz definice ranku je symetrickd vzhledem k prohozeni stran, kroky typi
PP, PL a P maji stejné amortizované ceny jako LL, LP a L.

Hledani podle klice

Dokazali jsme, Ze amortizovand sloZitost operace SPLAY(z) je O(r'(x) —r(z)+1), kde r(x)
a 1'(x) jsou ranky vrcholu x pfed operaci a po ni. Ranky jakoZzto logaritmy mohutnosti
nikdy neptekrodi log n, takze slozitost evidentné lezi v O(log n). Nyni ukazeme, jak pomoci
splayovani provadét bézné operace s vyhledavacimi stromy.

Operaci FIND, tedy vyhleddni prvku podle klice, provedeme stejné jako v obyc¢ejném
vyhleddvacim stromu a nakonec nalezeny prvek vysplayujeme do kofene. Kdybychom
kli¢ nenalezli, vysplayujeme posledni navstiveny vrchol. Samotné hledani trva linedrné
s hloubkou posledniho navstiveného vrcholu. Praci linedrni s hloubkou ovSem vykona
i splayovani, takze vychdzi-li amortizovand slozitost splayovani O(logn), musi totéz vyjit
i pro hledani.

Mizeme si to predstavit také tak, ze operaci SPLAY natuctujeme i ¢as spotfebovany hle-
déanim. Tim se splayovani zpomali nejvyse konstanta-krat, takze stale bude platit amor-
tizovany odhad O(logn).

Vkladani prvku

Operaci INSERT implementujeme také obvyklym zptusobem, takze novy prvek se stane lis-
tem stromu. Ten posléze vysplayujeme do korene. Opét muzeme slozitost hledani spravné-
ho mista pro novy list natctovat provedenému splayi. Je tu ovSem drobny hacek: pripojeni
listu zvysi ranky vrcholt lezicich mezi nim a kofenem, takze musime do slozitosti INSERTu
zapocitat i zvyseni potencidlu. Nastésti je pouze logaritmické.

Lemma: Pridéani listu zvysi potencidl o O(logn).
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Diikaz: Oznacime vy, ...,v; vrcholy na cesté z korene do nového listu £. Necarkované
proménné budou jako obvykle popisovat stav pred pripojenim listu, ¢arkované stav po
ném. Potencidlovy rozdil ¢ini:

t

AD = (1 (v;) = r(v:)) +7'(0).

i=1

Jelikoz £ je list, ma jednotkovou mohutnost a nulovy rank. Novy rank v; je r'(v;) =
logm/(v;) = log(m(v;) + 1), jelikoz v podstromu T'(v;) pfibyl praveé list £.

Logaritmus vyrazu m(v;) + 1 vzdoruje pokustim o tpravu, ale mizeme ho trochu nece-
kané odhadnout shora pomoci m(v;_1). Vskutku, podstrom T'(v;_1) obsahuje vse, co lezi
v T(v;), a jesté navic vrchol v;_. Proto musi platit m(v;_1) > m(v;) + 1 = m/(v;), a tim
padem také r(v;_1) > r'(v;).

Tuto nerovnost dosadime do vztahu pro potencidlovy rozdil (pfipad ¢ = 1 jsme museli
ponechat zv14st):

t

AP < (r'(vy) — (1)) + Z(T(Ui,l) —7(v;)).

=2

Tato suma je teleskopickd — vétsina ranki se jednou pricte a jednou odecte. Ziskdme
AD < 7' (v1) — r(vp),
a to je jisté nejvyse logaritmické. d

Mazani prvkl

Z klasickych operaci zbyvad DELETE. Ten provedeme netradi¢né: nalezneme zadany vrchol
a vysplayujeme ho do korene. Pak ho odebereme, ¢imz se strom rozpadne na levy a pravy
podstrom. Nyni nalezneme maximum levého podstromu a opét ho vysplayujeme. Tim
jsme levy strom dostali do stavu, kdy jeho maximum lezi v kofeni a neméa pravého syna.
Jako pravého syna mu tedy muzeme pripojit kofen pravého podstromu, ¢imz podstromy
opét spojime.

Amortizovand analyza se provede podobné, jen musime pracovat s vice stromy najednou.
To je snadné: potencidly stromil sec¢teme do jednoho celkového potencialu.

Hledani mazaného prvku a minima v podstromu naic¢tujeme néasledujicimu splayovani.
Odebrani korene potencidl snizi o rank kofene, ostatni vrcholy prispivaji stale stejné.
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() (2) (1)
© ® © (5) (3) © (5)
— — —
©) O @ ® O @ © @ ©
ONO © ® ®
@

Obrazek 9.7: Postup mazani ze splay-stromu

Nakonec spojime dva stromy do jednoho, ¢imz vzroste pouze rank nového korene, nejvyse
o logn.

Dokézali jsme tedy, Zze amortizovana ¢asova slozitost operaci FIND, INSERT a DELETE ve
splay stromu je O(logn). Algoritmus mazdni navic miuZzeme rozdélit na operace SPLIT
(rozdéleni stromu okolo daného prvku na dva) a JOIN (slepeni dvou stromil, kde v8echny
prvky jednoho jsou mensi nez vSechny prvky druhého, do jednoho stromu), obé rovnéz
amortizované logaritmické.

Zminime jesté jednu pozoruhodnou vlastnost splay stromi: ¢asto pouzivané prvky maji
tendenci hromadit se blizko kofene, takze pristup k nim je rychlejsi nez k prvkam, na
které sahdme ziidka. Blize o tom ve cviceni E

Cviceni

1. Naivni splayovdni: Ukazte, ze kdybychom splayovali pouze jednoduchymi rotacemi,
tedy kroky typu L a P, amortizovana slozitost operace SPLAY by byla linedrni. Dobte
je to vidét na stromech ve tvaru cesty.

2. Splayovdni shora doli: Nevyhodou splay stromt je, ze se po nalezeni prvku musime
po stejné cesté jesté vratit zpét, abychom prvek vysplayovali. Ukazte, jak splayovat
uz béhem hledani prvku, tedy shora doli.

3*  Sekvencni prichod: Dokazte, ze pokud budeme postupné splayovat vrcholy stromu
od nejmensiho po nejvétsi, potrva to celkem O(n).

4*  VidZend analyza: Vrcholim splay stromu piitadime vdhy, coz budou néjakd kladnd
realnd c¢isla. Algoritmus samotny o vahach nic nevi, ale pouZijeme je pri analyze.
Mohutnost vrcholu predefinujeme na soucet vah vSech vrcholi v podstromu. Rank
a potencidl ponechame definovany stejné. Dokazte, Ze véta o slozitosti splayovani
stdle plati. Operace FIND a DELETE se budou chovat podobné. Suma v rozboru
INSERTU ovSem prestane byt teleskopickd, takze vkladéani implementujte také pomoci

230



— 9.5*% Amortizace — Splay stromy

HX

rozdélovani a spojovani stromti. Pozor na to, ze ranky uz nemusi byt logaritmické,
takZe slozitosti budou zdviset na vahach. A také pozor, Ze pro vahy v intervalu (0, 1)
mohou ranky vychéazet zadporné.

Ndhodné pristupy: Uvazujme splay strom, ktery si pamatuje prvky zi,...,z, a pfi-
chézeji na né dotazy ndhodné s pravdépodobnostmi pi,...,py,, pficemz » ., p; = 1.
Vyuzijte vysledku predchoziho cviéeni a dokazte, ze amortizovana slozitost pristupu
k z; je O(log(1/p;)). Pokuste se o srovnani se statickymi optimalnimi vyhledavacimi
stromy z oddilu
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10 Rozdél a panuj

Potkame-li spletity problém, ¢asto poméaha rozdélit ho na jednodussi ¢asti a s témi se pak
vypofadat postupné. Jak fikali staii Rimané: rozdél a panuj.(!) Tato zésada se pak osvéd-
¢ila nejen ve starorimské politice, ale také o dvé tisicileti pozdéji pri navrhu algoritmu.

Nas v této kapitole bude prirozené zajimat zejména algoritmicka stranka véci. Nasim cilem
bude rozkladat zadany problém na mensi podproblémy a z jejich vysledkt pak sklddat
feSeni celého problému. S jednotlivymi podproblémy potom naloZime stejné — opét je
rozloZime na jesté mensi a tak budeme pokracovat, nez se dostaneme k tak jednoduchym
vstupum, Ze je uz umime vytesit primo.

Myslenka je to trochu blazniva, ale casto vede k prekvapivé jednoduchému, rychlému a ob-
vykle rekurzivnimu algoritmu. Postupné ji pouzijeme na tridéni posloupnosti, nasobeni
¢isel i matic a hledani k-tého nejmensiho ze zadanych prvka.

Nejprve si tuto techniku ovSem vyzkousime na jednoduchém hlavolamu znamém pod
nazvem Hanojské véze.

10.1 Hanojské véze

Legenda vypravi, ze v daleké Hanoji stoji starobyly klaster. V jeho sklepeni se skryva
rozlehla jeskyné, v niz stoji tii sloupy. Na nich je navleCeno celkem 64 zlatych disktd
ruznych velikosti. Za usvitu véku byly vsechny disky srovnané podle velikosti na prvnim
sloupu: nejvetsi disk dole, nejmensi nahofe. Od té doby mnisi kazdy den za hlaholu zvont
obradné prenesou nejvyssi disk z nékterého sloupu na jiny sloup. Tradice jim pritom
zakazuje polozit vétsi disk na mensi a také zopakovat jiz jednou pouzité rozmisténi disku.
Rik4 se, ze az se viechny disky opét sejdou na jednom sloupu, nastane konec svéta.

Nabizi se samoziejmé otdzka, za jak dlouho se mnichim mutze podarit splnit svij tkol
a celou ,wvéz“ z diski prenést. Zamysleme se nad tim rovnou pro obecny pocet diski
a oCislujme si je podle velikosti od 1 (nejmensi disk) do n (nejvétsi). Také si oznacme
sloupy: na sloupu A budou disky na poc¢éatku, na sloup B je chceme premistit a sloup C
muzeme pouzivat jako pomocny.

At uz zvolime jakykoliv postup, nékdy musime premistit nejvétsi disk na sloup B. V tomto
okamziku musi byt na jiném sloupu samotny nejvétsi disk a vSechny ostatni disky na zby-
vajicim sloupu (viz obrdzek). Nabiz{ se tedy nejprve premistit disky 1,...,n—1z A na C,
pak presunout disk n z A na B a konecné prestéhovat disky 1,...,n — 1z C na B. Tim
jsme tedy problém presunu véze vysky n prevedli na dva problémy s vézi vysky n — 1.

(1> Oni to Fikali spis$ latinsky: divide et impera.
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/\\

A B C

Obrazek 10.1: Stav hry pfi pfenaseni nejvétsiho disku (n = 5)

Ty ovSem muzeme vyfesit stejné, rekurzivnim zavolanim téhoz algoritmu. Zastavime se
az u véze vysky 1, kterou zvladneme premistit jednim tahem. Algoritmus bude vypadat
takto:

Algoritmus HANOJ
Vstup: Vyska véze n; sloupy A (zdrojovy), B (cilovy), C' (pomocny)
1. Pokud je n = 1, pfesuneme disk 1 z A na B.

2. Jinak:

3. Zavoldme HANOJ(n — 1; A, C, B).
4. Presuneme disk n z A na B.

5 Zavoldme HANOJ(n — 1;C, B, A).

0 1 2 3 4 5 6 7
All Al LIl Lj4 [14 JLL 4] JA]
| HaNoiJ(2; A, C, B) | A— B | HaNoJ(2;C, B, A) |

Obrazek 10.2: Prdbéh algoritmu HANOJ pron =3

Ujistéme se, ze néas algoritmus pfi prendseni vézi neporusi pravidla. Kdyz v kroku 3
presouvame disk z A na B, o vSech mensich discich vime, Ze jsou na vézi C, takZze na né
urc¢ité nic nepolozime. Taktéz nikdy nepouzijeme zadnou konfiguraci dvakrat. K tomu si
sta¢i uvédomit, ze se konfigurace navstivené béhem obou rekurzivnich volani lisi polohou
n-tého disku.
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Spocitejme, kolik tahti nds algoritmus spotfebuje. Pokud si ozna¢ime T'(n) pocet taht
pouzity pro véz vysky n, bude platit:

T(1) =1,
Tn)=2-T(n—1)+1.

Z tohoto vztahu okamzité zjistime, ze T'(2) = 3, T(3) = 7 a T(4) = 15. Nabizi se, Ze by
mohlo platit T'(n) = 2™ — 1. To snadno ovérime indukei: Pro n = 1 je tvrzeni pravdivé.
Pokud plati pro N — 1, dostaneme:

Tn)y=2-2"1'-1)+1=2-2""1-241=2"-1.

Casové sloZitost algoritmu je tedy exponencidlni. Ve cviceni [i] ale snadno ukézeme, ze
exponencialni pocet taha je nejlepsi mozny. Pro n = 64 proto mnisi budou pracovat
minimalné 264 ~ 1.84 - 10'° dni, takze konce svéta se alespoii po nejbliz§ich par biliard
let nemusime obévat.

Cviceni
1. Dokazte, ze algoritmus HANOJ je nejlepsi mozny, ¢ili ze 2" — 1 taht je opravdu
potieba.

.....

disky pi{mo ze sloupu A na B nebo opacéné (kazdy presun se tedy musi uskutecénit
pres sloup C). I nyni je problém TeSitelny. Jak a s jakou ¢éasovou sloZitosti?

3. Dokazte, Ze algoritmus z pfedchoziho cvi¢eni navstivi kazdé korektni rozmisténi diski
na sloupy (tj. takové, v némz nikde nelez{ vétsi disk na mensim) pravé jednou.

4. Vymyslete algoritmus, ktery pro zadané rozmisténi diskdl na sloupy co nejrychleji
premisti vSechny disky na libovolny jeden sloup.

5% Navrhnéte takové feSeni Hanojskych vézi, které misto rekurze bude umét z porado-
vého ¢isla tahu rovnou urcit, ktery disk presunout a kam.

10.2 T¥idéni slévanim - Mergesort

Zopakujme si, jakym zptusobem jsme vytesili ilohu z minulé kapitoly. Nejprve jsme ji roz-
lozili na dvé tlohy mensi (véZe vysky n—1), ty jsme vyfesili rekurzivné, a pak jsme z jejich
vysledkt pridanim jednoho tahu utvorili vysledek tlohy ptvodni. Podivejme se nyni, jak
se podobny pristup osvéd¢i na problému tiidéni posloupnosti. Ukdzeme rekurzivni verzi
trident slévdnim — algoritmu Mergesort z oddilu E
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Dostaneme-li posloupnost n prvki, jisté ji muzeme rozdélit na dveé ¢asti poloviéni délky
(feknéme prvnich |n/2] a zbyvajicich [n/2] prvki). Ty setfidime rekurzivnim zavola-
nim téhoz algoritmu. Setridéné poloviny posléze slijeme dohromady do jedné set¥idéné
posloupnosti a mame vysledek. Kdyz jesté oSetrime trividlni pripad n = 1, aby se nam
rekurze zastavila (na to nenf radno zapominat), dostaneme néasledujici algoritmus.

Algoritmus MERGESORT (rekurzivni t¥idén{ slévanim)

Vstup: Posloupnost ay, ..., a, k setfidéni
1. Pokud n =1, vratime jako vysledek b; = a; a skoncime.
2. X1,...,%|p2| & MERGESORT(ay,...,a|n/2])
3. Y1, -, Y[ny2] < MERGESORT (G| /2|41, - 0n)

4. by,..., b, MERGE(J’Jl,. <y T n/2]5 Y1y ay(n/ﬂ)
Vistup: Settidéna posloupnost by, ..., b,

Procedura MERGE mé na vstupu dva vzestupné setiidéné sousedici tseky prvkia v poli
a provadi samotné jejich slévani do jediného settidéného tseku. Byla popsidna v oddilu
E a pripomeneme jen, ze ma linedrni casovou slozitost vzhledem k délce slévanych tseku
a vyzaduje linearné velkou pomocnou pamét ve formé pomocného pole.

Rozbor sloZitosti

Spocitejme, kolik ¢asu tiidénim stravime. Slévani ve funkci MERGE ma linearni ¢asovou
slozitost. Slozitost samotného tridéni mizeme popsat takto:

T(1) =1,
T(n)=2-T(n/2) + cn.

Prvni rovnost ndm popisuje, co se stane, kdyz uz v posloupnosti zbyva jediny prvek.
Dobu trvani této operace jsme si pritom zvolili za jednotku c¢asu. Druhd rovnost pak
odpovida ,zajimavé“ ¢asti algoritmu. Cas cn potfebujeme na rozdéleni posloupnosti a sliti
setfidénych kusi. Mimo to voldme dvakrat sebe sama na vstup velikosti n/2, coz pokazdé
trvd T'(n/2). (Zde se dopoustime malého podvidku a predpokldddme, Ze n je mocnina
dvojky, takze se nemusime starat o zaokrouhlovani. V oddﬂuuvidime7 ze to opravdu
neuskodi.)

Jak tuto rekurentni rovnici vyfesime? Zkusme v druhém vztahu za T'(n/2) dosadit podle
téze rovnice:

T(n)=2-(2-T(n/4)+cn/2)+cn =
=4-T(n/4)+ 2cn.
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To muzeme déle rozepsat na:
T(n)=4-(2-T(n/8) + cn/4) + 2cn =8-T(n/8) + 3cn.

Vida, prava strana se chovd pomeérné pravidelné. Mizeme obecné popsat, ze po k roze-
psénich dostaneme:

T(n) = 2% - T(n/2%) + ken.
Nyni zvolme k tak, aby n/2* bylo rovno jedné, ¢ili k = log, n. Dostaneme:

T(n) = Qlogzm T(1)+logyn-cn =

=n+ cnlogy n.

Casova, slozitost Mergesortu je tedy ©(nlogn), stejné jako u nerekurzivni verze. Jaké
méa pamétové naroky? Nerekurzivni Mergesort vyzadoval linearné velké pomocné pole na
slévani. Pojdme dokdzat, Ze ndm linedrni{ mnoZstvi pomocné paméti (to je pamét, do které
nepocitame velikost vstupu a vystupu) také tplné stadi.

Zavolame-li funkci MERGESORT na vstup velikosti n, potfebujeme si pamatovat lokal-
ni proménné této funkce (poloviny vstupu a jejich setfidéné verze — dohromady ©(n)
paméti) a pak také, kam se z funkce mame vratit (na to potfebujeme konstantni mnoz-
stvi paméti). Mimo to néjakou pamét spotiebuji obé rekurzivni volani, ale jelikoz vzdy
bézi nejvyse jedno z nich, staci ji zapocitat jen jednou. Opét dostaneme jednoduchou
rekurentni rovnici:

M(1) =1,
M(n) =dn+ M(n/2)

pro néjakou kladnou konstantu d. To ndm pro M (n) ddvé geometrickou fadu dn+dn/2 +
dn/4 + ..., kterd ma soucet ©(n). Prostorova slozitost je tedy opravdu linedrni.

Stromy rekurze

Nékdy je jednodussi misto pocitani s rekurencemi odhadnout slozitost tvahou o stro-
mu rekurzivnich voldni. Nakreslime strom, jehoz vrcholy budou odpovidat jednotlivym
poduloham, které fesime. Kofen je ptivodni tloha velikosti n, jeho dva synové podulohy
velikosti n/2. Pak nésleduji 4 podilohy velikosti n/4, a tak ddle az k listtim, coZ jsou pod-
tlohy o jednom prvku. Obecné i-t4 hladina bude mit 2 vrcholii pro podilohy velikosti
n/2¢, takze hladin bude celkem logy n.

Rozmysleme si nyni, kolik casu kde tréavime. Rozdélovani i slévani jsou linearni, takze
jeden vrchol na i-té hladiné spotiebuje éas ©(n/2"). Celd i-t4 hladina prispéje casem
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hladina vrcholi velikost celkem
0 1 N/ N
e > N2 N
e 4N LN L N4 N
loga N 000000 000000 N 1 N

Obrazek 10.3: Strom rekurze algoritmu MERGESORT

2t . 0(n/2") = O(n). Kdyz tento ¢as secteme pies viechny hladiny, dostaneme celkovou
¢asovou slozitost ©(nlogn).

Vsimnéte si, ze tento ,stromovy dikaz“ docela vérné odpovida tomu, jak jsme predtim
rozepisovali rekurenci. Situace po k-tém rozepsani totiz popisuje rez stromem rekurze na
k-té hladiné. Vyssi hladiny jsme jiz secetli, nizsi nas teprve cekaji.

I prostorové naroky algoritmu muzeme vycist ze stromu. V kazdém vrcholu potfebujeme
pamét linedrn{ s velikosti podiilohy, ve vrcholu na i-té hladiné tedy ©(n/2%). V paméti
je vzdy vrchol, ktery pravé zpracovavame, a vsichni jeho predci. Maximéalné tedy néjaka
cesta z korene do listu. SeCteme-li prostor zabrany vrcholy na takové cesté, dostaneme
O(n) +O(n/2) +O(n/4)+ ...+ O(1) = O(n).

Cviceni
1. Naprogramujte tfidéni seznamu pomoci Mergesortu. Jde to snaze rekurzivné, nebo
cyklem?

2. Popiste tiidici algoritmus, ktery bude vstup rozkladat na vice nez dvé ¢ésti a ty pak
rekurzivné tiidit. Mize byt rychlejsi nez nds Mergesort?

10.3 Nasobeni €isel - Karacubtiv algoritmus
P1i tfidéni metodou Rozdél a panuj jsme ziskali algoritmus, ktery byl sice elegantnéjsi
nez predchozi tridici algoritmy, ale mél stejnou ¢asovou slozitost. Pojdme se nyni podivat

na priklad, kdy ndm tato metoda pomize k efektivnéjsimu algoritmu. Ptijde o nasobeni
dlouhych éisel.
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Mgéjme n-cifernd ¢isla X a Y, kterd chceme vyndsobit. Rozdélime je na hornich n/2
a dolnich n/2 cifer (pro jednoduchost opét predpoklddejme, Ze n je mocnina dvojky).
Plati tedy:

X =A4-10"%+ B,
Y =C-10"2+D

pro néjaka (n/2)-cifernd ¢éisla A, B, C, D. Hledany souc¢in XY muZeme zapsat takto:

XY = AC - 10" + (AD + BC) - 10"/? + BD.

Nabizi se spocitat rekurzivné souc¢iny AC, AD, BC a BD a pak z nich slozit vysledek.
Skladani obnasi nékolik 2n-cifernych s¢itani a nékolik ndsobeni mocninou desitky, to druhé
oviem neni nic jiného, nez doplitovani nul na konec &sla. Resime tedy étyii podproblémy
polovicni velikosti a k tomu spotiebujeme linearni ¢as. Pro ¢asovou slozitost proto plati:

T(1) = 1,
T(n)=4-T(n/2)+ O(n).

Podobné jako minule, i zde k vyTeSeni rovnice staci rozmyslet si, jak vypadé strom rekur-
zivnich volani. Na jeho i-té hladiné se nachézi 4 vrcholt s podproblémy o n/2¢ cifrach.
V kazdém vrcholu tedy travime éas ©(n/2%) a na celé hladiné 4 - ©(n/2¢) = ©(2-n). Je-
likoz hladin je opét log, n, stravime jenom na posledni hladiné éas ©(2'°2™ . n) = O(n?).
Oproti béznému ,,skolnimu* nasobeni jsme si tedy viibec nepomohli.

hladina vrcholt velikost celkem
0 1 n/1 n
e A Lo o
RTINS 6 a4 oA
loggn 00000000 00000000 P

Obrazek 10.4: Prvni pokus o nasobeni rekurzi
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Po pocatecnim netspéchu se svého planu nevzddme, nybrz nahlédneme, Ze ze zminénych
C¢tyT ndsobeni polovi¢ni velikosti mizeme jedno usetfit. Kdyz vynasobime (A+B)-(C'+D),
dostaneme AC + AD + BC + BD. To se od zdvorky (AD + BC), kterou potiebujeme,
lisi jen o AC 4+ BD. Tyto dva ¢leny nicméné zname, takze je muzeme odeéist. Ziskdme
nasledujici formulku pro XY

XY = AC-10" + ((A+ B)(C + D) — AC — BD) - 102 + BD.
Casové slozitost se touto tpravou zméni nasledovné:
T(n)=3-T(n/2) + O(n).
Sledujme, jak se zménil strom: na i-té hladiné nalezneme 3¢ vrcholt s (n/2%)-cifernymi
problémy a jeho hloubka bude nadale ¢init log, n. Na i-té hladiné nyni dohromady travime

¢as O(n - (3/2)"), v soudtu pies viechny hladiny dostaneme:

T(n) = O(n- [(3/2° + (3/2)' +...(3/2)*%"]).

hladina vrcholu velikost celkem

1 n/1 n
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Obrazek 10.5: Strom rekurze algoritmu NASOB

Vyraz v hranatych zdvorkdch je geometrickd fada s kvocientem 3/2. Tu mizeme sedist
obvyklym zptusobem na

(3/2>1+10g2 n_1
3/2-1

Kdy# zanedbame konstanty, obdrzime (3/2)1°¢2™. To déle upravime na

(2log2(3/2))10g2n — 210g2(3/2)-10g2n _ (2log2n)log2(3/2) _ nlog2(3/2) — n10g2 3—1'
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Casova slozitost naseho algoritmu tedy ¢ini ©(n -n'°%23-1) = ©(nl°823) ~ O(n'*?). To je
jiz podstatné lepsi nez obvykly kvadraticky algoritmus. Paméti nam bude stacit linedrné
mnoho (viz cviceni .

Algoritmus NAsSOB (ndsobeni ¢isel — Karacubtiv algoritmus)

Vstup: n-ciferna ¢isla X a Y
1. Pokud n < 1, vratime Z = XY a skonc¢ime.

2. k=|n/2|

3. A« |X/10%|, B + X mod 10*
4. C <+ |Y/10¥], D < Y mod 10*
5. P« NAsoB(4,Q)

6. Q + NAsoB(B,D)

7. R+ NAsoB(A+ B,C + D)

8. Z+ P-10"+(R-P—-Q)-10F+Q
Vistup: Soucin Z = XY

Dodejme jesté, ze tento princip neni zddna novinka: objevil ho uz v roce 1960 Anato-
lij Alexejevi¢ Karacuba. Dnes jsou vsak znamé i rychlejsi metody. Ty jednodussi z nich
vyuzivaji podobny princip rozkladu na podproblémy, ovSem s vice ¢dstmi (cviceni E—E)
Pokrocilejsi algoritmy jsou pak casto zaloZeny na Fourierové transformaci, s niz se po-
tkdme v kapitole m Arnold Schénhage v roce 1979 ukézal, ze obdobnym zptisobem lze
dokonce dosahnout linearni ¢asové slozitosti. Nasobeni je tedy, alespon teoreticky, stejné
tézké jako sc¢itani a od¢itani. Ve cvicenich E—E navic odvodime, ze délit lze stejné rychle
jako nasobit.

Cviceni

1.

.....

drobné chybicka: ¢isla A + B a C’ + D mohou mit vice nez n/ 2 cifer, konkrétné
[n/2] + 1. Ukazte, Ze to Casovou slozitost algoritmu neovlivni.

Problému z predchoziho cviceni se lze také vyhnout jednoduchou tipravou algoritmu.
Misto (A + B)(C + D) pocitejte (A — B)(C — D).

Dokazte, Ze funkce NASOB m4 linearn{ prostorovou slozitost. (Podobnou tivahou jako
u Mergesortu.)

Algoritmus NASOB je sice pro velkd n rychlejsi nez gkolni ndsobeni, ale pro malé
vstupy se ho nevyplati pouzit, protoze rezie na rekurzi a spojovani mezivysledki bude
daleko vétsi nez cas spotiebovany kvadratickym algoritmem. Casto proto pomuze

,,zkT1zit“ chytry rekurzivni algoritmus s néjakym primitivnim. Pokud velikosti vstupu
klesne pod vhodné zvolenou konstantu ng, rekurzi zastavime a pouzijeme hrubou silu.
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HX

6 .**

T*

8 .**

9 .**
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Zkuste si takovy hybridni algoritmus pro nasobeni naprogramovat a experimentalné
zjistit nejvyhodnéjsi hodnotu hranice ng.

Zrychlete algoritmus NASOB tim, Ze budete &islo délit na tii ¢sti a rekurzivné poditat
pét soucini. Nazveme-li ¢asti ¢isla X po fadé Xs, X1, X a analogicky pro Y, budeme
pocitat tyto souciny:

Wy = XoYo,

Wi = (X2 + X1+ Xo)(Y2 + Y1 + Y0),

(X2 — X1+ Xo) (Y — Y1 +Yp),
(4X5 +2X1 + X0)(4Ys +2Y7 + Yp),
Wy = (4X2 — 2X7 + Xo)(4Ys — 2Y1 + Y)).

W, =
Wy =

Ukazte, ze soucin XY lze zapsat jako linearni kombinaci téchto mezivysledka. Jakou
bude mit tento algoritmus ¢asovou slozitost?

Pomoci ndpovédy k predchozimu cviceni ukazte, jak pro libovolné r > 1 ¢isla délit
na r + 1 ¢asti a rekurzivné pocitat 2r + 1 soucint. Co z toho plyne pro ¢asovou
slozitost ndsobeni? Miuze se hodit Kucharkova véta z nasledujiciho oddilu.

Z rychlého nasobeni mtzeme odvodit i efektivni algoritmus pro déleni. Hodi se k tomu
Newtonova iterac¢ni metoda feseni rovnic, zvand téz metoda tecen. Vyzkousime si ji na
vypoétu n cifer podilu 1/a pro 2"t < a < 2™. Uvazime funkci f(z) = 1/x — a. Tato
funkce nabyva nulové hodnoty pro = 1/a a jeji derivace je f'(z) = —1/2%. Budeme
vytvaret posloupnost aproximaci korene této funkce. Za pocateéni aproximaci xg
zvolime 27", hodnotu x;41 ziskdme z x; tak, ze sestrojime tecnu ke grafu funkce f
v bodé (z;, f(x;)) a vezmeme si z-ovou soutadnici pruseciku této tecny s osou z. Pro
tuto soutadnici plati z; 41 = x; — f(x;)/f'(x;) = 22; — ax?. Posloupnost xg, z1, T2, . ..
velmi rychle konverguje ke kofeni x = 1/a a k jejimu vypoctu staéi pouze séitani,
odcitani a nésobeni ¢isel. Rozmyslete si, jak timto zptsobem délit libovolné cislo
libovolnym.

Dokazte, ze newtonovské déleni z minulého cviceni nalezne podil po O(logn) itera-
cich. Pracuje tedy v ¢ase O(M(n)logn), kde M(n) je ¢as potfebny na vyndsobeni
dvou n-cifernych ¢isel.

Logaritmu v predchozim odhadu se lze zbavit, pokud funkce M (n) roste alespon
linedrné, ¢ili plati M(cn) = O(cM(n)) pro kazdé ¢ > 1. Staci pak v k-té iteraci
algoritmu poéitat pouze s 2°F)-cifernymi ¢isly, éimz slozitost klesne na O(M(n) +
Mn/2) + M(n/4)+...) =0(M(n)-(1+1/24+1/44+...)) = O(M(n)). Déleni je
tedy stejné tézké jako nésobeni.
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10. Prevod mezi soustavami: Mame n-ciferné Cislo v soustavé o zdkladu z a chceme
ho prevést do soustavy o jiném zdkladu. Ukazte, jak to metodou Rozdél a panuj
zvlddnout v ¢ase O(M(n)), kde M(n) je éas potfebny na ndsobeni n-cifernych ¢isel
v soustavé o novém zakladu.

10.4 Kucharkova véta o slozitosti rekurzivnich algoritmi

U predchozich algoritmt zalozenych na principu Rozdél a panuj jsme pozorovali nékolik
riiznych Easovych slozitosti: ©(2") u Hanojskych vézi, ©(nlogn) u Mergesortu a ©(n'9)
u nasobeni cisel. Hned se nabizi otazka, jestli v téchto slozitostech lze nalézt néjaky rad.
Pojdme to zkusit: Uvazme rekurzivni algoritmus, ktery vstup rozlozi na a podproblémi
velikosti n/b a z jejich vysledki slozi celkovou odpoved v case ©(n¢).t% Dovolime-li si
zamést zase pod rohozku pripadné zaokrouhlovani predpokladem, Ze n je mocninou ¢isla b,
bude pfislusna rekurence vypadat takto:

1,
a-T(n/b) +O(n°).

Pouzijeme osvédcenou metodu zalozenou na stromu rekurze. Jak tento strom vypada?
Kazdy vnitini vrchol stromu mé presné a synt, takze na i-té hladiné se nachazi a* vrcholu.
Velikost problému se zmensuje b-krat, proto na ¢-té hladiné lezi podproblémy velikosti
n/b'. Po log, n hladindch se tudiz rekurze zastavi.

Nyni poéitejme, kolik ¢asu kde stravime. V jednom vrcholu i-té hladiny je to ©((n/b")¢),
na celé hladiné pak ©(a’ - (n/b%)¢). Tento vyraz snadno upravime na O(n¢ - (a/b°)?), coz
v souctu pres vSechny hladiny da:

O - [(a/6)0 + (/) + ...+ (aft) =),

Vyraz v hranatych zavorkich je opét néjakd geometrickd fada, tentokrat s kvocientem
q = a/b°. Jeji chovani bude proto zdviset na tom, jak velky je kvocient:

® ¢ = 1: VSechny ¢leny fady jsou rovny jedné, takze se fada seCte na log, n + 1. Tomu
odpovida Casova slozitost T'(n) = O(n®logn). Tak se chova napiiklad Mergesort — na
vSech hladindch stromu se vykonava stejné mnozstvi préce.

® g < 1: T kdyby fada byla nekonec¢na, bude mit soucet nejvyse 1/(1 — ¢), a to je
konstanta. Dostaneme tedy T'(n) = ©(n¢). To znamend, Ze podstatnou ¢ast Casu

) Do tohoto schématu ndm nezapadaji Hanojské véze, ale ty jsou neobvyklé i tim, Ze jejich podproblémy
jsou jen o jednicku mensi nez ptivodni problém. Mimo to algoritmy s exponencidlni slozitosti jsou ponékud
nepraktické.
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travime v koreni stromu a zbytek je zanedbatelny. Algoritmus tohoto typu jsme jesté
nepotkali.

® ¢ > 1: Radu secteme na (¢'*1°%" —1)/(q¢ — 1) = O(¢'°®» "), dominantni je tentokrat
¢as traveny v listech. To jsme uz vidéli u algoritmu na nasobeni c¢isel, zkusme tedy
vyraz upravit obdobné:

a )logb n alOgb n blogb a-log, n

qlogb n o _ (E

bc)logb n bc-logb n

(blogb n)logb a nlogy a

(blogb n)c - ne

Vyjde ndm T'(n) = O(n® - ¢°8+ ") = Q(n!°g ).

Zbyva malickost: vymést zpod rohozky pripad, kdy n neni mocninou ¢isla b. Tehdy déleni
na podproblémy nebude iplné rovnomérné — nékteré budou mit velikost [n/b], jiné [n/b].
My se ale komplikovanému pocitani vyhneme néasledujici ivahou: oznacme si n~ nejblizsi
niZ& mocninu b a nt nejblizsl vyssl. JelikoZ casova sloZitost s rostoucim n jisté neklesa,
lezi T(n) mezi T(n~) a T(n™). JenZe n~ a n' se lis jen b-krat, coz se do T'(...) ve viech
trech typech chovan{ promitne pouze konstantou. Proto jsou T'(n™) i T'(n*) asymptoticky
stejné a takova musf byt i T'(n).

IA

Obrazek 10.6: Obecné n jsme sevieli mezin"an®

Zjistili jsme tedy, Ze hledand funkce T'(n) se vzdy chové jednim ze t¥{ popsanych zptisobii.
To muzeme shrnout do nasledujici ,,kucharkové® véty, znamé také pod anglickym nazvem
Master theorem.

3 To trochu pfipominé ,Vétu o policajtech® z matematické analyzy. Vlastné ikdme, ze pokud f(n) <
g(n) £ h(n) a existuje n&jakd funkce z(n) takovd, ze f(n) = O(z(n)) a h(n) = O(z(n)), pak také plati
g(n) = 0(z(n)).
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Véta (kucharka na feSeni rekurenci): Rekurentni rovnice T'(n) = a - T'(n/b) + O(n°),
T(1) = 1 méa pro konstanty a > 1,b > 1,¢ > 0 TeSeni:

e T(n) = O(n°logn), pokud a/b° = 1;
e T'(n) = O(n°), pokud a/b° < 1,
e T(n) = O(n'°®» %), pokud a/b¢ > 1.

Cviceni
1. Naleznéte néjaky algoritmus, ktery odpovidd druhému typu chovani (¢ < 1).

2*  VylepSete kucharkovou vétu, aby pokryvala i pripady, v nichZ se velikosti podpro-
blému lisi az o néjakou konstantu. To by se hodilo naptiklad u nasobeni ¢isel.

3*¥  Kucharka pro rizné hladové jedliky: Jak by véta vypadala, kdybychom problém délili

na nestejné velké ¢4sti? Tedy kdyby rekurence méla tvar T'(n) = T(51n) + T(B2n) +
co. + T(Ban) + O(n°).

4. Reste ,nekuchaikovou“ rekurenci 7'(n) = 27(n/2) + ©(nlogn), T(1) = 1.
5. Jind ,nekuchaikova® rekurence: T'(n) = n'/? - T(n!/?) + ©(n), T(1) = 1.

10.5 Nasobeni matic - Strassentlv algoritmus

ké objekty, zejména pak ¢tvercové matice. Pokud pocitame soucin dvou matic tvaru n xn
pfesné podle definice, potiebujeme ©(n3) kroki. Jak v roce 1969 ukazal Volker Strassen,
i zde déleni na mensi podproblémy prinasi ovoce v podobé rychlejsiho algoritmu.

Nejprve si rozmyslime, ze sta¢i umét nasobit matice, jejichz velikost je mocnina dvojky.
Jinak stac¢i matice doplnit vpravo a dole nulami a nahlédnout, ze vynasobenim takto
oramovanych matic ziskame stejnym zptsobem oramovany soucin pivodnich matic. Navic
oramované matice obsahuji nejvyse ctyrikrat tolik prvki, takze se nemusime obavat, ze
bychom tim algoritmus podstatné zpomalili.

Méjme tedy matice X a Y, obé tvaru n x n pro n = 2¥. Rozdélime je na étvrtiny — bloky
tvaru n/2 x n/2. Bloky matice X oznac¢ime A az D, bloky matice Y nazveme P az S.
Pomoci téchto blokti mizeme snadno zapsat jednotlivé bloky soucinu X - Y:

x.y_(A BY. (P Q\_(AP+BR AQ+BS
“\¢ p)'\R §) " \CcP+DR CQ+DS)

Tento vztah vlastné vypada tuplné stejné jako klasickd definice nasobeni matic, jen zde
jednotliva pismena nezastupuji ¢isla, nybrz bloky.
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Jedno nasobeni matic n X n jsme tedy prevedli na 8 nasobeni matic polovi¢ni velikosti
a rezii ©(n?). Letmym nahlédnutim do kuchaikové véty z minulé kapitoly zjistime, Ze
vznikne opét kubicky algoritmus. (Pozor, obvykla terminologie je tu ponékud zavadéjici
— n zde neznaéi velikost vstupu, nybrz pocet fadktt matice; vstup je tedy velky n2.)

Stejné jako u nasobeni ¢isel nas zachrani, ze dovedeme jedno nésobeni usetfit. Jen pii-
slusné formule jsou daleko komplikovanéjsi a pfipominaji kralika vytazeného z klobouku.
Neprozradime vam, jak kouzelnik pan Strassen svij trik vymyslel (sami nezndme zadny
systematicky postup, jak na to prijit), ale kdyz uz vzorce zndme, neni tézké ovérit, Ze
opravdu funguji (viz cviceni). Formulky vypadaji takto:

X.y = T+ Ty —T5+ 17 T5+Ts
T+ 1T, Ty T +T3+Ts
kde:
T, =(A+D) - (P+5) Ts=(A+B)-S
T,=(C+D)-P Ts=(C—-A)-(P+Q)
IT3=A-(Q-09) T7=(B—-D) - (R+5)
T,=D- (R~ P)

Stac¢i ndm tedy provést 7 ndsobeni mensich matic a 18 maticovych soucti a rozdilu.
Souéty a rozdily umfime poéitat v case ©(n?), takze Easovou slozitost celého algoritmu
bude popisovat rekurence T'(n) = 77(n/2)+0(n?). Podle kuchaikové véty je jejim Fesenim
T(n) — @(nlog? 7) ~ @(n2'807).

Pro ﬁplnost dodejme ie jsou znémy i efektivnéjsi algoritmy, které jsou ovéem mnohem

vvvvv

Galltiv z roku 2014) dosahuje slozitosti cca ©(n?373) a obecné se soudl, 7e k ©(n?) se lze
libovolné priblizit.

Cviceni

1.  Dokazte Strassenovy vzorce. Navod:

+ - - F S
Ty =\ Ty=| ... Ts=| .7 Ty =| "%
+ - — - C =
+‘ ..
TW+Ty—Ts+T;=|..".|= AP+ BR.
2. Tranzitivnd uzdvér orientovaného grafu s vrcholy {1,...,n} je nula-jedni¢kovd mati-

ce T tvaru n x n, kde T,,,, = 1 pravé tehdy, kdyz v grafu existuje cesta z vrcholu u

248



— 10.6 Rozdél a panuj — Hledéni k-tého nejmensiho prvku — Quickselect

do vrcholu v. Ukazte, ze umime-li ndsobit matice n x n v ¢ase O(n*), mizeme vy-
pocitat tranzitivni uzavér v éase O(n“ logn). Inspirujte se cvicenim z kapitoly
o grafech.

10.6 Hledani k-tého nejmensiho prvku - Quickselect

Pii pouziti metody Rozdél a panuj se nékdy ukaze, ze nékteré z casti, na které jsme
vstup rozdélili, nemusime vibec zpracovavat. Typickym prikladem je nasledujici algorit-
mus na hledani k-tého nejmensiho prvku posloupnosti.

Dostaneme-li na vstupu néjakou posloupnost prvki, jeden z nich si vybereme a budeme
mu fikat pivot. Zadané prvky poté ,rozhrneme* na tii ¢asti: doleva pujdou prvky mensi
nez pivot, doprava prvky vétsi nez pivot a uprostred zustanou ty, které se pivotovi rovnaji.
Tyto ¢asti budeme znacit po radé L, P a S.

Kdybychom posloupnost setfidili, musi v ni vystupovat nejdrive vSechny prvky z levé
Césti, pak prvky z ¢dsti stfedni a konecné ty z pravé. Pokud je tedy k < |L|, musi se
hledany prvek nalézat nalevo a musi tam byt k-ty nejmensi (Zddny prvek z jiné ¢asti ho
nemohl pfedbéhnout). Podobné je-li |L| < k < |L| + |S|, padne hledany prvek v setfidéné
posloupnosti tam, kde lezi S, a tedy je roven pivotovi. A konecné pro k > |L| + |S| se
musi nachazet v pravé ¢dsti a musi tam byt (k — |L| — |S|)-t§ nejmensi.

Ze tri casti vstupu jsme si tedy vybrali jednu a v ni opét hleddme nékolikaty nejmensi
prvek, na coz samoziejmé pouzijeme rekurzi. Vznikne néasledujici algoritmus, obvykle
znamy pod nazvem Quickselect:

Algoritmus QUICKSELECT (hleddn{ k-tého nejmensiho prvku)

Vstup: Posloupnost prvka X = z1,...,2, acislo k (1 <k <n)
1. Pokud n =1, vratime y = x; a skoncime.

p < néktery z prvkl 1, ..., z, (pivot)

L + prvky v X, které jsou mensi nez p

P < prvky v X, které jsou vétsi nez p

S < prvky v X, které jsou rovny p

Pokud k < |L|, pak y < QUICKSELECT(L, k).

Jinak je-li k < |L| + |S|, nastavime y < p.
8. Jinak y < QUICKSELECT(P, k — |L| —|S5)).

Vistup: y = k-ty nejmensi prvek v X

NS N
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Spravnost algoritmu je evidentni, ale jak to bude s ¢asovou slozitosti? Pokazdé stravime
linearni ¢as rozdélovanim posloupnosti a pak se zavolame rekurzivné na mensi vstup.
O kolik mensi bude, to zavisi zejména na volbé pivota. Jestlize si ho budeme vybirat
nesikovné, naptiklad jako nejvétsi prvek vstupu, skonci n — 1 prvka nalevo. Pokud navic
bude k = 1, budeme se rekurzivné volat vzdy na tuto obii levou cast. Ta se pak opét
zmensi pouze o jednicku a tak dale, takZe celkovd ¢asové slozitost vyjde ©(n) + ©(n —
1) +...+0(1) = 0(n?).

Obecnéji pokud rozdélujeme vstup nerovnomérné, hrozi nam, ze nepiitel zvoli k tak, aby
nas vzdy vehnal do té vétsi c¢asti. Idedlni obranou by tedy pochopitelné bylo volit za
pivota medidn posloupnosti.(*) Tehdy bude nalevo i napravo nejvyse n/2 prvku (alespon
jeden je uprostied) a at uz si béhem rekurze vybereme levou nebo pravou ¢ést, n bude
exponencialné klesat. Algoritmus pak dobéhne v ¢ase O(n) + ©(n/2) + O(n/4) + ... +
O(1) = O(n).

Medidn ovSsem neni jedinym pivotem, pro kterého algoritmus pobézi linearné. Zkusme za
pivota zvolit , skoromediin“ — tak budeme tikat prvku, ktery lezi v prostfednich dvou
¢tvrtindch setfidéné posloupnosti. Tehdy bude nalevo i napravo nejvyse 3/4 - n prvka
a velikost vstupu bude opét exponencialné klesat, byt o chlup pomaleji: ©(n) + ©(3/4 -
n)+0((3/4)? - n)+ ...+ 6(1). To je opét geometrickd fada se souctem O(n).

Ani medién, ani skoromedian bohuZel neumime rychle najit. Jakého pivota tedy v algo-
ritmu pouzivat? Ukazuje se, Ze na tom prilis nezdlezi — miizeme zvolit tieba prvek x|,z
nebo si hodit kostkou (totiz pseudondhodnym generdtorem) a vybrat ze vSech z; ndhodné.
Algoritmus pak bude mit prumérné linedrni ¢asovou slozitost. Co to presné znamend a jak
to dokazat, odlozime do kapitoly E V praxi tento pristup kazdopadné funguje vytecné.

Prozatim se spokojime s intuitivnim vysvétlenim: Alespon polovina vSech prvku jsou
skoromedidny, takze pokud se budeme trefovat ndhodné (nebo pevné, ale vstup bude
,dobfe zamichany“), Casto se strefime do skoromedidnu a algoritmus bude ,postupovat
kuptfedu“ dostatecné rychle.

Cvic¢eni
1. Proc¢ navrhujeme volit za pivota prvek x|, 2|, a ne tieba x1 nebo x,,?

2. Student Stoura si misto skoromedidnt za pivoty voli ,,skoroskoromediany*, které lezi
v prostiednich Sesti osmindch vstupu. Jaké dosahuje ¢asové slozitosti?

3. Jak by dopadlo, kdybychom na vstupu dostali posloupnost redlnych cisel a jako
pivota pouzivali aritmeticky prumeér?

4 Medidn je prvek, pro ktery plati, ze nejvyse polovina prvkii je mensi nez on a nejvyse polovina vétsf;
tuto vlastnost mé [(n+ 1)/2|-ty a [(n + 1)/2]-ty nejmensi prvek.
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4. Uvédomte si, ze binarni vyhledavani je také algoritmus typu Rozdél a panuj, v némz
velikost vstupu exponencialné klesa. Spocitejte jeho casovou slozitost metodami z té-
to kapitoly. Cim se lisi od Quickselectu?

10.7 Jesté jednou tfidéni - Quicksort

Rozdélovani vstupu podle pivota, které se osvédcilo v minulé kapitole, mizeme pouzit
i ke tridéni dat. Pfipomenme, ze rozdélime-li vstup na levou, pravou a stfedni ¢ast, bu-
dou v setfidéné posloupnosti vystupovat nejdiive prvky z levé c¢asti, pak ty z prostredni
a nakonec prvky z casti pravé. Muzeme tedy rekurzivné setiidit levou a pravou cCast
(prostiedni je sama od sebe setfidénd), pak ¢asti poskladat ve spravném poradi a ziskat
set¥idénou posloupnost. Tomuto t¥idicimu algoritmu se ¥ké Quicksort.(®

Algoritmus QUICKSORT
Vstup: Posloupnost prvka X = zq,...,z, k setridéni
1. Pokud n < 1, vratime Y = X a skoncime.
p < néktery z prvka 1, ...,z, (pivot)
L + prvky v X, které jsou mensi nez p
P < prvky v X, které jsou vétsi nez p
S + prvky v X, které jsou rovny p
Rekurzivné settidime ¢asti:
L < QUICKSORT(L)
P < QUICKSORT(P)
9. Slepime casti za sebe: Y < L, S, P.
Vistup: Settidéna posloupnost Y

© NS oA

Dobrou predstavu o rychlosti algoritmu nam jako obvykle da strom rekurzivnich volani.
V kofeni mame cely vstup, na prvni hladiné jeho levou a pravou ¢ast, na druhé hladiné levé
a pravé Casti téchto casti, a tak dale, az v listech triviadlni posloupnosti délky 1. Rekurzivni
volani na vstup nulové délky do stromu kreslit nebudeme a rovnou je zabudujeme do jejich
otc.

Jelikoz rozklddani vstupu i skladani vysledku jisté pokazdé stihneme v linedrnim case,
travime v kazdém vrcholu ¢as ptimo tmérny velikosti prislusného podproblému. Pro li-
bovolnou hladinu navic plati, ze podproblémy, které na ni lezi, maji dohromady nejvyse n

®) Za jménem se Casto skryva piibéh. Quicksort (coz znamend ,Rychlotiidi¢“) ptisel ke svému jménu
tak, ze v roce 1961, kdy vznikl, byl prvnim tfidicim algoritmem se slozitosti O(nlog n) aspon v priméru.
Dodejme jesté, ze jeho objevitel Anthony Hoare byl pozdéji anglickou krdlovnou povysen na rytite mimo
jiné za zasluhy o informatiku.
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s vz

prvki — vznikly totiz rozdélenim vstupu na disjunktni ¢asti a jesté se ndm pri tom nékteré
prvky (pivoti) poztracely. Na jedné hladiné proto travime cas O(n).

Tvar stromu a s nim i ¢asova slozitost samoziejmé opét stoji a padaji s volbou pivota.
Pokud za pivoty volime medidny nebo alespon skoromedidny, klesaji velikosti podproblé-
mil exponencidlné (na i-té hladiné O((3/4)° - n)), takZe strom je vyvdZeny a md hloubku
O(logn). V souctu pres vSechny hladiny proto ¢asova slozitost ¢ini O(nlogn).

Jestlize naopak volime pivoty nestastné jako (Feknéme) nejvétsi prvky vstupu, oddéli se
na kazdé hladiné od vstupu jen tsek o jednom prvku a hladin bude ©(n). To povede
na kvadratickou casovou slozitost. Horsi pripad jiz nenastane, nebot na kazdé hladiné
prijdeme alespon o prvek, ktery se stal pivotem.

Obrazek 10.7: Quicksort pfi dobré a Spatné volbé pivota

Podobné jako u Quickselectu, i zde je mnoho ,,dobrych® pivott, se kterymi se algoritmus
chové efektivné (alespon polovina prvku jsou skoromedidny). V praxi proto opét funguje
spoléhat na ndhodny generdtor nebo dobfe zamichany vstup. V kapitole pak vypoc-
teme, ze Quicksort s ndhodnou volbou pivota mé ¢asovou slozitost O(nlogn) v prumeéru.

Quicksort v praxi

Zévérem si dovolme kratkou poznamku o praktickych implementacich Quicksortu. Acko-
liv tento algoritmus mezi ostatnimi tiidicimi algoritmy na prvni pohled ni¢im nevynika,
u vétsiny prekladact se v roli standardni funkce pro tridéni setkate pravé s nim. Du-
vodem této nezvyklé popularity neni mdda, nybrz praktické zkusenosti. Dobfe vyladéna
implementace Quicksortu totiz na redlném pocitaci bézi vyrazné rychleji nez jiné tiidici
algoritmy.

Cesta od naseho pomérné obecné formulovaného algoritmu k takto propracovanému pro-
gramu je samoziejmeé slozitd a vyzaduje mimo mistrného zvladnuti programéatorského
femesla i detailni znalost konkrétniho pocitace. My si ukazeme alespon prvni kroky této
cesty.
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Predevsim Quicksort upravime tak, aby prvky zbytecné nekopiroval. Vstup dostane jako
ostatni tridici algoritmy v poli a pak bude pouze prohazovat prvky uvniti tohoto pole.
Rekurzivné tedy budeme t¥idit rizné useky spolecného pole. Kterym tisekem se mame
pravé zabyvat, vymezime snadno indexy krajnich prvki. Levy okraj tiseku (ten blize
k zadatku pole) budeme znaéit ¢, pravy pak r.

Rozdélovani se zjednodusi, budeme-li vstup délit jen na dvé c¢asti namisto t¥i — prvky
rovné pivotovi mohou bez jmy na korektnosti ptijit jak nalevo, tak napravo. Budeme
postupovat nésledovné: Pouzijeme dva indexy ¢ a j. Prvni z nich bude prochézet tridé-
nym usekem zleva doprava a preskakovat prvky, které maji zistat nalevo; druhy index
pujde zprava doleva a bude preskakovat prvky pattici do pravé ¢asti. Levy index se tudiz
zastavi na prvnim prvku, ktery je vlevo, ale patii doprava; podobné pravy index se za-
stavi na nejblizsim prvku vpravo, ktery patii doleva. Stac¢i pak tyto dva prvky prohodit
a pokracCovat stejnym zpusobem dél, az se indexy setkaji.

<p >p

Obrazek 10.8: Quicksort s rozdélovanim na misté

Nyni méme obé casti ulozené v souvislych tsecich pole, takze je mtzeme rekurzivné
setridit. Navic se tyto tseky vyskytuji presné tam, kde maji lezet v setfidéné posloupnosti,
takze ,;slepovaci® krok [ ptiivodniho Quicksortu mitizeme zcela vynechat.

Algoritmus QUICKSORT?2
Vstup: Pole P[1...n], indexy £ a r tseku, ktery tfidime
1. Pokud ¢ > r, ihned skonéime.

2. p <+ néktery z prvka P[{],..., P[r] (pivot)
3. i=10j=r

4. Dokud i < j, opakujeme:

5. Dokud P[i] < p, zvySujeme i o 1.

6. Dokud P[j] > p, sniZzujeme j o 1.

7. Je-li ¢ < j, prohodime P[i] a P[j].

8. Je-lii < j,pak i i+1,5+ j—1.
9. Rekurzivné setiidime casti:
10. QUICKSORT2(P, ¢, j)

11. QUICKSORT2(P,,71)
Vigstup: Usek P[0...r] je setiidén
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Popsanymi dpravami jsme jisté nezhorsili casovou slozitost: V krocich E—E zpracujeme
kazdy prvek tseku nejvyse jednou, celkové tedy rozdélovanim travime cas linearni s délkou
useku, s ¢imz nase analyza casové slozitosti pocitala. Naopak jsme se zbavili zbyteéného
kopirovani prvka do pomocné paméti. Dalsi mozna vylepseni ponechavame Ctenafi jako
cviceni s ndpovédou.

Cviceni

1.  Rozmyslete si, ze procedura QUICKSORT2 je korektni. Zejména si uvédomte, co se
stane, kdyz si jako pivota vybereme nejmensi nebo nejvétsi prvek iseku nebo kdyz
dokonce budou vsechny prvky v tiseku stejné. Ani tehdy béhem krokﬁE—E nemohou
indexy 1,7 opustit t¥idény tsek a kazdéd z ¢asti, na které se rekurzivné zavoldme,
bude ostfe mensi nez puvodni vstup.

2. Vlastni zdasobnik: Abyste netravili tolik ¢asu rekurzivnim voldnim a preddvanim para-
metri, nahradte rekurzi svym vlastnim zasobnikem, na kterém si budete pamatovat
zacatky a konce useki, které jesté zbyva setridit.

3. Setrime paméti: VylepSete postup z minulého cvi¢eni tak, Ze dvojici rekurzivnich
volani v krocichﬂ aE nahradite ulozenim vétsiho tiseku na zasobnik a pokracovanim
tridénim mensiho tseku. Dokazte, Ze po této tpravé muze byt v libovolny okamzik
na zasobniku jen O(logn) tsekt. Tim mnoZstvi potfebné pomocné paméti kleslo
z linedrniho na logaritmické.

4.  Vcas se zastavime: Podobné jako pfi nasobeni cisel (cviéeni se u Quicksortu
hodi zastavit rekurzi pred¢asné (pro n mensi nez vhodna konstanta ng) a prepnout
na néktery z kvadratickych t¥idicich algoritmu. Vyzkousejte si pro svij konkrétni
program najit hodnotu ng, se kterou pobézi nejrychleji.

5. Medidn ze tri: Oblibeny trik na vybér pivota je spocitat medidn z prvniho, pro-
stredniho a posledniho prvku tseku. Predpoklddame-li, Ze na vstupu dostaneme
nahodnou permutaci cisel 1,...,n, jaka je pravdépodobnost, ze takovy pivot bude
skoromedianem? S jakou pravdépodobnosti bude minimem?

10.8 k-ty nejmensi prvek v linedrnim c¢ase

Algoritmus Quickselect pro hledani k-tého nejmensiho prvku, ktery jsme potkali v kapi-
tole pracuje v linedrnim case pouze prumérné. Nyni ukazeme, jak ho upravit, aby
tuto ¢asovou slozitost mél i v nejhorsim pripadé. Jediné, co zménime, bude volba pivota.

Prvky si nejprve seskupime do pétic (neni-li posledni pétice tiplnd, doplnime ji ,neko-
neéné velkymi“ hodnotami). Poté nalezneme medidn kazdé pétice a z téchto medidnt
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rekurzivnim zavolanim naseho algoritmu spocitame opét median. Ten pak pouzijeme jako
pivota k rozdéleni vstupu na levou, stfedni a pravou ¢ast a pokracujeme jako v pivodnim
Quickselectu. Cely algoritmus bude vypadat takto:

Algoritmus LINEARSELECT (k-ty nejmensi prvek v linedrnim Case)
Vstup: Posloupnost prvka X = z1,...,2, a¢islo k (1 <k <n)

1. Pokud n <5, dlohu vyfesime trividlnim algoritmem.
Prvky rozdélime na pétice P, ..., Pp, /51
Spocitame medidny pétic: m; < median P;.
Najdeme pivota: p <= LINEARSELECT (1.1, ..., M, /51; [n/10]).
L, P, S + prvky z X, které jsou mensi nez p, vétsi nez p, rovny p.
Pokud k < |L|, pak y <— LINEARSELECT(L, k).
Jinak je-li k < |L| + |S|, nastavime y < p.

8. Jinak y < LINEARSELECT(P, k — |L| — |S5)).
Vistup: y = k-ty nejmensi prvek v X

NS N

Abychom chovani algoritmu pochopili, uvédomime si nejdrive, ze vybrany pivot neni prilis
daleko od medidnu celé posloupnosti X. K tomu ndm pomiize obrazek.

o oo ofc oo o o|zP
"5 o0o0olooo oo
' (6<0<0<0e%0<0<0<0)
z ©0000O0O0O0O

O O 0O 0O o O o O O
Obrazek 10.9: Pétice a jejich mediany

Prekreslime do néj vstup a kazdou pétici usporadame zdola nahoru. Mediany pétic tedy
budou lezet v prostfednim fadku. Pétice jesté prehazime tak, aby jejich medidny rostly
zleva doprava. (Pozor, algoritmus nic takového nedéld, pouze my pii jeho analyze!) Navic
budeme pro jednoduchost predpokladat, ze pétic je lichy pocet a ze vsechny prvky jsou
navzajem razné.

N4&S pivot (medidn medidnti pétic) se tedy na obrazku nachdz{ presné uprostied. Medidny
vSech pétic, které lezi napravo od néj, jsou proto vétsi nez pivot. VSechny prvky umisténé
nad nimi jsou jesté vétsi, takze cely obdélnik, jehoz levym dolnim rohem je pivot, padne
v nasem algoritmu do ¢asti P nebo S. Pocitejme, kolik obsahuje prvka: Vsech pétic je
n/5, polovina z nich ([n/10] pétic) zasahuje do naseho obdélniku, a to tfemi prvky. To

255



— 10.8 Rozdél a panuj — k-ty nejmensi prvek v linedrnim case

celkem dévéd alesponi 3/10 - n prvki, o kterych s jistotou vime, Ze se neobjevi v L. Levd
¢ast proto méfi nejvyse 7/10 - n.

Podobné nahlédneme, zZe napravo je také nejvyse 7/10 - n prvka — staéi uvazit obdélnik,
ktery se rozprostird od pivota doleva doli. Vsechny jeho prvky lezi v L nebo S a opét
jich je minimélné 3/10 - n.

Tato tivaha ndm pomiize v odhadu casové slozitosti:

® Rozdélovani na pétice a pocitani jejich mediant je linedrni — pétice jsou konstantné
velké, takze medidn jedné spocitdme sebehloupéjsim algoritmem za konstantni c¢as.

® Déleni posloupnosti na ¢asti L, P a S a rozhodovani, do které z ¢asti se vydat, trva

také ©(n).
e Poprvé zavoldme LINEARSELECT rekurzivné ve i} kroku na n/5 prvk.

® Podruhé ho zavolame v kroku [l nebo |} a to na levou nebo pravou ¢ast vstupu. Jak
uz vime, kazdé z nich méfi nejvyse 7/10 - n.

Pro casovou slozitost v nejhorsim pripadé proto dostaneme nésledujici rekurentni rovnici
(konstant jsme se zbavili vhodnou volbou jednotky casu):

Metody z pfedchozich kapitol jsou na vyfeseni této rekurence kratké (s vyjimkou obecného
postupu z cviceni [L0.4.3). Pomuze ndm védlecna lest: uhodneme, ze T'(n) = cn, a ovéfime
dosazenim, Ze existuje takova konstanta c, pro kterou tato funkce nasi rekurenci spliuje:

ecn=1/5-ecn+7/10-cn+n =
=9/10-cn + n.

Tato rovnost plati pro ¢ = 10. Nas algoritmus tedy opravdu hledd k-ty nejmensi prvek
v linedrnim case.

Nyni bychom mohli upravit Quicksort, aby jako pivota pouzival median spocitany timto
algoritmem. Pak by t¥idil v éase O(nlogn) i v nejhorsim pripadé. PFilis prakticky ta-
kovy algoritmus ale neni. Jak asi tusite, nase dvojité rekurzivni hledani medidnu je sice
asymptoticky linearni, ale konstanty, které v jeho slozitosti vystupuji, nejsou zrovna malé.
Byva proto uzitecnéjsi volit pivota ndhodné a smirit se s tim, ze obcas promarnime jeden
prichod kvili nesikovnému pivotovi, nez si tiidéni stale brzdit dimyslnym vybiranim
kvalitnich pivoti.
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Cviceni

1.

HX

Rozmyslete si, ze nasemu algoritmu nevadi, kdyz prvky na vstupu nebudou navzajem
ruzné.

Upravte funkci LINEARSELECT tak, aby si vystacila s konstantné velkou pomocnou
paméti. Prvky ve vstupnim poli muzete libovolné preskupovat.

Jak bude vypadat strom rekurzivnich volani funkce LINEARSELECT? Kolik bude mit
listu? Jak dlouha bude nejkratsi a nejdelsi vétev?

Pro¢ pfi vybirani k-tého nejmensiho prvku pouzivime zrovna pétice? Fungoval by
algoritmus s trojicemi? Nebo se sedmicemi? Byl by pak stéle linearni?

Na medidn se muzeme divat také tak, Ze je to ,patnik“ na puli cesty od minima
k maximu. Jinymi slovy, mezi minimem a medidnem lezi priblizné stejné prvku ja-
ko mezi medidnem a maximem. Co kdybychom chtéli mezi minimum a maximum
co nejrovnomeérnéji rozmistit vice patnika?

Presnéji: pro n-prvkovou mnozinu prvki X a éislo € (0 < € < 1) definujeme e-sit
jako posloupnost min X = z9 < 21 < ... < z[1/e] = max X prvka vybranych z X
tak, aby se mezi x; a x;41 vzdy nachézelo nejvyse en prvku z X. Pro e = 1/2 tedy
pocitdme minimum, medidn a maximum, pro € = 1/4 pfiddme prvky ve ¢tvrtindch,
..., aprie=1/n uz tiidime.

Slozitost hledani e-sité se tedy v zavislosti na hodnoté € bude pohybovat mezi O(n)
a O(nlogn). Najdéte algoritmus s ¢asovou slozitosti O(nlog(1/¢)).

Je dano n-prvkové pole, ve kterém jsou za sebou dvé vzestupné setridéné posloupnosti
(ne nutné stejné dlouhé). Navrhnéte algoritmus, ktery najde medidn sjednocen{ obou
posloupnosti v sublinedrnim case. (Lze Fesit v ¢ase O(logn).)

10.9 Dalsi cvi¢eni

2%

Spletity kabel: Méjme dlouhy kabel, z jehoz obou koncti vystupuje po n dratech.
Kazdy drat na levém konci je propojen s pravé jednim na konci druhém a my chceme
zjistit, ktery s kterym. K tomu miZzeme pouzivat nasledujici operace: (1) privést
napéti na dany drat na levém konci, (2) odpojit napéti z daného drétu na levém
konci, (3) zméfit napéti na daném dratu na pravém konci. Navrhnéte algoritmus,
ktery pomoci téchto operaci zjisti, co je s ¢im propojeno. Snazte se pocet operaci
minimalizovat.

Naleznéte neadaptivni feseni predchoziho cviceni, tedy takové, v némz polozené do-
tazy nezavisi na vysledcich predchozich dotazu.
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6

T*
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Dokazte, ze v predchozich dvou cvi¢enich je potieba Q(nlogn) dotazi. Pokud nevite,
jak na to, dokazte to alespon pro neadaptivni algoritmy.

Inverze matice: Navrhnéte algoritmus typu Rozdél a panuj na vypocet inverze troj-
tihelnikové matice n x n v ¢ase lepsim nez Q(n?). Jako podprogram se miize hodit
Strassenovo néasobeni matic z oddilu Muzete predpokladat, ze n je mocnina
dvojky.

Inverze v posloupnosti x1, ..., x, tkiame kazdé dvojici (i,7) takové, Ze i < j a sou-
casné x; > x;. Vymyslete algoritmus, ktery spocité, kolik dané posloupnost obsahuje
inverzi. To muze slouzit jako mira neusporadanosti.

Nejblizsi body: Mame n bod v roviné a chceme najit dvojici s nejmensi vzdéalenosti.
Nabizi se rozdélit body vodorovnou primkou podle medidanu y-ovych souradnic, re-
kurzivné spocitat nejmensi vzdalenosti €1 a €5 v obou polorovinach a pak dopocitat,
co se déje v pdsu o §ffi 2min(eq,e2) podél délici pfimky. Dokazte, Ze probirdme-
-li body pésu zleva doprava, stac{ kazdy bod porovnat s O(1) sousedy. To vede na
algoritmus o slozitosti ©(nlogn).

Sroubky a maticky: Na stole lezi n riiznych Sroubki a n maticek. Kazda maticka
pasuje na pravé jeden sroub a my chceme zjistit, kterd na ktery. Umime ale pouze
porovnavat Sroub s mati¢kou — tim ziskame jeden ze tii moznych vysledku: maticka je
prilis velka, prilis mald, nebo spravné velka. Naleznéte co nejefektivnéjsi algoritmus.
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11 Randomizace

Vyhodou algoritmu je, ze se na né muzeme spolehnout. Jsou to dokonale deterministic-
ké predpisy, které pro zadany vstup pokazdé vypocitaji tentyz vystup. Presto mize byt
zajimavé vpustit do nich peclivé odmérené mnozstvi ndhody. Ziskame tim takzvané prav-
dépodobnostni neboli randomizované algoritmy. Ty mnohdy dovedou dospét k vysledku
daleko rychleji nez jejich klasi¢ti pribuzni. Pritom budeme stéle schopni o jejich chovani
ledacos dokazat.

Randomizace ndm pomtze napiiklad s vybérem pivota v algoritmech Quicksort a Quickse-
lect z predchozi kapitoly. Také zavedeme heSovaci tabulky — velice rychlé datové struktury
zalozené na ndhodném rozmistovani hodnot do prihradek.

11.1 Pravdépodobnostni algoritmy

Nejprve rozsifime definici algoritmu z kapitoly o slozitosti, aby umoznovala ndhodny
vybér. Zaridime to tak, ze do vypocetniho modelu RAM doplnime novou instrukci X
:= random(Y ,Z7), kde X je odkaz do paméti a Y a Z budto odkazy do paméti, nebo
konstanty.

Kdykoliv stroj pti provadéni programu narazi na tuto instrukci, vygeneruje ndhodné celé
¢islo v rozsahu od Y do Z a ulozi ho do pamétové bunky X. VSechny hodnoty z tohoto
rozsahu budou stejné pravdépodobné a volba bude nezavisla na predchozich volanich
instrukce random. Bude-li Y > Z, program skonc¢i béhovou chybou podobné, jako kdyby
délil nulou.

Ponechme stranou, zda je mozné pocita¢ s ndhodnym generatorem skutecné sestrojit.
Ostatné, samu existenci ndhody v nasem vesmiru nejspis nemuizeme nijak prokazat. Je
to tedy spiS otazka viry. Teoretické informatice na odpovédi nezédlezi — prosté predpo-
klada vypocetni model s idedlnim nahodnym generdtorem, ktery se ridi pravidly teorie
pravdépodobnosti. V praxi si pak pomuzeme generatorem pseudondhodnym, ktery gene-
ruje prakticky nepredvidatelna c¢isla. Dodejme jesté, ze existuji i jiné modely nahodnych
generatoru, nez je nase funkce random, ale ty ponechme do cviceni.

Algoritmim vyuzivajicim ndhodnéa ¢isla se obvykle ikd pravdépodobnostni nebo rando-
mizované. Vypocet takového algoritmu pro konkrétni vstup muze v zavislosti na ndhodé
trvat rizné dlouho a dokonce mize dospét k ruznym vysledkim. Doba béhu, pripadné
vysledek pak nejsou konkrétni ¢isla, ale ndhodné veli¢iny. U téch se obvykle budeme ptat
na stfedni hodnotu, pripadné na pravdépodobnost, ze prekroc¢i urcitou mez.
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PFfipomenuti teorie pravdépodobnosti

Pro analyzu randomizovanych algoritmi budeme pouzivat aparat matematické teorie
pravdépodobnosti. Zopakujme si jeji zdkladni pojmy a tvrzeni. Pokud jste se s nimi dosud
nesetkali, naleznete je napifklad v Kapitoldch z diskrétn{ matematiky [9].

Budeme pracovat s diskrétnim pravdépodobnostnim prostorem (2, P). Ten je tvofen nejvy-
Se spoetnou mnozinou §2 elementdrnich jevi a funkel P : Q — [0, 1], kterd elementdrnim
jevim prirazuje jejich pravdépodobnosti. Soucet pravdépodobnosti vsech elementarnich
jevu je roven 1. Jev je obecné néjakd mnozina elementarnich jevi A C Q. Funkci P
mizeme piirozené rozsitit na vsechny jevy: P(A) =} ., P(e). Pravdépodobnosti mize-
me také pripisovat vyroktum: Pr[p(x)] je pravdépodobnost jevu daného mnoZinou vSech
elementérnich jevi x, pro které plati vyrok ¢(x).

Pro kazdé dva jevy A a B plati P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB). Pokud P(ANB) =
P(A) - P(B), fekneme, 7e A a B jsou nezdvislé. Pro vice jevi Aj,..., Ay rozliSujeme
nezdvislost po dvou (kazdé dva jevy A; a A; jsou nezdvislé) a plnou nezdvislost (pro
kazdou podmnozinu indexti () # I C {1,...,k} plati P(NierA;) = [[;e; P(As)).

Ndhodné veliciny (promeénné) jsou funkce z 2 do redlnych Cisel, prifazuji tedy redlné
hodnoty moznym vysledkim pokusu. Muzeme se ptat na pravdépodobnost, Ze veli¢ina
mé néjakou vlastnost, naptiklad Pr[X > 5]. Stredni hodnota E[X] ndhodné veli¢iny X je
prameér vsech moznych hodnot vazeny jejich pravdépodobnostmi, tedy

S a-Pr[X =a] =) X(e): Ple).

z€R e€q)

Casto budeme pouzivat nasledujici vlastnost stfedni hodnoty:

Fakt (linearita stfedni hodnoty): Necht X a Y jsou ndhodné veliCiny a o a 8 redlna &isla.
Potom E[aX + 8Y] = oE[X] + SE[Y].

Tak dlouho se chodi se dzbanem ...

Nez se pustime do pravdépodobnostni analyzy algoritmu, zacneme jednoduchym piikla-
dem: budeme chodit se dzbanem pro vodu tak dlouho, nez se utrhne ucho. To pfi kazdém
pokusu nastane ndhodné s pravdépodobnosti p (0 < p < 1), nezavisle na vysledcich
predchozich pokust. Kolik pokust v priméru podnikneme?

Oznac¢me T pocet krokti, po kterém dojde k utrzeni ucha. To je néjakd ndhodna velic¢ina
a nas bude zajimat jeji stfedni hodnota [E[T]. Podle definice stfedni hodnoty plati:

E[T)] = Z (i - Pr[ucho se utrhne pii i-tém pokusu]) = Z (i-(1=p)~"-p).

A i
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U kazdé nekonecné tady se slusi nejprve zeptat, zda vibec konverguje. Na to nam kladné
odpovi treba podilové kritérium. Nyni bychom mohli fadu poctivé secist, ale misto toho
pouzijeme jednoduchy trik zaloZzeny na linearité stfedni hodnoty.

V kazdém pripadé provedeme prvni pokus. Pokud se ucho utrhne (coz nastane s prav-
dépodobnosti p), hra koné¢i. Pokud se neutrhne (pravdépodobnost 1 — p), dostaneme se
do presné stejné situace, jako predtim — nas idedlni dzban totiz nemé zadnou pamét.
Z toho vyjde néasledujici rovnice pro E[T]:

E[T]=1+4p-0+ (1 -p)-E[T].

Vyfesime-li ji, dostaneme E[T] = 1/p. (Zde jsme nicméné potiebovali védét, ze stfedni
hodnota existuje a je konecénd, takze ivahy o nekonec¢nych radich byly nezbytné.)

Tento vysledek se ndm bude casto hodit, formulujme ho proto jako lemma:

Lemma (o dZbéanu): Cekame-li na nidhodny jev, ktery nastane s pravdépodobnosti p,
dockame se ve stfedni hodnoté po 1/p pokusech.

Cviceni

1. Idedlni mince: Méjme pocitaé, jehoz ndhodnym generdtorem je idedlni mince. Ji-
nymi slovy, mame instrukci random_bit, ze které na kazdé zavolani vypadne jeden
rovnomeérné ndhodny bit vygenerovany nezavisle na predchozich bitech. Jak pomoci
takové funkce generovat rovnomérné ndhodnd prirozend ¢isla od 1 do n? Minimali-
zujte prumérny pocet hodd minci.

2. Ukazte, ze v predchozim cviceni nelze pocet hod minci v nejhorsim pripadé nijak
omezit, leda kdyby n bylo mocninou dvojky.

3. Michant karet: Popiste algoritmus, ktery v linedrnim case vygeneruje ndhodnou per-
mutaci mnoziny {1,2,...,n}.

4. 'V mnoha programovacich jazycich je k dispozici funkci random, kterd nam vrati
rovnomeérné (pseudo)ndhodné ¢islo z pevné daného intervalu. Lidé ji ¢asto pouzivaji
pro generovani ¢isel v rozsahu od 0 do n — 1 tak, ze spoctou random mod n. Jaky se
v tom skryva hacek? Jak ho obejit?

5. Ndhodnd k-tice: Mame-li obrovsky soubor a chceme o ném ziskat alespon hrubou
predstavu, hodi se prozkoumat ndhodnou k-tici fadkt. Vymyslete algoritmus, ktery ji
vybere tak, aby vSechny k-tice mély stejnou pravdépodobnost. Vstup se cely nevejde
do paméti a jeho velikost ani predem nezname; k-tice se do paméti spolehlivé vejde.
Zvladnete to na jediny pruchod daty?
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6*  Michdni podruhé: Vasil Vasiljevi¢ miché karty takto: pripravi si n prdzdnych prihréa-
dek. Pak postupné umistuje ¢isla 1,...,n do prihrddek tak, ze vzdy vybere rovno-
mérné nahodné prihradku a pokud v ni jiz néco je, vybira znovu. Kolik pokust bude
v pruméru potrebovat?

7.  Lemma o dzbanu mtizeme dokézat i se¢tenim uvedené nekonecné fady. Ta je ostatné
podobnad tadé, jiz jsme zkoumali pri rozboru konstrukce haldy v oddilu E Zkuste
to.

8.  Predstavte si, ze hodime 10 hracimi kostkami a pocty ok secteme. V jakém pravdé-
podobnostnim prostoru se tento pokus odehrava? O jakou ndhodnou veli¢inu jde?
Jak stanovit jeji stfedni hodnotu?

9. 'V jakém pravdépodobnostnim prostoru se odehrava lemma o dzbanu?

11.2 Nahodny vybér pivota

U algoritmu zaloZenych na vybéru pivota (Quickselect a Quicksort) jsme spoléhali na to,
ze pokud budeme pivota volit ndhodné, bude se algoritmus ,,chovat dobre.“ Nyni nastal
¢as Tici, co to presné znamend, a prednést dikaz.

Mediany, skoromediany a Quickselect

Uvaha o dzbanu ndm déva jednoduchy algoritmus, pomoci kterého umime najit skorome-
didn posloupnosti n prvki: Vybereme si rovnomérné nahodné jeden z prvki posloupnos-
ti; tim rovnomeérnée myslime tak, aby vSechny prvky mély stejnou pravdépodobnost. Pak
oveérime, jestli vybrany prvek je skoromedian. Pokud ne, na vSe zapomeneme a postup
opakujeme.

Kolik pokusi budeme potiebovat, nez algoritmus skonc¢i? Skoromedidany tvori alespon
polovinu prvki, tedy pravdépodobnost, Ze se do néjakého strefime, je minimdlné 1/2.
Podle lemmatu o dzbénu tedy stfedni hodnota poétu pokust bude nejvyse 2. (Pocet
pokust v nejhorsim pripadé ovSem neumime omezit nijak — pri dostate¢né smtle muzeme
stale vybirat nejmens{ prvek. To ovSem nastane s nulovou pravdépodobnosti.)

Nyni uz snadno spocitdme ¢asovou slozitost naseho algoritmu. Jeden pokus trvd ©(n),
stfedni hodnota poctu pokusu je ©(1), takZe stfedni hodnota Casové slozitosti je ©(n).
Obvykle budeme zkracené mluvit o priumeérné casové slozitosti.

Pokud tento vypocet skoromedidnu pouzijeme v Quickselectu, ziskdme algoritmus pro
hleddni k-tého nejmensiho prvku s pramérnou slozitosti ©(n). Dobra, tim jsme se ale
Salamounsky vyhnuli otézce, jakou prumeérnou slozitost ma puvodni Quickselect s rovno-
mérné nadhodnou volbou pivota.
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Tu odhadneme snadno: Rozdélime béh algoritmu na fdze. Faze bude koncit v okamziku,
kdy za pivota zvolime skoromedidn. Faze se sklada z kroki spocivajicich v ndhodné volbé
pivota, linedrné dlouhém vypoctu a zahozeni ¢asti vstupu. Uz vime, Ze skoromedian se
pramérné podaii najit za dva kroky, tudiz jedna faze trva v priméru linearné dlouho.
Navic si vSimneme, ze béhem kazdé faze se vstup zmensi alespon o ¢tvrtinu. K tomu
totiz stacil samotny posledni krok, ostatni kroky mohou situaci jediné zlepsit. Primérnou
slozitost celého algoritmu pak vyjadrime jako soucet prumérnych slozitosti jednotlivych
fazi: ©(n) +O0((3/4) -n) +O((3/4)? - n) + ... = O(n).

Indikatory a Quicksort

Podivame-li se na vypocet v minulém odstavci s odstupem, vSimneme si, ze se opirad
zejména o linearitu stfedni hodnoty. Casovou slozitost celého algoritmu jsme vyjadiili
jako soucet slozitosti fazi. Pritom fazi jsme nadefinovali tak, aby se jiz chovala dostatecné
pruhledné.

Podobné mizeme analyzovat i Quicksort, jen se ndm bude hodit slozitost rozlozit na
daleko vice veli¢in. Mimo to si vS§imneme, ze Quicksort na kazdé porovnani provede jen
O(1) dalsich operaci, takze posta¢i odhadnout pocet provedenych porovnani.

Ocislujeme si prvky podle poradi v setridéné posloupnosti vy, . . ., y,. Zavedeme ndhodné
veli¢iny C;; pro 1 < i < j < n tak, aby platilo C;; = 1 pravé tehdy, kdyz béhem vypoctu
doslo k porovnani y; s y;. V opa¢ném pripadé je C;; = 0. Proménnym, které nabyvaji
hodnoty 0 nebo 1 podle toho, zda néjaka udalost nastala, se obvykle rika indikdtory.
Pocet vSech porovnani je tudiz roven souctu vsech indikdtora C;;. (Zde vyuzivdme toho,
Ze Quicksort tutéz dvojici neporovnd vicekrat.)

Zamysleme se nyni nad tim, kdy mize byt C;; = 1. Algoritmus porovnéva pouze s pivotem,
takze jedna z hodnot y;, y; se tésné predtim musf stdt pivotem. Navic vSechny hodnoty
Yitl,---,Yj—1 se jeSté pivoty stdt nesmély, jelikoZ jinak by y; a y; uz byly rozdéleny
v riznych c¢astech posloupnosti. Jinymi slovy, Cj; je rovno jedné pravé tehdy, kdyz se
z hodnot y;,¥it+1,...,y; stane jako prvni pivotem bud y; nebo y;. A ponévadZ pivota
vybirdme rovnomérné nadhodné, mé kazdy z prvkd y;, . .., y; stejnou pravdépodobnost, ze
se stane pivotem jako prvni, totiz 1/(j —i+1). Proto C;; = 1 nastane s pravdépodobnosti
2/(j—i+1).

Nyni si stac¢i uvédomit, ze kdyz indikatory nabyvaji pouze hodnot 0 a 1, je jejich stiedni
hodnota rovna préavé pravdépodobnosti jednicky, tedy také 2/(j — i + 1). Sedtenim pres
vSechny dvojice (i, j) pak dostaneme pro pocet vSech porovnani:

2
BCl= Y —g<wme Y o

1<i<j<n 2<d<n
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Nerovnost na pravé strané plati diky tomu, Ze rozdily j — i + 1 se nachazeji v intervalu
[2,n] a kazdym rozdilem pfispéje nejvyse n ruznych dvojic (4, 7). Posledni suma je tzv.
harmonickd suma, kterd secte na ©(logn). Jelikoz se s ni pii analyze algoritmt potkdvame
casto, vyslovime o ni samostatné lemma.

Lemma (o harmonickych ¢&islech): Pro soudet harmonické fady H,, = 1/1+1/2+...41/n
platilnn < H, <Inn + 1.

Diikaz: Sumu odhadneme pomoci integralu
n
I(n) = / 1/zdz=[nz]) =lnn—Inl=Inn.
1

Sledujme obrazek [T} Funkce I(n) vyjadiuje obsah plochy mezi kiivkou y = f(z), osou =
a svislymi pfimkami z = 1 a = n. Soucésti této plochy je tmavé ,schodisté®, jehoz obsah
jel-(1/2)+1-(1/3)+...+1-(1/n) = H, — 1. Proto musi platit H, — 1 < I(n) = lnn,
coz je horni odhad z tvrzeni lemmatu.

Dolni odhad dostaneme pomoci ¢drkovaného schodisté. Jeho obsah je 1-(1/1)+1-(1/2)+
..+1-(1/(n—1)) = H, — 1/n. Plocha méfend integrilem je soucasti tohoto schodisté,
procez lnn = 1I(n) < H, — (1/n) < H,,. O

Obrazek 11.1: K dGkazu lemmatu o harmonickych cislech

Disledek: Stfedni hodnota ¢asové slozitosti Quicksortu s rovnomérné ndhodnou volbou
pivota je O(nlogn).
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Chovani na nahodném vstupu

Kdyz jsme poprvé premysleli o tom, jak volit pivota, vSimli jsme si, Ze pokud volime
pivota pevné, nas algoritmus neni odolny proti zlomyslnému uzivateli. Takovy uzivatel
muze na vstupu zadat vychytrale sestrojenou posloupnost, kterd algoritmus donuti vy-
brat v kazdém kroku pivota nesikovné, takze pobézi kvadraticky dlouho. Tomu jsme se
prirozené vyhnuli ndhodnou volbou pivota — pro sebezlotfilejsi vstup dobéhneme v pru-
méru rychle. Hodi se ale také védét, ze i pro pevnou volbu pivota je Spatnych vstupi
malo.

Zavedeme si proto jesté jeden druh slozitosti algoritmil, tentokrat opét deterministickych
(bez ndhodného generdtoru). Bude to sloZitost v praméru pres vstupy. Jinymi slovy al-
goritmus bude mit pevny pribéh, ale budeme mu dévat ndhodny vstup a pocitat, jak
dlouho v priméru pobézi.

Co to ale takovy nahodny vstup je? U nasich dvou problému to docela dobre vystihuje
nahodnd permutace — vybereme si rovnomérné ndhodné jednu z n! permutaci mnoziny
{1,2,...,n}.

Jak Quicksort, tak Quickselect se pak budou chovat velmi podobné, jako kdyz mély pev-
ny vstup, ale volily ndhodné pivota. Pokud je na vstupu rovnomérné ndhodna permu-
tace, je jeji prostiedni prvek rovnomérné ndhodné vybrané ¢islo z mnoziny {1,2,...,n}.
Vybereme-li ho za pivota a rozdélime vstup na levou a pravou ¢ast, obé ¢asti budou opét
nahodné permutace, takZe se na nich algoritmus bude opét chovat timto zpusobem. M-
zeme tedy analyzu z této kapitoly pouzit i na tento druh pruméru se stejnym vysledkem.

Cvic¢eni

1.  Pramérnou casovou slozitost Quicksortu lze spocitat i podobnou tivahou, jakou jsme
pouzili u Quickselectu. Uvazujte pro kazdy prvek, kolika porovnani se tcastni a jak
se méni velikosti tsekl, v nichz se nachazi.

2% Jesté jeden zpusob, jak analyzovat prumérnou slozitost Quicksortu, je pouzitim po-
dobné uvahy jako v dikazu Lemmatu o dzbanu. Sestavime rekurenci pro prumeérny
pocet porovnéani: R(n) =n+ + 3" (R(i — 1) + R(n —i)), R(0) = R(1) = 0. Do-
kazte indukei, ze R(n) < 4nlnn.

3. Ndhodné stromy: Uvazujme binarni vyhledavaci strom, ktery vznikl postupnym vkla-
dédnim hodnot 1,...,n v ndhodném potradi, bez jakéhokoliv vyvazovani. Dokazte, ze
stfedni hodnota pramérné hloubky vrcholu je O(logn). (Pro jistotu: pramér je oby-
Cejny aritmeticky, nijak v ném nefiguruje ndhoda; z téchto pramérta pak pocitdme
stfedni hodnotu pres vSechny mozné prubéhy algoritmu.) Napovime, Ze ndhodné
stromy souvisi s moznymi prubéhy Quicksortu.
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4. Usporng medidn: Naleznéte k-ty nejmensi z n prvki, méte-li k dispozici pouze pamét
asymptoticky mensi nez k. Pokuste se dosdhnout lepsi ¢asové slozitosti nez ©(kN).

5. Eratosthenovo sito je pradavny algoritmus na hledani prvocisel. Zacne se seznamem
¢isel 2,...,n. V i-tém kroku zkontroluje ¢islo i: pokud neni skrtnuté, nahldsi ho
jako prvodislo a vyskrta viechny jeho nasobky. Casové slozitost tohoto algoritmu je
ponékud pirekvapivé O(nloglogn). Zkuste dokdzat alespoii slabsi odhad O(nlogn).

11.3 Hesovani s prihradkami

Lidé uz davno zjistili, ze préaci s velkym mnozstvim véci si lze usnadnit tim, zZe je rozdélime
do nékolika mensich skupin a kazdou zpracujeme zvlast. Piiklady najdeme vSude kolem
sebe: Slovnik spisovného jazyka Geského mé dily A az M, N az Q, R az U a V az Z.
Katastralni urady maji svou pusobnost vymezenu tzemim na mapé. Padne-li v Pafizi
smog, smi v nékteré dny do centra jezdit jenom auta se sudymi registracnimi ¢isly, v jiné
dny ta s lichymi.

Informatici si tuto myslenku také oblibili a pod ndzvem hesovdni ji Casto pouzivaji k ucho-
vavani dat. (HeSuje se i v kryptografii, ale trochu jinak a o tom zde nebude Tec.)

Mgjme univerzum U moznych hodnot, koneénou mnozinu ptihrddek P = {0,...,m — 1}
a hesovaci funkci, coz bude néjaka funkce h : U — P, kterd kazdému prvku univerza
pridéli jednu piihradku. Chceme-li ulozit mnozinu prvkia X C U, rozstrkdme jeji prvky
do ptihrddek: prvek z € X umistime do prihradky h(z). Budeme-li pak hledat néjaky
prvek u € U, vime, Ze nemuze byt jinde nez v prihrddce h(u).

Podivejme se na piiklad: Univerzum vsech celych ¢isel budeme rozdélovat do 10 prihradek
podle posledni éislice. Jako hesovaci funkei tedy pouzijeme h(z) = x mod 10. Zkusime
ulozit nékolik slavnych letopoc¢ti nasi historie: 1212, 935, 1918, 1948, 1968, 1989:

o1 2|3 [4|5][6|7|8]09|
1212 935 19181989

1948

1968

Hledame-li rok 2015, vime, ze se musi nachazet v prihradce 5. Tam je ovsem pouze 935,
takze hned odpovime zamitavé. Hleddni roku 2016 je dokonce jesté rychlejsi: prihradka 6
je prazdné. Zato hleddme-li rok 1618, musime prozkoumat hned 3 hodnoty.

Uvazujme obecnéji: kdykoliv mame néjakou hesovaci funkei, muzeme si poridit pole p pii-
hradek, v kazdé pak ,fetizek“ — spojovy seznam hodnot. Tato jednoducha datova struk-
tura je jednou z moznych forem hesovaci tabulky.
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Jakou mé hesovaci tabulka ¢asovou slozitost? Hledani, vkladani i mazani sestava z vypoctu
hesovaci funkce a projiti fetizku v prislusné prihradce. Pokud bychom uvazovali ,,idealni
hesovaci funkci®, kterou lze spocitat v konstantnim case a kterd zadanou m-prvkovou
mnozinu rozprostie mezi m prihradek dokonale rovnomérné, budou mit vSechny retizky
n/m prvku. Zvolime-li navic pocet piihrddek m = ©(n), vyjde konstantni délka Fetizku,
a tim padem i casova slozitost operaci.

Praktické heSovaci funkce

Idealni hesovaci funkce patii spise do kraje mytu, podobné jako tieba idedlni plyn. Presto
nam to nebrani hesovani v praxi pouzivat — ostfileni programétori znaji fadu funkci,
které se pro redlnd data chovaji ,prakticky ndhodné®. Autorim této knihy se osvédcily
naptiklad tyto funkce:

® Linedrni kongruence: x — ax mod m
Zde m je typicky prvocislo a a je néjaka dostatecné velka konstanta nesoudélnd s m.
Casto se a nastavuje blizko 0.618m (dalsi necekand aplikace zlatého fezu z oddilu

3.

o Vyssi bity soucinu: x + |(ax mod 2v)/2v¢]
Pokud hesujeme w-bitova ¢&isla do m = 2¢ pfihradek, vybereme w-bitovou lichou
konstantu a. Pak pro kazdé x spoc¢itdme ax, ofizneme ho na w bit a z nich vez-
meme nejvyssich £. Vzhledem k tomu, Ze preteceni ve vétsiné programovacich jazykt
automaticky orezava vysledek, sta¢i k vyhodnoceni funkce jedno nasobeni a bitovy
posun.

o Skaldrni soucin: x, ..., xq—1 + (3, a;x;) mod m
Chceme-li hesovat posloupnosti, nabizi se zahesovat kazdy prvek zvlast a vysled-
ky secist (nebo vyxorovat). Pokud prvky hesujeme linedrni kongruenci, je hes celé
posloupnosti jeji skaldrni souéin s vektorem konstant, to vSe modulo m. Pozor, ne-
funguje pouzivat pro vSechny prvky tutéz konstantu: pak by vysledek nezévisel na
poradi prvki.

e Polynom: xg,...,Tq_1 — (Zl aixi) mod m
Tentokrat zvolime jenom jednu konstantu a a pocitdme skalarni soucin zadané po-
sloupnosti s vektorem (a’,al,...,a?"!). Tento typ funkci bude hrat dilezitou roli

v Rabinové-Karpové algoritmu na vyhledavani v textu v oddilu

U vSech ¢ty? funkei je experimentdlné ovéfeno, ze dobfe hesuji nejriznéjsi druhy dat.
Nemusime se ale spoléhat jen na pokusy: v oddilu vybudujeme teorii, pomoci které
o chovani nékterych hesovacich funkci budeme schopni vyslovit exaktni tvrzeni.

Pokud chceme hesovat objekty néjakého jiného typu, nejprve je zakédujeme do ¢isel nebo
posloupnosti ¢isel. U floating-point ¢isel se naptiklad mtze hodit hesovat jejich interni
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reprezentaci (coz je néjakd posloupnost byti, kterou muZzeme povazovat za jedno celé
¢islo).

PrehesSovavani

Hesovaci tabulky dovedou vyhledavat s pramérné konstantni ¢asovou slozitosti, pokud
pouzijeme (n) ptihrddek. Jaky pocet piihrddek ale zvolit, kdyZ n pfedem nezndme?
Pomiize nam technika amortizovaného nafukovani pole z oddilu m

Na pocatku zalozime prazdnou hesovaci tabulku s néjakym konstantnim poctem prihra-
dek. Kdykoliv pak vkldddme prvek, zkontrolujeme pomér o = n/m — tomu se ¥ké faktor
naplnéni neboli hustota tabulky a chceme ho udrzet shora omezeny konstantou, treba
a < 1. Pokud uz je tabulka prilis plna, zdvojndsobime m a vsSechny prvky prehesuje-
me. Jedno piehesovani trvd ©(n) a jelikoZ mezi kazdymi dvéma pieheSovanimi vloZime
radové n prvka, staci, kdyz kazdy prvek prispéje konstantnim ¢asem. P¥i mazani prvki
muzeme tabulku zmensovat, ale obvykle nevadi ponechat ji malo zaplnénou.

Sestrojili jsme tedy datovou strukturu pro reprezentaci mnoziny, ktera dokaze vyhledavat,
vkladat i mazat v pramérné konstantnim c¢ase. Pokud predem neumime odhadnout pocet
prvkid mnoziny, je v pripadé vkladani a mazani tento ¢as pouze amortizovany.

Cviceni
1.  Méjme mnozinu prirozenych c¢isel a ¢islo x. Chceme zjistit, zda mnozina obsahuje
dvojici prvku se souctem x.

2. Chceme hesovat retézce 8-bitovych znakl. Vypocet mizeme zrychlit tak, ze ctveri-
ce znakll prohlasime za 32-bitova ¢isla a zahesujeme posloupnost ¢tvrtinové délky.
Naprogramujte takovou hesovaci funkci a nezapomente, ze délka Tetézce nemusi byt
délitelna ctyrmi.

3*  Bloomuv filtr je datova struktura pro pfibliznou reprezentaci mnoziny. Sklada se
z pole bitt B[1...m] a heSovaci funkce h, kterd prvkim univerza pfifazuje indexy
v poli. INSERT(x) nastavi B[h(x)] = 1. MEMBER(z) otestuje, zda B[h(z)] = 1. Vloz-
me nyni do filtru néjakou n-prvkovou mnozinu M. Pokud x € M, MEMBER(z) vzdy
odpovi spravné. Pokud se ale zeptdme na = ¢ M, muze se stat, ze h(z) = h(y) pro
néjaké y € M, a MEMBER(z) odpovi Spatné. Spoditejte, s jakou pravdépodobnosti
se to pro dané m a n stane.

4*  Spolehlivost Bloomova filtru mizeme zvysit tak, Zze si poridime & filtrd s rdznymi
hesovacimi funkcemi. INSERT bude vkladat do vSech, MEMBER se zepta vsech a od-
povi ANO pouze tehdy, kdyz se na tom vsechny filtry shodnou. Je-li pravdépodobnost
chyby jednoho filtru p, pak kombinace k filtr chybuje s pravdépodobnosti pouhych
p¥. Vymyslete, jak nastavit m a k pro piipad, kdy chceme ukladat 108 prvki s prav-
dépodobnosti chyby nejvyse 10~%. Minimalizujte spotiebu paméti.
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11.4 HesSovani s otevienou adresaci

Jesté ukazeme jeden zptisob hesovani, ktery je prostorové tspornéjsi a za priznivych okol-

vvvvv

analyzou. Tomuto druhu hesovani se rikd otevrend adresace.

Opét si poridime pole s m prihradkami A[0],..., A[m — 1], jenZe tentokrét se do kazdé
prihradky vejde jen jeden prvek. Pokud bychom tam potiebovali ulozit dalsi, pouzijeme
nédhradni prihradku, bude-li také plnda, zkusime dalsi, a tak dale.

Muzeme si to predstavit tak, Ze hesovaci funkce kazdému prvku x € U prifadi jeho
vyhleddvaci posloupnost h(x,0),h(z,1),..., h(x,m — 1). Ta urcuje poradi pfihradek, do
kterych se budeme snazit x vlozit. Budeme predpokladat, ze posloupnost obsahuje vsechna
¢isla prihrddek v dokonale ndhodném pofadi (vSechny permutace prihradek budou stejné
pravdépodobné). Vkladani do tabulky bude vypadat nasledovné:

Algoritmus OPENINSERT (vklddani s otevienou adresaci)
Vstup: Prvek ©x € U

1. Prot=0,...,m—1:

2. J <« h(z,1) < éislo prihrddky, kterou prdvé zkousime
3. Pokud Al[j] = 0:
4. Polozime A[j] < x a skonéime.

5. Ohlédsime, ze tabulka je uz plna.

Pii vyhleddvani budeme prochdzet prihrddky h(z,0), h(x,1) a tak déle. Zastavime se,
jakmile narazime bud na x, nebo na prazdnou ptihradku.

Algoritmus OPENFIND (hleddni s otevienou adresaci)
Vstup: Prvek x € U

1. Proi=0,...,m—1:

2. J + h(x,1) < dislo prihrddky, kterou prdvé zkousime
3. Pokud A[j] = x, ohldsime, Ze jsme x nasli, a skon¢ime.
4. Pokud A[j] = 0, ohl4sime netispéch a skonéime.

5. Ohldsime netspéch.

Mazani je problematické: kdybychom libovolny prvek odstranili z tabulky, mohli bychom
zpusobit, ze vyhledavani néjakého jiného prvku skonéi predcasné, protoze narazi na pri-
hradku, ktera v okamziku vkladani byla plna, ale nyni uz neni. Proto budeme prvky pouze
oznacovat za smazané a az jich bude mnoho (tfeba m/4), celou strukturu pfebudujeme.
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Podobné jako u zvétsovani tabulky je vidét, ze toto prebudovavani nas stoji amortizované
konstantni ¢as na smazany prvek.

Odvodime, kolik krokti prumérné provedeme pri netspésném vyhledavani, coz je soucasné
pocet krokl potfebnych na vlozeni prvku do tabulky. Uspésné hledani nebude pomalejsi.

Véta: Pokud jsou vyhleddvaci posloupnosti ndhodné permutace, prumérny pocet prihra-
dek navstivenych pfi netispésném hledani ¢ini nejvyse 1/(1 — ), kde @ = n/m je faktor
naplnéni.

Drikaz: Necht = je hledany prvek a hi,ho, ..., h, jeho vyhledavaci posloupnost. Oznac-
me p; pravdépodobnost toho, ze béhem hledani projdeme alespon ¢ prihradek.

Do ptrihradky h; se jisté podivame, proto p; = 1. Jelikoz je to ndhodné vybrana prihradka,
s pravdépodobnosti n/m v ni je néjaky prvek (rtuzny od x, nebot vyhleddvani mé skoncit
nedspéchem), a tehdy pokracujeme prihrddkou hs. Proto po = n/m = «.

Nyni obecnéji: paklize prihradky hq,...,h; byly obsazené, zbyva n — i prvka a m — i
prihrddek. Prihrddka h;y; je tedy obsazena s pravdépodobnosti (n —i)/(m — i) < n/m
(to plati, jelikoz n < m). Proto p;11 < p; - a. Indukef dostaneme p; < o'~ 1.

Nyni pocitejme stiedni hodnotu S poctu navstivenych pfihradek. Ta je rovna )", i - ¢,
kde ¢; udava pravdépodobnost, ze jsme navstivili pravé ¢ prihradek. Jelikoz ¢; = p; —pi+1,
plati

Szzi-(m—pm) ZZpi-(i—(i—l)):Zpi SZQH :Zai~

i>1 i>1 i>1 i>1 i>0

To je ovSem geometrickd Fada se souctem 1/(1 — «). O

Pokud se tedy faktor naplnéni ptiblizi k jednicce, zac¢ne se hledani drasticky zpomalovat.
Pokud ale ponechame alespon ¢tvrtinu prihradek prazdnou, navstivime béhem hledani
pramérné nanejvys 4 prihradky. Opét mtzeme pouzit prehesovavani, abychom tento stav
udrzeli. Tak dostaneme vyhledavani, vkladani i mazani v amortizované konstantnim pri-
mérném case.

Zbyva vymyslet, jak volit prohleddvaci posloupnosti. V praxi se ¢asto pouzivaji tyto moz-
nosti:

e Linedrni priddvdni: h(x,i) = (f(z) + i) mod m,
kde f(x) je ,obyCejnd“ heSovaci funkece. Vyuziviame tedy po sobé jdouci ptihrddky.
Vyhodou je sekvenéni pristup do paméti (ktery je na dneSnich pocitaéich rychlej-
§f), nevyhodou to, Ze jakmile se vytvoii souvislé bloky obsazenych prihrddek, dalsi
vkladéni se do nich ¢asto strefi a bloky stale porostou (viz obrazek .
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Bez dikazu uvadime, Ze pro netuspésné hledani plati pouze slabsi odhad prumérného
poétu navstivenych pithradek 1/(1 — «)?, a to pouze, jestlize je f dokonale ndhodna.
Neni-li, chovani struktury obvykle degraduje.

e Duojité hesovini: h(x,i) = (f(z) +i- g(x)) mod m,
kde f:U — {0,....m—1}ag:U — {1,...,m — 1} jsou dvé rizné hesovaci funkce
a m je prvocislo. Diky tomu je g(z) vidy nesoudélné s m a posloupnost navstivi
kazdou prfihradku pravé jednou. Je zndmo, Ze pro dokonale ndhodné funkce f a g se
dvojité hesovani chova stejné dobie, jako pti pouziti plné ndhodnych vyhledavacich
posloupnosti. Dokonce sta¢i vybirat f a g ze silné univerzdlniho systému (viz pristi
oddil). Tato tvrzeni téZ ponechdvame bez dikazu.

] J4a| a7 ]36]24]095] 17|
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Obrazek 11.2: HeSovani podle posledni Cislice s linedrnim
pridavanim. Stav po vlozeni Cisel 75, 36, 14, 42, 24, 95, 17.

Cviceni

1*  Uspésné hleddni v heSovaci tabulce s otevienou adresaci je o néco rychlejsi nez ne-
uspésné. Spocitejte, kolik prihradek prumeérné navstivi. Predpokladejte, Ze hleddme
nadhodné vybrany prvek tabulky.

2. Uvazujme heSovani Fizené obecnéjsi linedrni posloupnosti h(x,:) = (f(z) +¢- i) mod
m, kde ¢ je konstanta nesoudélna s m. Srovnejte jeho chovani s obyc¢ejnym linedrnim
pridavanim.

11.5* Univerzalni hesovani

Zatim jsme heSovani pouzivali tak, ze jsme si vybrali néjakou pevnou heSovaci funkci
a ,zadratovali“ ji do programu. At uz je to jakakoliv funkce, nikdy neni tézké najit n Cisel,
kterd zkoliduji v téze piihradce, takze jejich vkladanim stravime ¢as ©(n?). Mizeme
spoléhat na to, ze vstup takhle nesikovné vypadat nebude, ale co kdyz nam vstupy dodava
zvédavy a potencialné velmi skodoliby uzivatel?

Radéji pri kazdém spusténi programu zvolime hesovaci funkci ndhodné — nepritel o této
funkci nic nevi, takze se mu sotva povede vygenerovat dostatecné osklivy vstup. Nemuze-
me ale ndhodné vybirat ze vSech moznych funkci z U do P, protoze na popis jedné takové
funkce bychom potfebovali ©(|U|) ¢isel. Misto toho se omezime na néjaky mensi systém
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funkci a ndhodné vybereme z néj. Aby to fungovalo, musi tento systém byt dostatecné
bohaty, coz zachycuje néasledujici definice.

Znaceni: Casto budeme mluvit o riiznjch mnozinich pfirozenych ¢isel. Proto zavedeme
zkratku [k] = {0,...,k — 1}. Mnozina pfihrddek bude typicky P = [m].

Definice: Systém H funkci z univerza U do [m] nazveme c-univerzdlni pro konstantu ¢ > 1,
pokud pro kazdé dva rtzné prvky x,y € U plati Prpey[h(z) = h(y)] < ¢/m.

Co si pod tim predstavit? Kdybychom funkci A rovnomérné ndhodné vybirali z Gplné
v8ech funkei z U do [m], kolidovaly by prvky x a y s pravdépodobnosti 1/m. Nezévisle na
tom, kolik vyslo h(z), by totiz bylo vSech m moznosti pro h(y) stejné pravdépodobnych.
A pokud misto ze vSech funkci vybirdme h z c-univerzdlniho systému, smi x a y kolidovat
nejvyse c-krat castéji.

Navic budeme chtit, aby slo funkci h € H ur¢it malym mnozstvim parametri a na zdkladé
téchto parametru ji pro konkrétni vstup vyhodnotit v konstantnim c¢ase. Napriklad muze-
me Fici, ze H bude systém linedrnich funkei tvaru x +— ax mod m pro U = [U] a a € [U].
Kazda takova funkce je jednoznac¢né urcena parametrem a, takze ndhodné vybrat funk-
ci je totéz jako ndhodné zvolit a € [U]. To zvlddneme v konstantnim case, stejné jako
vyhodnotit funkci pro dané a a x.

Za chvili ukazeme, jak néjaky c-univerzalni systém sestrojit. Predtim ale dokazeme, ze
splni nase ocekavani.

Lemma: Bud & hesovaci funkce ndhodné vybrand z néjakého c-univerzalniho systému.
Necht z1,...,z, jsou navzajem ruzné prvky univerza vlozené do hesovaci tabulky a z je

libovolny prvek univerza. Potom pro stfedni pocet prvku lezicich v téze prihradce jako x
plati:

E[#i: h(z) = h(z;)] < en/m + 1.
Diikaz: Pro dané z definujeme indikatorové nahodné proménné:

7 _ 1 kdyz h(x) = h(x;),
*7 10 jindy.

Jinymi slovy Z; fika, kolikrat padl prvek z; do pfihradky h(z), coz je bud 0, nebo 1.
Celkovy pocet kolidujicich prvki je Z = ), Z; a diky linearité stfedni hodnoty je hle-
dand hodnota E[Z] rovna ), E[Z;]. Piitom E[Z;] = Pr[Z; = 1], coz je podle definice
c-univerzalniho systému nejvyse ¢/m, pokud z; # z. Pokud z; = z, pak E[Z;] = 1, coz
ale mize nastat pro nejvyse jedno i. Tedy E[Z] je nejvySe ecn/m + 1. O
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Disledek: Necht k hesovani pouzijeme funkci vybranou rovnomérné ndhodné z néjakého
c-univerzalniho systému. Pokud uz hesovaci tabulka obsahuje n prvku, bude pristi operace
nahlizet do pfihradky s primérné nanejvys cn/m + 1 prvky. Udrzime-li m = Q(n), bude
tedy prumérnd velikost prihradky omezena konstantou, takze pramérnd casova slozitost
operace bude také konstantni.

Méjme na paméti, Zze neprumérujeme pres moznd vstupni data, nybrz pres mozné volby
hesovaci funkce, takze tvrzeni plati pro libovolné skodoliby vstup. Také upozornujeme, ze
tyto ivahy vyzaduji oddélené prihradky a nefunguji pro otevienou adresaci.

Ve zbytku tohoto oddilu budeme predpokladat, ze ctenar zna zaklady linedrni algebry
(vektorové prostory a skaldrni souéin) a teorie ¢isel (délitelnost, pocitani s kongruencemi
a s koneénymi télesy).

Konstrukce ze skalarniho souéinu

Postupné ukazeme, jak upravit praktické hesovaci funkce z oddilu aby tvorily uni-
verzalni systém. Nejsnaze to pujde se skalarnimi souciny.

Zvolime néjaké konecné téleso Zj, pro prvociselné p. Poridime si m = p prihradek a ocis-
lujeme je jednotlivymi prvky télesa. Univerzem bude vektorovy prostor Zg vSech d-sloz-
kovych vektoru nad timto télesem. HeSovaci funkce bude mit tvar skalarniho soucinu
s néjakym pevné zvolenym vektorem t € Zg.

Véta: Systém funkef S = {h¢ | t € ZZ%}, kde hg(x) = t - x, je l-univerzilni.

Dikaz: Méjme néjaké dva rizné vektory x,y € ZZ. Necht k je néjaka soutradnice, v niz
je xp # yg. Jelikoz skaldrni soucin nezédlezi na poradi slozek, muzeme slozky precislovat
tak, aby bylo k = d.

Nyn{ volime t ndhodné po slozkéch a pocitame pravdépodobnost kolize (rovnost modulo p
znaéime =):

Prtezg [hi(x) =he(y)] =Prlx-t=y-t|=Pr[(x—y) -t =0] =
d
=Pr [Z(ml —y)t; =0

Pokud uz jsme tq, ..., tq_1 zvolili a nyni ndhodné volime ¢4, nastane kolize pro pravé jednu
volbu: Posledni vyraz je linearni rovnice tvaru az = b pro nenulové a a ta ma v libovolném
télese pravé jedno fesSeni z. Pravdépodobnost kolize je tedy nejvyse 1/p = 1/m, jak
pozaduje 1-univerzalita. O

d—1

i(ffz = yi)ti

i=1

=Pr l(xd —ya)ta = —
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Intuitivné nas ditkaz funguje takto: Pro nenulové = € Z, a rovnhomérné ndhodné zvolené
a € Z, nabyva vyraz ax vSech hodnot ze Z, se stejnou pravdépodobnosti. Proto se d-ty
séitanec skalarniho soucinu chovéd rovnomérné ndhodné. At uz mé zbytek skaldrniho sou-
¢inu jakoukoliv hodnotu, pri¢tenim d-tého ¢lenu se z néj stane také rovnomeérné rozlozené
nahodné cislo.

Priklad: Kdybychom chtéli hesovat 32-bitova ¢isla do cca 250 prihradek, nabizi se zvolit
p = 257 a kazdé ¢islo rozdélit na 4 ¢asti po 8 bitech. Jelikoz 28 = 256, miizeme si tyto
¢asti vylozit jako 4-slozkovy vektor nad Zosr. Napiiklad ¢islu 123456 789 = 7224 4+ 91 .
216 1205 - 28 4 21 odpovidd vektor x = (7,91,205,21). Pro t = (1,2, 3,4) se tento vektor
zaheSujenax -t =7-1+91-24205-3+4+21-4=7+ 182+ 101 + 84 = 117.

Poznamka: Jistou nevyhodou této konstrukce je, ze pocet prihrddek musi byt prvociselny.
To by nam mohlo vadit pri preheSovavani do dvojnasobné velké tabulky. Zachrani nas
ovSem Bertranduv postuldt, ktery tika, ze mezi m a 2m vzdy lezi alespon jedno prvocislo.
Pokud budeme zaokrouhlovat pocet prihradek na nejblizsi vyssi prvocislo, mame zaruceno,
ze pokazdé tabulku nejvyse zétyrnasobime, coz se stdle uamortizuje. Teoreticky nas mtize
brzdit hledani vhodnych prvocisel, v praxi si na 64-bitovém pocitaci poridime tabulku 64
prvocisel velikosti priblizné mocnin dvojky.

Konstrukce z linedrni kongruence

Nyni se inspirujeme linedrni kongruenci x — ax mod m. Pro prvociselné m by stacilo
nahodné volit a a ziskali bychom 1-univerzalni systém — jednorozmérnou obdobu predcho-
ziho systému se skalarnim souc¢inem. My ovsem dame prednost trochu komplikovanéjsim
funkcim, které zato budou fungovat pro libovolné m.

Budeme se pohybovat v univerzu U = [U]. Poridime si néjaké prvocislo p > U a podet
prihrddek m < U. Budeme pocitat linedrni funkce tvaru ax + b v télese Z, a vysledek
dodatecné modulit ¢islem m.

Véta: Necht h,p(z) = ((ax + b) mod p) mod m. Potom systém funkei £ = {hyp | a,b €
[p],a # 0} je l-univerzdlni.

Diikaz: Méjme dvé ruznd ¢isla z,y € [U]. Nejprve rozmyslejme, jak se chovaji linedrni
funkce modulo p bez dodatecného moduleni ¢islem m a bez omezeni a # 0. Pro libovolnou
dvojici parametri (a,b) € [p]> oznacme:

r = (az +b) mod p,
s = (ay + b) mod p.

Kazdé dvojici (a,b) € [p)? tedy prifadime n&jakou dvojici (r,s) € [p]*>. Naopak kazda
dvojice (r,s) vznikne z préavé jedné dvojice (a,b): podminky pro a a b ddvaji soustavu
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dvou nezavislych linedrnich rovnic o dvou neznamych, kterd musi mit v libovolném télese
pravé jedno TeSeni. (Explicitnéji: Odectenim rovnic dostaneme r — s = a(z — y), coz davd
jednoznacné a. Dosazenim do libovolné rovnice pak ziskdme jednoznacné b.)

Méme tedy bijekci mezi vSemi dvojicemi (a, b) a (r, s). Nezapominejme ale, Ze jsme zaka-
zali a = 0, coz odpovida zédkazu r = s.

Nyni vratme do hry moduleni ¢islem m a pocitejme Spatné dvojice (a,b), pro néz nastane
hab(z) = hap(y). Ty odpovidaji dvojicim (r, s) spliujicim r = s modulo m. Pro kazdé r
spoCitdme, kolik moznych s s nim je kongruentnich. Pokud mnozinu [p] rozdélime na
m-tice, dostaneme [p/m] m-tic, z nichz posledni je netiplna. V kazdé tplné m-tici lez
prave jedno c¢islo kongruentni s r, v té jedné netplné nejvyse jedno. Navic ovSem vime,
ze r # s, takze moznych s je o jednicku méné.

Celkem tedy pro kazdé r existuje nanejvys [p/m] — 1 kongruentnich s. To shora odhad-
neme vyrazem (p+m—1)/m—1= (p—1)/m. Jelikoz moznosti, jak zvolit r, je presné p,
dostdvame maximélné p(p — 1)/m Spatnych dvojic (r,s). Mezi dvojicemi (a,b) a (r,s)
vede bijekee, takze Spatnych dvojic (a,b) je stejny pocet. Jelikoz moznych dvojic (a,b) je
p(p—1), pravdépodobnost, Ze vybereme néjakou Spatnou, je nejvyse 1/m. Systém je tedy
1-univerzalni. O

Konstrukce z vyssich bitli souéinu

Nakonec ukazeme univerzalitu hesovacich funkci zaloZenych na vyssich bitech soucinu.
Univerzum budou tvoiit vechna w-bitova &isla, tedy U = [2%]. Hesovat budeme do m = 2°
prihradek. HeSovaci funkce pro klic x vypocte soucin ax a ,vykousne“ z néj bity na
pozicich w — £ az w — 1. (Bity ¢islujeme obvyklym zptsobem od nuly, tedy -ty bit mé
vahu 2°.)

Véta: Necht hq(z) = |(az mod 2%)/2%~¢|. Potom systém funkci M = {h, | a € [2"],
a liché} je 2-univerzalni.

Diikaz: Méjme néjaké dva ruzné klice x a y. Bez jmy na obecnosti predpokladejme, ze
z < y. Oznacme ¢ pozici nejnizsiho bitu, v némz se x od y lisi. Plati tedy y —z = 2 - 2%,
kde z je néjaké liché cislo.

Chceme pocitat pravdépodobnost, Ze h,(z) = h,(y) pro rovnomérné ndhodné a. Jelikoz a
je liché, mtizeme ho zapsat jako a = 2b+ 1, kde b € [2*~1], a volit rovnomérné nahodné b.

Prozkoumejme, jak se chovad vyraz a(y — ). MuZeme ho zapsat takto:

aly —x) = (2b+1)(2-2%) = bz - 2T 4 2. 20,
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Podivejme se na binarni zapis:

e Clen z-2° ma v bitech 0 az i — 1 nuly, v bitu 7 jedni¢ku a vyssi bity mohou vypadat
jakkoliv, ale nezavisi na b.

e Clen bz - 271 ma4 bity 0 az i nulové. V bitech i + 1 az w + i lezi bz mod 2%, které
nabyva vsech hodnot z [2*] se stejnou pravdépodobnosti: Jelikoz z je liché, a tedy
nesoudélné s 2%, ma kongruence bz =d (mod 2%) pro kazdé d pravé jedno FeSeni b
(viz cviceni . VsSechna b nastavaji se stejnou pravdépodobnosti, takze vsechna d
také.

® Soucet téchto dvou ¢lent tedy musi mit bity 0 az ¢ — 1 nulové, v bitu ¢ jednicku
a v bitech 7 + 1 az w + ¢ rovnomérné ndhodné &islo z [2*] (seCtenim rovnomérné
nahodného ¢isla s ¢imkoliv nezavislym vznikne modulo 2% opét rovnomérné nadhodné
islo). O vyssich bitech nic neffkdme.

Vratme se k rovnosti h,(x) = hyp(y). Ta nastane, pokud se ¢isla ax a ay shoduji v bitech
w — ¢ az w — 1. Vyuzijeme toho, Ze ay = azx + a(y — ), takZe ax a ay se urcité shoduji
v bitech 0 az ¢« — 1 a neshoduji v bitu . Rozlisime dva pfipady:

e Pokud ¢ > w — ¢, bit ¢ patii mezi bity vybrané do vysledku hesovaci funkce, takze
ha(z) a he(y) se urcité lisi.

e Je-li i < w—¢, pak jsou vSechny vybrané bity v a(y —x) rovnomérné ndhodné. Kolize
s y nastane, pokud tyto bity budou vsechny nulové, nebo kdyz budou jednickové
a navic v souc¢tu ax + a(y — =) nastane prenos z nizstho fddu. Oboji mé pravdépo-
dobnost nejvys 27¢, takze kolize nastane s pravdépodobnosti nejvys 21 =% = 2/m. O

Vzorkovani a silna univerzalita*

Hesovaci funkce se hodi i pro jiné véci, nez je reprezentace mnozin. Predstavte si poci-
tacovou sit, v niz putuji pakety ptes velké mnozstvi routeri. Chtéli byste sledovat, co se
v siti déje, tfeba tak, ze nechdte kazdy router zaznamenavat, jaké pakety pres néj projdou.
Jenze na to je pakett prilis mnoho. Nabizi se pakety navzorkovat, tedy vybrat si z nich
jen malou ¢ast a tu sledovat.

Vzorek ale nemtzeme vybirat ndhodné: kdyby si kazdy router hodil korunou, zda dany
paket zaznamend, malokdy u jednoho paketu budeme znét celou jeho cestu. Radéji si
pofidime heSovaci funkci h, kterd paketu p pritadi néjaké ¢islo h(p) € [m]. Kdykoliv router
prijme paket, zahesuje ho a pokud vyjde méné nez néjaky parametr ¢, paket zaznamena.
To nastane s pravdépodobnosti t/m a shodnou se na tom vSechny routery po cesté.

Nabizi se zvolit funkci h ndhodné z néjakého c-univerzalniho systému. Jenze pak nebudeme
vzorkovat spravedlivé: napriklad v nasem systému S odvozeném ze skaldrniho soucinu
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padne nulovy vektor vzdy do prihradky 0, takze ho pro kazdé t vybereme do vzorku. Aby
vzorkovani fungovalo, budeme potfebovat silnéjsi definici univerzality.

Definice: Systém H funkeci z univerza U do [m] nazveme silné c-univerzdlni pro konstantu
¢ > 1, pokud pro kazdé dva rtzné prvky z,y € U a kazdé dvé pfihradky a,b € [m] (ne
nutné rizné) plati Prpen[h(z) = a A h(y) = b] < ¢/m?.

Podobné jako u obycejné (neboli slabé) univerzality, i zde vlastné fikame, Ze funkce na-
hodné vybrand z daného systému je nejvyse c-krat horsi nez tiplné nahodna funkce: ta by
s pravdépodobnosti 1/m zahesovala x do prihrddky a a nezdvisle na tom y do ptihradky b.

Disledek: Pro prvek x a konkrétni prihrddku a je Prplh(z) = a] < ¢/m. Proto nés
zpusob vzorkovani kazdy paket zaznamend s pravdépodobnosti nejvyse c-krat vétsi, nez
by odpovidalo rovnomérné nadhodnému vybéru.

Navic ukdzeme, ze malymi pravami jiz popsanych systému funkci z nich muzeme udélat
silné univerzalni. Pro systém L to vzapéti dokdzeme, ostatni nechme jako cviceni ﬂ a E

Véta: Definujme hq,p(z) = ((az + b) mod p) mod m. Potom systém funkei £ = {hq |
a,b € [p]} je silné 4-univerzalni.

Drikaz: Z dukazu 1-univerzality systému £ vime, ze pro pevné zvolené x a y existuje bijekce
mezi dvojicemi parametrii (a,b) € Z2 a dvojicemi (r, s) = ((az+b) mod p, (ay+b) mod p).
Pokud volime parametry rovnomérné ndhodné, dostavame i (r, s) rovnhomérné ndhodné.
Zbyva ukazat, ze zavérecnym modulenim m se rovnomérnost prilis nepokazi.

Potfebujeme, aby pro kazdé 4, j € [m] platilo (= zna¢i kongruenci modulo m):

4

= 2

Pr,s[r=iAs=j]
m

Jelikoz r = ¢ a s = j jsou nezavislé jevy, navic se stejnou pravdépodobnosti, staéi ovérit,
ze Prp[r=1i] <2/m.

Cisel r € [p] kongruentnich s i mize byt nejvyse [p/m] = [(p+m —1)/m] < (p+m —
1)/m = (p —1)/m + 1. VyuZijeme-li navic toho, ze m < p, ziskdme:

r=1 -1 1
:#rr ZSp 1
p p-m p

Pr.[r =1]

Tim jsme vétu dokazali. 0
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Cviceni

1.

6.

T*

8 '**
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Dostali jste heSovaci funkei h : [U] — [m]. Pokud o této funkci nic dalsiho nevite,
kolik vyhodnoceni funkce potiebujete, abyste nasli k-tici prvku, které se vSechny
zobrazi do téze prihradky?

Ukazte, ze pokud bychom v ,linedrnim“ systému L zafixovali parametr b na nulu,
uz by nebyl 1-univerzalni, ale pouze 2-univerzalni. Totéz by se stalo, pokud bychom
pripustili nulové a.

Ukazte, ze pokud bychom v ,souc¢inovém* systému M pripustili i sudé a, uz by nebyl
c-univerzalni pro zadné c.

Studujme chovani polynomialniho hesovani z minulého oddilu. Uvazujme funkce h, :
Zg — Ly, pticemz hq(zo,...,xq-1) = y_; ;0" mod p. Dokazte, ze systém P = {h, |
a € Zy,} je d-univerzdlni. Mohou se hodit vlastnosti polynomi z oddilu

Dokazte, ze je-li ndjaky systém funkei silné c-univerzalni, pak je také (slabé) c-uni-
verzalni.

O systému L’ jsme dokézali, Ze je silné c-univerzdlni pro ¢ = 4. Rozmyslete si, Ze pro
zaddné mensi ¢ to neplati.

Ukazte, ze systém S odvozeny ze skaldarniho soucinu neni silné c-univerzilni pro
z4dné ¢. Oviem pokud ho rozsfifme na 8" = {he, | t € Z¢,r € Z}, kde hy ,(x) =
t - x + r, uz bude silné 1-univerzalni.

Podobné systém M neni silné c-univerzalni pro zadné ¢, ale jde to jednoduchou
tipravou zachranit. Definujeme M’ = {hap | a,b € [2¥+4]}, piicemz hyp(x) =
|((az + b) mod 2¥+¢) /2% |. Jinak fedeno vysledkem heSovaci funkce jsou bity w
az w + £ — 1 hodnoty ax + b. Dokazte, ze systém M’ je silné 2-univerzalni.

Necht H je néjaky systém funkci z U do [m]. Pro m’ < m definujme H* = {2 —
h(x) mod m' | h € H}. Dokazte, Ze je-li H silné c-univerzalni, pak H* je 2c-univer-
zélni a silné 4e-univerzdlni. Jakou roli hraje tento fakt v rozboru systému £ a L'?
Lze dosdhnout lepSich konstant nez 2¢ a 4¢?
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12 Dynamické programovani

V této kapitole prozkoumame jesté jednu techniku ndvrhu algoritmu, kterd je zalozend
na rekurzivnim rozkladu problému na podproblémy. V tom je podobnid metodé Rozdél
a panuj, ovsem umi vyuzit toho, ze se podproblémy béhem rekurze opakuji. Proto v mnoha
pfipadech vede na mnohem rychlejsi algoritmy. Riké se ji ponékud tajemné dynamické
programovdnd.{?)

12.1 Fibonacciho ¢isla podruhé

Princip dynamického programovani si nejprve vyzkousime na trivialnim prikladu. Bude-
me pocitat Fibonacciho ¢isla, se kterymi jsme se uz potkali v ivodni kapitole. Zacneme
primocarym rekurzivnim algoritmem na vypocet n-tého Fibonacciho c¢isla Fi,, ktery po-
stupuje presné podle definice F,, = F,_1 + F,_o.

Algoritmus F1B(n)

1. Pokud n < 1, vratime n.
2. Jinak vratime FiB(n — 1) + F1B(n — 2).

Zkusme zjistit, jakou ¢asovou slozitost tento algoritmus méa. Sledujme strom rekurze na
nasledujicim obrazku. V jeho kofeni pocitdme F,, v listech Fy a Fjy, vnitini vrcholy
odpovidaji vypoctim ¢isel Fy, pro 2 < k < n.

Libovolny vnitini vrchol pfitom vraci soucet hodnot ze svych syni. Pokud tento argument
zopakujeme, dostaneme, ze hodnota vnitiniho vrcholu je rovna sou¢tu hodnot vsech listi
lezicich pod nim. Specialné tedy F,, v kofeni musi byt rovno sou¢tu vsech listi. Z kazdého
listu pritom vracime budto 0 nebo 1, takze abychom nascitali F;,, musi se ve stromu celkové
nachézet alespon F,, listu. Z cviCeni vime, ze F,, ~ 1.618", takze strom rekurze
méa prinejmensim exponencialné mnoho listt a cely algoritmus se plouzi exponencidlné
pomalu.

Nyni si vSimnéme, Ze funkci FIB volame pouze pro argumenty z rozsahu 0 az n. Jediné
mozné vysvétleni exponencidlni ¢asové slozitosti tedy je, Ze si nechdvame mnohokrat spo-
¢itat totéz. To je vidét i na obrazku: Fs vyhodnocujeme dvakrat a F; dokonce ¢étyrikrat.

Zkusme tomu zabranit. Porfidime si tabulku T a budeme do ni vypliovat, kterd Fibo-
nacciho ¢isla jsme uz spocitali a jak vysly jejich hodnoty. Pii kazdém volani rekurzivni

M Legenda iikd, %e s timto ndzvem ptisel Richard Bellman, kdy# v 50. letech pracoval v americkém
armadnim vyzkumu a potifeboval nadfizenym vysvétlit, ¢im se vlastné zabyva. Programovianim se tehdy
minilo zejména pldnovéni (tfeba postupu vyroby) a Bellman zkoumal vicekrokové pldnovani, v némz
optiméalni volba kazdého kroku zalezi na predchozich krocich — proto dynamické.
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Obrazek 12.1: Rekurzivni vypocet Fibonacciho &isel

funkce se pak podivame do tabulky. Pokud jiz vysledek zname, rovnou ho vratime; v opac-
ném pripadé ho poctivé spocitame a hned ulozime do tabulky. Upraveny algoritmus bude
vypadat nasledovné.

Algoritmus F1B2(n)
1. Je-li T[n] definovano, vratime T'[n].
2. Pokud n < 1, polozime T'[n] + n.
3. Jinak polozime T'[n] < F1B2(n — 1) + F1B2(n — 2).
4. Vratime T[n].

Jak se zménila casova slozitost? K rekurzi nyni dojde jediné tehdy, vypliujeme-li policko
tabulky, v némz dosud nic nebylo. To se mtZe stat nejvyse (n + 1)-krét, z toho dvakrat
trividlné (pro Fy a Fy), takZe strom rekurze ma nejvyse n vnitinich vrcholt. Pod kazdym
z nich lez{ nejvyse 2 listy, takze celkové ma strom nanejvys 3n vrcholt. V kazdém z nich
travime konstantnf ¢as, celkové bézi funkce FIB2 v ¢ase O(n).

Ve stromu rekurze jsme tedy profezali opakujici se vétve, az zbylo O(n) vrcholu. Jak to
dopadne pro F3, vidime na obrazku

Nakonec si uvédomime, ze tabulku mezivysledka 7" nemusime vyplnovat rekurzivné. Je-
likoz k vypoctu T[k] potfebujeme pouze T[k — 1] a T[k — 2|, sta¢i ji plnit v poradi
T[0],T[1],T[2],... a vZdy budeme mit k dispozici vSechny hodnoty, které v daném oka-
mziku potfebujeme. Dostaneme néasledujici nerekurzivni algoritmus.
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Obrazek 12.2: Profezany strom rekurze po zavedeni tabulky

Algoritmus F1B3(n)
1. T[0] « 0, T[1] « 1
2. Prok=2,...,n:
3. Tkl Tlk—-1+T[k—2]
4. Vratime T'[n].

Funkci FIB3 jsme pochopitelné mohli vymyslet primo, bez Gvah o rekurzi. Postup, ktery
jsme si predvedli, ovSem funguje i v méné primocarych ptripadech. Zkusme proto shrnout,
co jsme udélali.

Princip dynamického programouvdni:
® Zacneme s rekurzivnim algoritmem, ktery je exponencialné pomaly.
® Odhalime opakované vypocty stejnych podproblémii.

® Poridime si tabulku a budeme si v ni pamatovat, které podproblémy jsme uz vytesili.
Tim profezeme strom rekurze a vznikne rychlejsi algoritmus. Tomuto pristupu se
Casto ikd kesovdni a tabulce kes (anglicky cache).(?

e Uvédomime si, ze kes lze vyplnovat bez rekurze, zvolime-li vhodné poradi podpro-
blémt. Tim ziskame stejné rychly, ale jednodussi algoritmus.

) Cache v angli¢tiné znamend obecné skrys, tfeba tu, kam si veverka schovava ofisky. V informatice

se tak fikd rtiznym druhtim paméti na casto pouzivana data. Je-li fe¢ o zrychlovani rekurze, pouziva se

téz ponékud krkolomny termin memoizace — memo je zkracenina z latinského memorandum a dnes znaci
libovolnou poznamku.
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Cviceni
1.  Spocitejte, kolik presné vrcholt ma strom rekurze funkce FIB a dokazte, ze Casova
slozitost této funkee ¢inf ©(7"), kde 7 = (1 + v/5)/2 je zlaty Fez.

12.2 Vybrané podposloupnosti

Metodu dynamického programovani nyni predvedeme na méné trivialnim piikladu. Do-
staneme posloupnost x1,...,x, celych ¢isel a chceme z ni Skrtnout co nejméné prvki
tak, aby zbyvajici prvky tvorily rostouci posloupnost. Jinak fe¢eno, chceme najit nejdels?
rostouct podposloupnost (NRP). Tu mizeme formélné popsat jako co nejdelsi posloupnost
index i1, ...,% takovou, ze 1 <i4; < ... <ip <maz;, <...<z.

Napriiklad v néasledujici posloupnosti je jedna z NRP vyznacena tucné.

i‘12345678910111213
3 14 15 92 65 35 89 79 32 38 46 26 43

L

Rekurzivni feSeni

Nabizi se pouzit hladovy algoritmus: zacneme prvnim prvkem posloupnosti a pokazdé
budeme priddvat nejblizsi dalsi prvek, ktery je vétsi. Pro nasi ukézkovou posloupnost
bychom tedy zacali 3,14,15,92 a dél bychom uz nemohli ptidat zadny dalsi prvek. Opti-
malni feSeni je ale delsi.

Problém byl v tom, Ze jsme z moznych pokracovani podposloupnosti (tedy ¢isel vétsich
nez posledni pridané a lezicich napravo od néj) zvolili hladové to nejblizsi. Pokud misto
toho budeme zkouset vSechna mozna pokracovani, dostaneme rekurzivni algoritmus, ktery
bude korektni, byt pomaly.

Jeho jddrem bude rekurzivni funkce NRP(¢). Ta pro dané i spoéitd maximdlni délku
rostouci podposloupnosti zacinajici prvkem z;. Udéld to tak, Ze vyzkousi vSechna z;
navazujici na x; (tedy j > ¢ a &; > z;) a pro kazdé z nich se zavola rekurzivné. Z moznych
pokracovani si pak vybere to, které da celkové nejlepsi vysledek.

Vsimnéme si, ze rekurze se prirozené zastavi pro ¢ = n: tehdy totiz cyklus neprobéhne ani
jednou a funkce se ihned vrati s vysledkem 1.

Reseni ptivodni tlohy ziskdme tak, 7ze zavolame NRP(i) postupné pro i = 1,...,n a vy-
pocteme maximum z vysledkt. Probereme tedy vSechny moznosti, kterym prvkem muze

optimalni feseni zacCinat. Elegantnéjsi ovSem je dodefinovat o = —oo. Tim ziskame prvek,
ktery se v optimélnim FeSeni zarucené vyskytuje, takze postaci zavolat Nrp(0).
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Algoritmus NRP(7) (nejdelsi rostouci podposloupnost rekurzivng)

Vstup: Posloupnost x;, ..., T,
1. d+«1
2. Proj=14+1,...,n
3. Je-li z; > x;:
4. d + max(d, 1+ NRrP(j))
Vijstup: Délka d nejdelsi rostouci podposloupnosti v x;, ..., x,

Tento algoritmus je korektni, nicméné méa exponencidlni casovou slozitost: pokud je vstup-
ni posloupnost sama o sobé rostouci, projdeme béhem vypoctu tplné vsechny podposloup-
nosti a téch je 2". Pro kazdy prvek si totiz nezavisle na ostatnich muzeme vybrat, zda
v podposloupnosti lezi.

Podobné jako u ptikladu s Fibonacciho ¢isly nas zachrani, kdyz si budeme pamatovat, co
jsme uz spocitali, a nebudeme to pocitat znovu. Funkci NRP totiz miizeme zavolat pouze
pro n + 1 ruznych argumenti. Pokazdé v ni stravime ¢éas O(n), takze cely algoritmus
pobézi v pifjemném case O(n?).

Iterativni Ffeseni

Sledujme déle osvédceny postup. Rekurze se mizeme zbavit a tabulku vyplnovat postupné
od nejvétsiho ¢ k nejmensimu. Budeme tedy pocitat T'[i], coz bude délka té nejdelsi ze
vsech rostoucich podposloupnosti zac¢inajicich prvkem ;.

Algoritmus NRP2 (nejdelsi rostouci podposloupnost iterativné)

Vstup: Posloupnost x1,...,z,
1. zg+ —©
2. Proi=nn-1,...,0: 4 vSechny mozné zacdtky NRP
3. T[]+ 1
4. Pli]+0 a4 bude se pozdéji hodit pro vijpis Tesent
5. Proj=4¢+1,...,n: 4 wsechna moznd pokracovdni
6. Pokud z; < z; a T[i] < 1+ T[j]: < mdme lepsi Tesent
7. T[] < 1+ T[j]
8. Pli] + j

Vijstup: Délka T[0] nejdelsi rostouci podposloupnosti
Tento algoritmus bézi také v kvadratickém case. Jeho pribéh na nasi ukdzkové posloup-

nosti ilustruje obrazek Vsimnéte si, ze algoritmus nasel jiné optimalni feseni, nez
jakého jsme si prve vSimli my.

287



— 12.2 Dynamické programovani — Vybrané podposloupnosti

1 ‘ o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
z; |—o0 3 14 15 92 65 35 89 79 32 38 46 26 43
Ti] T 6 5 4 1 2 3 1 1 3 2 1 2 1
PJi] 12 3 6 O 7 10 O 0 10 11 0 13 O

Obrazek 12.3: Prabéh vypoctu algoritmu NRP2

Korektnost algoritmu muzeme dokazat zpétnou indukci podle i. K tomu se nam hodi

nahlédnout, ze zacind-li optimalni feSeni pro vstup z,...,x, dvojici x;, x;, pak z néj
odebranim z; vznikne optimdlni feSeni pro kratsi vstup zj,...,x, zacinajici x;. Kdyby

totiz existovalo lepsi feseni pro kratsi vstup, mohli bychom ho rozsitit o x; a ziskat lepsi
feSeni pro puvodni vstup. Této vlastnosti se Fika optimdlni substruktura a uz jsme ji
potkali naptiklad u nejkratsich cest v grafech.

Zbyva domyslet, jak kromé délky NRP nalézt i posloupnost samu. K tomu nam pomiize, ze
kdykoliv jsme spocitali T'[i], ulozili jsme do P[i] index druhého prvku ptislusné optimaln{
podposloupnosti (prvnim prvkem je vzdy ;). Proto P[0] ¥ik4, jaky prvek je v optimalnim
FeSeni celé ulohy prvni, P[P[0]] udéavd druhy a tak déle. Opét to funguje analogicky s hle-
déanim nejkratsi cesty tfeba prohledavanim do $itky: tam jsme si pamatovali predchidce
kazdého vrcholu a pak zpétnym prichodem rekonstruovali cestu.

Grafovy pohled

Podobnost s hledanim cest v grafech neni ndhodnd — celou nasi tlohu totiz muzeme
preformulovat do Teci grafi. Sestrojime orientovany graf, jehoz vrcholy budou prvky
20, ..., Tnt1, Pricemz dodefinujeme 9 = —00 a 41 = +00. Hrana povede z z; do z;
tehdy, mohou-li z; a x; sousedit v rostouci podposloupnosti, ¢ili pokud ¢ < j a soucasné
x; < xj. (Na obrazku tyto hrany vedou ,doprava nahoru*.)

Kazda rostouci podposloupnost pak odpovida néjaké cesté v tomto grafu. Chceme proto
nalézt nejdelsi cestu. Ta bez Gjmy na obecnosti zacind v xg a konéi v z, 4.

N4s graf ma ©(n) vrcholit a O(n?) hran. Navic je acyklicky a potfadi vrcholit zo, ..., T, 41
je topologické. Nejdelsi cestu tedy miizeme najit v éase O(n?) indukei podle topologického
usporadani (podrobnéji viz oddil f-g).

Vv

Vysledny algoritmus je pfitom naramné podobny nasemu NRP2: vnéjsi cyklus prochézi
pozpétku topologickym pofadim, vnitini cyklus zkoum4 hrany z vrcholu z; a T'[i] muZeme
interpretovat jako délku nejdelsi cesty z x; do x,+1. To je pomérné typické: dynamické
programovani je ¢asto ekvivalentni s hleddnim cesty ve vhodném grafu. Nékdy je jedno-
dussi nalézt tento graf, jindy zase k algoritmu dojit ,,prevracenim® rekurze.
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Obrazek 12.4: Graf reprezentujici posloupnost
—00,1,13,7,15,10,+ a jedna z nejdelSich cest

Rychlejsi algoritmus

Kvadratické feseni je jisté lepsi nez exponencialni, ale mizeme ho jesté zrychlit. Vybér
maxima hrubou silou totiz muzeme nahradit pouzitim Sikovné datové struktury. Ta si
bude pro vSechna zpracovand x; pamatovat dvojice (z;,T[i]), pficemz z; slouzi jako kl{¢
a Ti] jako hodnota pfifazend tomuto k1{¢i.

Algoritmus NRP2 v kazdém priichodu vnéjstho cyklu uvazuje jedno x;. Vypocet vnitiniho
cyklu odpovida tomu, ze v datové strukture hleddme nejvétsi z hodnot prifazenych klicim
z intervalu (z;, +00). Nésledné vlozime novou dvojici s kli¢em z;. Jednoducha modifikace
vyvazenych vyhleddvacich stromu (cviceniB.2.4) zvlddne obé tyto operace v case O(logn).
(Technicky detail: Nase klice se mohou opakovat. Tehdy stac¢i zapamatovat si nejveétsi
z hodnot.)

Jeden pruchod vnéjsiho cyklu pak zvlddneme v ¢ase ©(log n), takZe cely algoritmus pobézi
v O(nlogn). Jiny stejné rychly algoritmus odvodime ve cvicen{
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Cviceni

1.

Kopcem nazveme podposloupnost, kterda nejprve roste a pak klesa. Vymyslete algo-
ritmus, ktery v zadané posloupnosti nalezne nejdelsi kopec.

NRP nemusi byt jednoznacné urcena. Jak spocitat, kolik rtiznych NRP obsahuje
zadand posloupnost?

Pokud existuje vice NRP, jakou vyznac¢nou vlastnost ma ta, kterou najde algoritmus
Nrp27

Prozkoumejme jiny pristup ke hledani nejdelsi rostouci podposloupnosti. Zadanou
posloupnost budeme prochézet zleva doprava. Pro jiz zpracovanou c¢ast si budeme
udrzovat ¢isla K[i] udéavajici, jakou nejmens{ hodnotou mize koncit rostouci pod-
posloupnost délky i. Nahlédnéte, ze K[i] < K[i 4+ 1]. UkazZte, Ze rozsifime-li vstup
o dalsi prvek z, zméni se O(1) hodnot K[i] a k jejich nalezeni staci nalézt binarnim
vyhledavanim, kam do posloupnosti K patii x. Z toho ziskejte algoritmus o slozitosti
©(nlogn).

Méjme posloupnost n knih. Kazd4 kniha ma néjakou sitku s; a vysku v;. Knihy chce-
me naskladat do knihovny s néjakym poctem polic tak, abychom dodrzeli abecedni
poradi. Prvnich nékolik knih tedy ptjde na prvni polici, dalsi ¢ast na druhou polici,
a tak ddle. Mame zadanou sitku knihovny S a chceme rozmistit police tak, aby se do
nich vesly vSechny knihy a celkové byla knihovna co nejnizsi. Tloustku polic a horni

a spodni desky pritom zanedbavame.

Podobné jako v predchozim cviceni chceme navrhnout knihovnu, jez pojme dané
knihy. Tentokrat ovSem méame zadanou maximalni vysku knihovny a chceme najit
minimélni moznou $itku. Pokud vam to pomuze, predpokladejte, ze vsechny knihy
maji jednotkovou sirku.

Desifrovali jsme tajnou depesi, ale chybi v ni mezery. Zname vsak slovnik vSech slov,
ktera se v depesi mohou vyskytnout. Chceme tedy rozdélit depesi na co nejméné
slov ze slovniku.

Grafovy pohled na dynamické programovani funguje i pro Fibonacciho ¢isla. Ukazte,
jak pro dané n sestrojit graf na O(n) vrcholech, v némz bude existovat pravé F), cest
mezi startem a cilem. Jak tento graf souvisi se stromem rekurze algoritmu F1B?

12.3 Editac¢ni vzdalenost

Pokud ve slové koule udélame preklep, vznikne boule, nebo tfeba kdoule. Kolik preklepi
je potfeba, aby z poutnika vznikl potemnik? Podobné otdzky vedou ke zkoumani edita¢ni
vzdéalenosti Fetézcti nebo obecné posloupnosti.
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Definice: Editacni operaci na fetézci nazveme vlozeni, smazani nebo zménu jednoho zna-
ku. Editacni vzddlenost® Yetézct © = &1 ...2p & y = y1...Ym udévé, kolik nejméné
editac¢nich operaci je potfeba, abychom z prvniho fetézce vytvorili druhy. Budeme ji zna-
it L(x,y).

V nejkratsi posloupnosti operaci se kazdého znaku tyka nejvyse jedna editac¢ni operace,

takze operace lze vzdy usporadat ,zleva doprava“. Mizeme si tedy predstavit, ze procha-
zime Tetézcem x od zacatku do konce a postupné ho pretvarime na Tfetézec y.

Rekurzivni feSeni
Zkusme rozlisit ptipady podle toho, jaka operace nastane v optimalni posloupnosti na
samém zacatku retézce:

e Pokud x; = y;, mizeme prvni znak ponechat beze zmény.
Tehdy L(x,y) = L(Za ... Tn,y Y2 - - - Ym)-
e Znak x; zménime na y;. Pak L(xz,y) =1+ L(za... Tp,y2 .- Ym)-
e Znak x; smazeme. Tehdy L(z,y) =14 L(za...Zn, Y1 .- - Ym)-
e Na zacéatek vlozime y;. Tehdy L(z,y) =1+ L(z1 ... Tpy Y2 - - - Ym)-

Pokazdé tedy L(z,y) zdvisi na vzdalenosti néjakych suffizi fetézcl z a y. Kdybychom
tyto vzdalenosti znali, mohli bychom snadno rozpoznat, ktera z uvedenych ¢tyr moznosti
nastala — byla by to ta, z niz vyjde nejmensi L(x,y).

Pokud vzdélenosti suffixii nezndme, vypocitame je rekurzivné. Zastavime se v piipadech,
kdy uz je jeden z Tetézct prazdny — tehdy je evidentné vzdalenost rovna délce druhého
Tetézce.

Z toho vychazi nasledujici algoritmus. Pro vypocet L(z,y) postadi zavolat EpIT(1,1).

Algoritmus EDIT(, j) (editacni vzdalenost Fetézci rekurzivng)
Vstup: Retézce x; ... xn a Yj-Ym

1. Pokud ¢ > n, vratime m — j + 1. < jeden z retézeu uz skoncil
2. Pokud j > m, vratime n —¢ + 1.

3. L.+ EpIT(i+1,5+1) < ponechdni ¢ zména znaku
4. Pokud z; # y;: £, + £, + 1.

5. 4y + EDIT(i + 1, j) <4 smazdni znaku
6. ¢, < EDIT(7,j + 1) < vloZent znaku

7. Vrétime min(¢,, ¥, £,)
Vistup: Editacni vzdalenost L(z;...Zn,Yj ... Ym)

3) Nékdy téz Levenstejnova vzddlenost podle Vladimira Josifovide Levenstejna, ktery ji zkoumal okolo
roku 1965. Odtud znaceni L(z, y).
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Algoritmus je zjevné korektni, nicméné muze béZet exponencidlné dlouho (tfeba pro x =
y = aaa...a). Opét nds zachrani, Ze funkci EDIT muzeme zavolat jen s (n + 1)(m + 1)
riznymi argumenty. Budeme si tedy keSovat, pro které argumenty uz zname vysledek,
a znamé hodnoty nebudeme pocitat znovu. Funkce pak pobézi jen O(nm)-kréat a pokazdé
spotfebuje konstantni cas.

Iterativni Feseni

Pokracujme podobné jako v minulém oddilu. Oto¢ime smér vypoctu a tabulku T s vysled-
ky podproblému budeme vypliiovat bez pouziti rekurze. Predstavime-li si ji jako matici,
kazdy prvek zavisi pouze na téch, které lezi napravo a dolt od néj. Tabulku proto muzeme
vypliiovat po Fadcich zdola nahoru, zprava doleva.

Tim ziskdme néasledujici jednodussi algoritmus, ktery zjevné bézi v case ©(nm). Piiklad
vypoctu naleznete na obrazku

Algoritmus EDIT2 (edita¢ni vzdalenost fetézcu iterativné)
Vstup: Retézce T1...Zp 2 Y1 ... Ym
1. Proi=1,...,n+ 1 polozime T[i,m+ 1] +n —i+ 1.

2. Proj=1,...,m+ 1 polozime T[n+1,j] < m—j+ 1.

3. Proi=mn,..., 1

4. Proj=m,..., 1

5. Je-li z; =y;: 6 <0, jinak § <1

6. Tli,j] «min(6+ T+ 1,7+ 1,1+ T+ 1,5, 1+ T[i,5 + 1))

Vijstup: Editaéni vzdalenost L(z1 ... %n, Y1 .. ym) = T[1,1]

potemnik
pl344444567
01433333456
ul433222345
t|1432211234
n{543210123
i/]654321012
k|765432101

876543210

Obrazek 12.5: Tabulka T pro slova poutnik a potemnik
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Grafové fFeseni

Editacn{ vzdalenost muzeme také popsat pomoci vhodného orientovaného grafu (obrazek
. Vrcholy budou odpovidat moznym pozicim v obou fetézcich. Budou to tedy dvojice
(i,j), kde 1 <i<m+1lal<j<m-+1 Hrany budou popisovat mozné operace:
z vrcholu (4, j) povede hrana do (i +1,5), (¢,7+1) a (i4+1,j+1). Tyto hrany odpovidaji
po fadé smazdni znaku, vloZeni znaku a ponechdni/zdméné znaku. Véechny budou mit
jednotkovou délku, pouze v pfipadé ponechani nezménéného pismene (x; = y;) bude délka
nulova.

R T K e N
00 TSI SN PO O L I A

AT

BT R SR SRR G S

Obrazek 12.6: Graf k vypoctu editacni vzdalenosti.
PIné hrany maji délku O, ¢arkované 1.

Kazd4 cesta z vrcholu (1,1) do (n+ 1, m + 1) proto odpovida jedné posloupnosti operaci
usporadané zleva doprava, kterd z Fetézce x vyrobi y. Jelikoz graf je acyklicky a ma ©(nm)
vrcholll a ©(nm) hran, miuzeme v ném nalézt nejkratsi cestu indukei podle topologického
usporadédni v ¢ase ©(nm).

Pfesné to ostatné déld nas algoritmus EDIT2. Indukef mizeme dokdzat, ze T[4, j] je rovno
délce nejkratsi cesty z vrcholu (4,7) do (n+ 1,m + 1).

Cviceni

1. Dokazte, Ze editacni vzdalenost L(x,y) se chova jako metrika: je vidy nezdpornd,

nulovd pouze pro z = y, symetrickd (L(z,y) = L(y,x)) a spliiuje trojihelnikovou
nerovnost L(z,z) < L(z,y) + L(y, z).
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2. Algoritmus EDIT2 zabere ©(nm) bunék paméti na ulozeni tabulky T'. Ukazte, jak
spotfebu paméti snizit na O(n + m).

3. Kromé editacni vzdalenosti mtizeme chtit spocitat i prislusnou nejkratsi posloupnost
editac¢nich operaci. V grafové interpretaci naseho algoritmu je to trivialni — prosté
vypiseme nalezenou nejkratsi cestu. Ukazte, jak to udélat bez explicitniho sestrojeni
grafu, tfeba pfimou upravou algoritmu EDIT2.

4* Tv predchozim cviceni si lze vystacit s paméti O(n+m). Existuje pékny trik zalozeny
na metodé Rozdél a panuj. Budeme hledat nejkratsi cestu v grafu z obrazku
Graf postadi prochdzet po fadcich (to je topologické poradi), ale obvyklé grafové al-
goritmy by si pro vypisovani cesty musely zapamatovat predchtiidce kazdého vrcholu.
My si misto toho ulozime jen to, ve kterém sloupci protala nejkratsi cesta z poc¢atku
do daného vrcholu (n/2)-ty fadek. To si posta¢i pamatovat jen v okoli aktudlniho
radku. Na konci vypoctu zjistime, jaky je prostfedni vrchol na nejkratsi cesté, takze
umime problém rozdélit na dva poloviéni podproblémy. Doplnte detaily a dokazte,
Ze tomuto algoritmu postaci linedrni pamét, a presto celkové pobézi v ¢ase ©(nm).

5.  Na prvni pohled se zda, ze ¢im podobnéjsi retézce dostaneme, tim by mélo byt
jednodussti zjistit jejich editacni vzdalenost. N&s algoritmus ovsem pokazdé vypliuje
celou tabulku. Ukazte, jak ho zrychlit, aby pocital v ¢ase O((n + m)(L(z,y) + 1)).

6* Jak by se vypocet editacni{ vzddlenosti zménil, kdybychom mezi editacni operace
fadili i prohozeni dvou sousednich pismen?

7. Navrhnéte algoritmus pro nalezeni nejdelsi spolecné podposloupnosti danych posloup-

nosti x1,...,x, a Y1, ..., Ym. Jak tento problém souvisi s edita¢ni vzdalenosti a s gra-
fem z obrazku

8. Jak naopak najit nejkratsi spolecnou nadposloupnost dvou posloupnosti A a B? Tim
se mysli nejkratsi posloupnost, kterda obsahuje jako podposloupnosti jak A, tak B.

12.4 Optimalni vyhledavaci stromy

Kdyz jsme vymysleli bindrni vyhleddvaci stromy (BVS), uméli jsme zafidit, aby zadny
prvek nelezel prilis hluboko. Hned nékolik zptusobt vyvazovani ndm zarucilo logaritmickou
hloubku stromu. Co kdybychom ale védéli, ze se na nékteré prvky budeme ptat mnohem
Castéji nez na jiné? Nevyplatilo by se potom umistit tyto ,oblibené“ prvky blizko ke
koreni, byt by to znamenalo dalsi prvky posunout nize?

Vyzkousejme si to se tfemi prvky. Na prvek 1 se budeme ptat celkem 10krat, na 2 jen
jednou, na 3 celkem 5krat. Obrazek ukazuje mozné tvary vyhledavaciho stromu
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a jejich ceny — pocty vrcholi navstivenych béhem vsech 16 vyhledavani. Napriklad pro
prostiedni, dokonale vyvazeny strom nahlédneme pri hledani prvku 1 do 2 vrcholu, pri
hledani 2 do 1 vrcholu a pri hledéani 3 opét do 2 vrcholu. Celkova cena tedy ¢ini 10-241-
1452 = 31. Nésledujici strom ovsem dosahuje nizsi ceny 23, protoze ¢asto pouzivand 1

lezi v koreni.
37 28 31 23 27

Obrézek 12.7: Cena hledani v rdznych vyhledavacich stromech

Pojdme se na tento problém podivat obecnéji. Mdme n prvku s kliéi z; < ... < x,, a klad-
nymi vahami wq, ..., w,. Kazdému bindrnimu vyhledavacimu stromu pro tuto mnozinu
kli¢a pridélime cenu C' = ), w;-h;, kde h; je hloubka kli¢e ; (hloubky tentokrét pocitdme

evvs

Rekurzivni feSeni

Predstavme si, ze ndm nékdo napovédél, jaky prvek z; se nachézi v kofeni optimélniho
stromu. Hned vime, ze levy podstrom obsahuje klice z1,...,z;_1 a pravy podstrom klice
Tit1,--.,Zn. Navic oba tyto podstromy musi byt optimalni — jinak bychom je mohli
vymeénit za optimalni a tim cely strom zlepsit.

Pokud nadm prvek v koreni nikdo nenapovi, vystacime si sami: vyzkousime vSechny moz-
nosti a vybereme tu, kterd povede na minimalni cenu. Levy a pravy podstrom pokazdé
sestrojime rekurzivnim zavolanim téhoz algoritmu. Ptvodni problém tedy postupné roz-
kladame na podproblémy. V kazdém z nich hleddme optiméalni strom pro néjaky souvisly
usek klicd x;,...,z;. Zatim se spokojime s tim, Ze spocitdme cenu tohoto stromu. Tim
vznikne funkce OPTSTROM(i, j) popsand nize.

Funkce vyzkousi vSechny mozné koreny, pro kazdy z nich rekurzivné spocitd optimalni
cenu ¢¢ levého podstromu a ¢, pravého. Zbyva domyslet, jak z téchto cen spocitat cenu
celého stromu. Vsem prvkim v levém podstromu jsme zvysili hloubku o 1, takZe cena
podstromu vzrostla o soucet vah téchto prvkia. Podobné to bude v pravém podstromu.
Navic pribyly dotazy na koten, ktery ma hloubku 1, takze prispivaji k cené presné vahou
kotene. Vahu kazdého prvku jsme tedy pricetli pravé jednou, takze celkovd cena stromu
¢inf ¢p +¢p + (w; + ... + wj).
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Jako obvykle jsme napoprvé ziskali exponencialni feseni, které ptjde zrychlit keSovanim
spocitanych mezivysledki. Budeme-li si pamatovat hodnoty T'[i, j] = OpTSTROM(%,j),
spoéitame celkové O(n?) poliéek tabulky a kazdym stravime ¢as O(n). Celkem tedy al-

Algoritmus OPTSTROM(i, j) (cena optimdlniho BVS rekurzivng)

Vstup: Klice x;,...,x; s vahami w;, ..., w;
1. Pokud ¢ > j, vratime O. 4 prdzdny usek ddvd prdazdny strom
2. We—w; + ... +w; a4 celkovd vdha prvki
3. C+ 40 < zatim nejlepsi cena stromu
4. Prok=1,...,5: < ruzné volby korene
5 ¢ < OPTSTROM(Z, k — 1) Q levy podstrom
6 ¢p = OPTSTROM(K + 1, j) < pravy podstrom
7. C =min(C,¢; +¢cp + W) < cena celého stromu

Vistup: Cena C' optiméalniho vyhledavaciho stromu

goritmus pobézi v ¢ase O(n?).

Iterativni Ffeseni

Nyni obratime smér vypoctu. Vyuzijeme toho, ze odpovéd pro dany tsek zavisi pouze na
odpovédich pro kratsi tseky. Proto mtizeme tabulku mezivysledka vyplnovat od nejkrat-
sich useku k nejdelsim. Tim vznikne néasledujici iterativni algoritmus. Oproti predchozi-
mu TeSeni si navic budeme pro kazdy usek pamatovat optimalni kofen, coz nam za chvili

usnadni rekonstrukei optimalniho stromu.
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Algoritmus OPTSTROM?2 (cena optimdlniho BVS iterativné)

Vstup: Klice z1,...,x, s vahami wy,...,w,

1. Proi=1,...,n+1:T[i,i — 1] + 0 < prdzdné stromy nic nestoji
2. Prol=1,...,n: a4 délky useku
3. Proi=1,...,n—0+1: < zacdatky useki
4. j—i+l-1 < konec aktudlniho useku
5. W= w; + ... +w; < celkova vaha useku
6. Ti, j] 400
7. Prok=1i,...,5: 4 mozné koreny
8. C«Tli,k—-1+Tk+1,j]+W a0 cena stromu
9. Pokud C < T1i, j]: < pribézné minimum

10. Ti,jl < C

11. Kli,j] < k

Vystup: Cena T'[1,n] optimalniho stromu, pole K s optimdlnimi kofeny
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Spoéitejme ¢asovou slozitost. Vnitini cyklus (kroky [} az [[0) bézi v case O(n) a spousti
se O(n?)-krat. To celkem dava O(n?3).

Odvodit ze zapamatovanych kofent skutecnou podobu optimalniho stromu uz bude hrac-
ka. Kofenem je prvek s indexem r = K[1,n]. Jeho levym synem bude kofen optimdlniho
stromu pro usek 1,...,7 — 1, coz je prvek s indexem K[1,r — 1], a tak dale. Z této tivahy
ihned plyne nésledujici rekurzivni algoritmus. Zavolame-li OPTSTROMREKO(1, n), vrati
nam cely optimalni strom.

Algoritmus OPTSTROMREKO(?, j) (konstrukce optimalniho BVS)
Vstup: Kli¢e x;, ..., x;, pole K spocitané algoritmem OPTSTROM2
1. Pokud ¢ > j, vratime prazdny strom.
2. r+ Kli,j] < kolikdty prvek je v koreni?
3. Vytvorime novy vrchol v s klicem z,..
4. Jako levého syna nastavime OPTSTROMREKO(%, 7 — 1).
5. Jako pravého syna nastavime OPTSTROMREKO(r + 1, 7).
Vistup: Optimalni vyhledavaci strom s korenem v

Samotna rekonstrukce stravi v kazdém rekurzivnim volani konstantni ¢as a vyrobi pfitom
jeden vrchol stromu. Jelikoz celkem vytvorime n vrchold, stihneme to v ¢ase O(n). Celkem
tedy hledanim optimalniho stromu stravime ¢as O(n?). Dodejme, Ze existuje i kvadraticky
algoritmus (cviceni ).

wi=1 T|0123456 K|123456

wy=10 1] 0 11218242852 1]/122222

ws=3 2| - 01016222650 2| 22222

wi=2 3/ 037102 3 - 3336

ws =1 4 -~ 02 416 4] - 446

we=9 5 90111 5 ----56
) 09 6| - 6
4 0

Obrazek 12.8: Ukazka vypoctu algoritmu
OPTSTROM2 a nalezeny optimalni strom

Abstraktni pohled na dynamické programovani

Na zavér se zkusme zamyslet nad tim, co maji jednotlivé aplikace dynamického progra-
movani v této kapitole spolecného — tedy kromé toho, ze jsme je odvodili z rekurzivnich
algoritmt zavedenim kesovani.
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Pokazdé umime najit vhodny systém podproblému — tém se ¢asto rika stavy dynamického
programovani. Zavislosti mezi témito podproblémy tvoii acyklicky orientovany graf. Diky
tomu muzeme vsechny stavy prochazet v topologickém usporadani a vzdy mit pripraveny
vSechny mezivysledky potrebné k vypoc¢tu aktualniho stavu.

Aby tento pristup fungoval, nesmi byt stavi prili§ mnoho: v nasich pripadech jich bylo
linedrné nebo kvadraticky. Kazdy stav jsme pak uméli spoc¢itat v nejhiie linedrnim case,
takze jsme dostali samé prijemné polynomidlni algoritmy.

Nékdy mitize byt dynamické programovani zajimavé i s exponencialné mnoha stavy. Sice
pak dostaneme algoritmus o exponencialni slozitosti, ale i ten miize byt rychlejsi nez jina
mozn4 FeSeni. Piiklady tohoto typu najdete v oddilu

Cvic¢eni

1.  Optimalni vyhledavaci strom muzeme také zavést pomoci pravdépodobnosti. Necht
se na jednotlivé klice ptame ndhodné, pricemz s pravdépodobnosti p; se zeptame na
kli¢ x;. Pocet vrcholii navstivenych pti hledani se pak chova jako ndhodné veli¢ina
se stfedni hodnotou ), p;h; (h; je opét hloubka i-tého vrcholu). Zkuste formulovat
podobny algoritmus v Teci téchto strednich hodnot. Jak bude fungovat argument se
skladanim stromt z podstromu?

2. Navrhnéte, jak rovnou pfi vypoctu vah konstruovat strom. Vyuzijte toho, Ze se vice
vrcholt muze odkazovat na tytéz podstromy.

3.  Rozmyslete si, ze nastavime-li vSem prvkim stejnou vahu, vyjde dokonale vyvazeny
strom.

4. Jak se algoritmus zméni, pokud budeme uvazovat i netispésné dotazy? Nejjednodussi
je predstavit si, ze vahy pridélujeme i externim vrcholim stromu, jez odpovidaji
intervalim (z;, 2;41) mezi klici.

5. Co jsou v pripadé optimélnich stromu stavy dynamického programovani a jak vypada
graf jejich zavislosti?

63 Knuthova nerovnost: Necht K|i, 7] je kofen spoéitany algoritmem OPTSTROM2 pro
tsek x;,...,2; (je to tedy nejlevéjsi z optimalnich kofentt). Donald Knuth dokazal,
ze plati K[i,j — 1] < K[i, j] < K[i + 1, j]. Zkuste to dokdzat i vy.

7*  Rychlejsi algoritmus: Vymyslete jak pomoci nerovnosti z pfedchoziho cvic¢eni zrychlit
algoritmus OPTSTROM2 na O(n?).

8. Soucin matic: Nasobime-li matice X € R**? a Y € R?*¢ podle definice, pocitame
a-b-c soucinu ¢isel. Pokud chceme spocitat maticovy soucin X X ... x X,,, vysledek
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10*

nezdvisi na uzévorkovani, ale ¢asové slozitost (méfend pro jednoduchost poétem sou-
¢int ¢isel) ano. Vymyslete algoritmus, ktery stanovi, jak vyraz uzavorkovat, abychom
slozitost minimalizovali.

Minimdlni triangulace: Konvexni mnohothelnik muzeme triangulovat, tedy rozrezat
neprotinajicimi se tthlopfickami na trojihelniky. Naleznéte takovou triangulaci, aby
soucet délek ez byl nejmensi mozny.

Optimalizace na stromech: Ukazte, ze predchozi dvé cviceni lze formulovat jako hle-
déani optiméalniho binarniho stromu vzhledem k néjaké cenové funkci. Rozsirte algo-
ritmy z tohoto oddilu, aby umély pracovat s obecnymi cenovymi funkcemi a plynulo
z nich automaticky i feseni minulych cviceni.
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13 Vyhledavani v textu

V této kapitole se budeme vénovat prisloveénému hledani jehly v kupce sena. Seno bude
predstavovat néjaky text o délky S. Budeme v ném chtit najit vSechny vyskyty jehly —
podietézce ¢ délky J.

Kupriikladu v sené bananas se jehla ana vyskytuje hned dvakrat, pricemz vyskyty se
prekryvaji. V sené anna se tataz jehla nevyskytuje vibec, protoze hledame souvislé pod-
fetézce, a nikoliv vybrané podposloupnosti.

Senem pfitom nemusi byt jenom obycejny text. Podobné problémy potkavame treba v bi-
oinformatice pii zkouméni genetického kédu, nebo v matematice, kde pomoci Tfetézci
kédujeme grafy a jiné kombinatorické struktury.

13.1 Retézce a abecedy

Aby se ndm o Fetézcovych algoritmech lépe vypravélo, udélame si nejprve poradek v ter-
minologii okolo fetézci.

Definice:

o Abeceda ¥ je néjakd konecnd mnozina, jejim prvkim budeme fikat znaky (nékdy téz
pismena).

® >* je mnozina vsech slov neboli 7etézcu nad abecedou ¥, coz jsou konecné posloup-
nosti znakl ze X.

Priklady: Abeceda muze byt tvorena tfeba pismeny a az z, bity 0 a 1 nebo nukleotidy C, T,
A, G. Potkdme ovsem i rozlehlejsi abecedy: napriklad mezinarodni znakova sada Unicode
m4 26 = 65536 znakii, v nov&jsich verzich dokonce 1114112 znakii. Jesté extrémnéjsim
zpusobem pouzivaji Fetézce lingvisté: na cesky text se nékdy divaji jako na retézec nad
abecedou, jejiz znaky jsou ceska slova.

Velikost abecedy se obvykle povazuje za konstantu. My budeme navic predpokladat, ze
abeceda je dostateéné mald, abychom si mohli dovolit ukladat do paméti pole indexovana
znakem. Pozdéji se tohoto predpokladu zbavime.

Znaceni:

® Slova budeme znacit malymi pismenky recké abecedy a, 3, ...

® /naky abecedy oznac¢ime malymi pismeny latinky x, y, ... Konkrétni znaky budeme
psat psacim strojem. Znak budeme pouzivat i ve smyslu jednoznakového fetézce.

e Délka slova |a] udavd, kolika znaky je slovo tvofeno.

303



— 13.2 Vyhledévéani v textu — Knuthuv-Morrisuv-Prattuv algoritmus

Prizdné slovo znacime pismenem e, je to jediné slovo délky 0.

Zretézeni af vznikne zapsanim slov « a 3 za sebe. Plati

af| = |a|+|B], ae = ea = .

alk] je k-ty znak slova «, indexujeme od 0 do |a| — 1.

alk : €] je podslovo zacinajici k-tym znakem a konéici tésné pred ¢-tym. Tedy «fk :
] = alklalk +1]...a[¢ — 1]. Pokud k > ¢, je podslovo prazdné. Pokud nékterou
z mez{ vynechdme, mini se k = 0 nebo £ = |a].

® qf : {] je prefiz (pfedpona) tvofeny prvnimi ¢ znaky Fetézce.

e alk : ] je suffix (pfipona) od k-tého znaku do konce fetézce.

ea[:]=a.

Dodejme jesté, ze kazdé slovo je podslovem sebe sama a prazdné slovo je podslovem
kazdého slova. Pokud budeme hovotit o vlastnim podslovu, budeme tim myslet podslovo
ruzné od celého slova. Analogicky pro prefixy a suffixy.

13.2 Knuthtlv-MorristGv-Prattlv algoritmus

Vratme se nyni zpét k ptuvodnimu problému hledani podietézci. Na vstupu jsme dosta-
li seno o a jehlu ¢. Na vystupu chceme ozndmit vSechny vyskyty; snadno je popiseme
napiiklad mnozinou vSech indext k takovych, ze o[k : k + |¢]] = ¢.

Kdybychom postupovali podle definice, zkouseli bychom vsechny mozné pozice v sené
a pro kazdou z nich otestovali, zda tam nezacind néjaky vyskyt jehly. To je funkéni,
nicméné pomalé: moznych zacatka je fadové S, pro kazdy z nich porovnavame az J znaki
jehly. Celkova ¢asovd sloZitost je tedy O(JS).

Zkusme jiny pristup: nalezneme v sené prvni znak jehly a od tohoto mista budeme po-
rovnavat dalsi znaky. Pokud se prestanou shodovat, pfepneme opét na hleddani prvniho
znaku. Jenze odkud? Pokud od mista, kde nastala neshoda, selze to tfeba pri hledani jeh-
ly kokos v sené clanekokokosu — neshoda nastane za koko a zbyly kos nas neuspokoji.
Nebo se muzeme vratit az k vyskytu prvniho znaku a pokracovat tésné za nim, ale to
zase trvd O(JS).

vvvvvv

O(J + 5). Pozdéji ho zobecnime, aby umél hledat vice raznych jehel najednou.

Inkrementalni algoritmus

Na hledani podretézce ptijdeme inkrementdlné. Tim se obecné mysli, Ze chceme postupné
rozsifovat vstup a prepocitavat, jak se zméni vystup. V nasem piipadé vzdy priddme dalsi
znak na konec sena a zapocitame pripadny novy vyskyt jehly, ktery konci timto znakem.
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Abychom toho dosahli, budeme si pribézné udrzovat informaci o tom, jakym nejdel-
sim prefixem jehly konc¢i zatim prectend cast sena. Tomu budeme fikat stav algoritmu.
A jakmile bude tento prefix roven celé jehle, ohlasime vyskyt.

V nasem ,kokosovém“ prikladé se tedy po precteni sena clanekoko nachazime ve stavu
koko, nasleduji stavy kok, koko a kokos.

Predstavme si nyni obecné, ze jsme precetli retézec o, ktery koncil stavem «. Pak vstup
rozsifime o znak x na oz. V jakém stavu se ted mame nachézet? Pokud to nebude prazdny
Fetézec, musi kondit na z, tedy ho muzeme napsat ve tvaru o’'z.

Vsimneme si, ze o/ mus? bijt suffizem slova a: Jelikoz o’z je prefix jehly, je o’ také prefix
jehly. A protoZe o’z je suffixem ox, musi o’ byt suffixem o. Tedy jak «, tak o’ jsou suffixy
slova o, které jsou soucasné prefixy jehly. OvSem stav « jsme vybrali jako nejdelsi slovo
s touto vlastnosti, takze o/ musi byt nejvyse tak dlouhé, a tedy je suffixem a.

Stacilo by proto probrat vsechny suffixy slova a, které jsou prefixem jehly, a vybrat z nich
nejdelsi, ktery po rozsiteni o znak x stale je prefixem jehly.

Abychom ale nemuseli suffixy prochézet vSechny, predpocitdme si zpétnou funkci z. Ta
nam pro kazdy prefix jehly rekne, jaky je jeho nejdelsi vlastni suffix, ktery je opét prefixem
jehly. To ndm umozni prochézet rovnou kandidaty na novy stav: probereme fetézce a,
z(a), z(z(a)), ... a pouZijeme prvni z nich, ktery lze rozsitit o znak z. Pokud neptjde
rozsirit ani jeden z téchto kandidata, novym stavem bude prazdny retézec.

Na této myslence je zalozen nésledujici algoritmus, objeveny v roce 1974 Donaldem Knu-
them, Jamesem Morrisem a Vaughanem Prattem.

Knuthlv-Morristv-Prattlv algoritmus

Algoritmus se opird o vyhleddvaci automat. To je orientovany graf, jehoz vrcholy (stavy
automatu) odpovidaji prefixtim jehly. Vrcholy jsou spojeny hranami dvou druhi: dopredné
popisuji rozsiteni prefixu priddnim jednoho pismene, zpétné vedou podle zpétné funkce,
¢ili z kazdého stavu do jeho nejdelsiho vlastniho suffixu, ktery je opét stavem.

— 7 NN

€ b ba bar barb barba barbar . barbarossa
)

Y

Obrazek 13.1: Vyhledavaci automat pro slovo barbarossa
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Reprezentace automatu bude primocara: stavy ocislujeme od 0 do J, dopredna hrana
povede vzdy ze stavu s do s+ 1 a bude odpovidat rozsiteni prefixu o prislusny znak jehly,
tedy o ¢[s]. Zpétné hrany si zapamatujeme v poli Z: prvek Z[s] bude fikat ¢islo stavu,
do néjz vede zpétnd hrana ze stavu s, pripadné bude nedefinované, pokud takova hrana
neexistuje.

Kdybychom takovy automat méli, mohli bychom pomoci néj inkrementalni algoritmus
z predchoziho oddilu popsat nasledovné:

Procedura KMPKROK (jeden krok automatu)
Vstup: Jsme ve stavu s, precetli jsme znak x
1. Dokud t[s] #x A s#0: s+« Z[s]. Q zpétné hrany
2. Pokud ¢[s] = x, pak s «+ s+ 1. < doprednd hrana
Vistup: Novy stav s

Algoritmus KMPHLEDEJ (spusténi automatu na fetézec o)
Vstup: Seno o, zkonstruovany automat

1. s+0

2. Pro znaky x € o postupné provadime:
3. s < KMPKROK(s, x)

4. Pokud s = J, ohlasime vyskyt.

Invariant: Stav algoritmu s v kazdém okamziku 1ika, jaky nejdelsi prefix jehly je suffixem
zatim prectené ¢asti sena. (To uz vime z Gvah o inkrementalnim algoritmu.)

Disledek: Algoritmus ohlasi vsechny vyskyty. Pokud jsme praveé precetli posledni znak né-
jakého vyskytu, je celd jehla suffixem zatim prectené ¢asti sena, takze se musime nachazet
v poslednim stavu.

Jen musime opravit drobnou chybu — tésné poté, co ohlasime vyskyt, se algoritmus zepta
na doprednou hranu z posledniho stavu. Ta preci neexistuje! Napravime to jednoduse:
pridame fiktivni dopfednou hranu, na niz je napsan znak odlisny od vSech skutecnych
znakua. Tim zajistime, Ze se po této hrané nikdy nevydame. Staci tedy vhodné dodefinovat

o[J].0)
Lemma: Funkce KMPHLEDEJ bézi v ¢ase O(S).

Diikaz: Vypocet funkce miizeme rozdélit na prichody dopfednymi a zpétnymi hranami.
S doprednymi je to snadné — pro kazdy z S znaki sena projdeme po nejvyse jedné do-
predné hrané. To o zpétnych hranich neplati, ale pomize ndm, ze kazda doprednd hrana

1) V jazyce C muzeme zneuzit toho, ze kazdy Fetézec je ukonéen znakem s nulovym kédem.
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vede o pravé 1 stav doprava a kazda zpétnd o aspon 1 stav doleva. Proto je vsech pru-
chodt po zpétnych hranach nejvyse tolik, kolik jsme prosli doprednych hran, takze také
nejvyse S. O

Mimochodem, predchozi lemma nam vlastné 7ika, ze jeden krok automatu mé konstantni
amortizovanou slozitost. A dikaz v sobé skryva primocaré pouziti potencidlové metody
z oddilu P23 roli potencidlu zde hraje éislo stavu.

Konstrukce automatu

Hledéani tedy pracuje v linedrnim cCase, zbyva domyslet, jak v linedrnim case sestrojit
automat. Stavy a dopredné hrany ziskdme trividlné, se zpétnymi budeme mit trochu
prace.

Podnikneme myslenkovy pokus: Predstavme si, Ze automat uz mame hotovy, ale nevidime,
jak vypadd uvniti. Chtéli bychom zjistit, jak v ném vedou zpétné hrany, ovsem jediné, co
umime, je spustit automat na néjaky retézec a zjistit, v jakém stavu skon¢il.

Tvrdime, Ze pro zjiSténi zpétné hrany ze stavu « staci automatu predlozit fetézec afl : ].
Definice zpétné funkce je totiz napadné podobna invariantu, ktery jsme dokazali o funkci
KMPHLEDEJ. Oboji hovoti o nejdelsim suffixu daného slova, ktery je prefixem jehly. Jediny
rozdil je v tom, ze v pripadé zpétné funkce uvazujeme pouze vlastni suffixy, zatimco
invariant pripousti i ty nevlastni. To ovSem snadno vyfesime ,,ukousnutim* prvniho znaku
jména stavu.

Pokud bychom chtéli objevit vSechny zpétné hrany, stacilo by automat spoustét postupné
na Fetézce ¢[1 : 1], ¢[1 : 2], ¢[1 : 3], atd. Jelikoz funkce KMPHLEDEJ je linearni, stdlo by nés
to dohromady O(.J?). Pokud si ale viimneme, Ze kazdy ze zminénych Fetézci je prefixem
toho nésledujiciho, je jasné, Ze staéi spustit automat jen jednou na Fetézec ¢[1 : | a jen
zaznamenavat, kterymi stavy jsme prosli.

To je zajimavé pozorovani, feknete si, ale jak nam pomuze ke konstrukei automatu, kdyz
samo hotovy automat potfebuje? Pomiuze pékny trik: pokud hleddme zpétnou hranu
z i-tého stavu, spoustime automat na slovo délky i — 1, takze se muzeme dostat pouze do
prvnich i — 1 stavii a vitbec ndm nevadi, Ze v tom i-tém je§té neni zpétna hrana hotova.(?

Pti konstrukci automatu tedy nejdiive sestrojime dopfedné hrany, nacez rozpracovany
automat spustime na Fetézec ¢[1 : | a podle toho, jakymi stavy bude prochdzet, doplnime

2> Konstruovat néjaky objekt pomoci téhoz objektu je osvédéeny postup, ktery si uz vyslouzil sviij vlastni
nézev. V anglictiné se mu 1ika bootstrapping a z toho také vzniklo bootovani pocitacii, protoze ptri ném
operacni systém zavadi do paméti sdm sebe. Kde se toto slovo vzalo? Bootstrap znamena cesky struple —
to je takové to ocko na paté boty, které usnadnuje nazouvani. A v jednom z pribéhi o baronu Présilovi
slysime barona vypravét, jak se uviznuv v baziné zachranil tim, ze se vytdhl za Struple. Krasny popis
bootovani, neni-liz pravda?

307



— 13.3 Vyhledévéani v textu — Vice fetézcu najednou: algoritmus Aho-Corasickova

zpétné hrany. Jak uz vime, vyhleddavani ma linearni slozitost, takze celd konstrukce potrva

e(J).

Hotovy algoritmus pro konstrukci automatu muzeme zapsat nasledovneé:

Algoritmus KMPKONSTRUKCE
Vstup: Jehla ¢ délky J
1. Z[0] + nedefinovdno, Z[1] + 0

2. 5+0

3. Proi=2,...,J:

4. s < KMPKROK(s, ¢t[i — 1])
5. Zli] « s

Vijstup: Pole zpétnych hran Z

Vysledky miizeme shrnout do nasledujici véty:

Véta: Algoritmus KMP najde vSechny vyskyty v ¢ase O(J + .9).

Drikaz: Linearni ¢as s délkou jehly potfebujeme na postaveni automatu, linearni ¢as s dél-
kou sena pak na samotné vyhledani. O
Cviceni

1. Naivni algoritmus, ktery zkousi vSechny mozné zacatky jehly v sené a vzdy porovnava

Fetézce, mé Casovou slozitost O(JS). Muze byt opravdu tak pomaly, uvazime-li, ze
porovnavani Fetézci skonci, jakmile najde prvni neshodu? Sestrojte vstup, na kterém

v,

algoritmus pobézi ©(JS) kroku, pfestoze nic nenajde.

2. Rotaci fetézce a o K pozic nazyvame fetézec oK : ]Jaf : K]. Jak o dvou Tetézcich
zjistit, zda je jeden rotaci druhého?

3. Jak v linedrnim c¢ase zrotovat fetézec, dostacuje-li pamét pocitace jen na ulozeni
jednoho fetézce a O(1) pomocnych proménnych?

4* Navrhnéte algoritmus, ktery v linedrnim ¢ase nalezne tu z rotaci zadaného fetézce
) )
jez je lexikograficky miniméalni.

5. Je déno slovo. Chceme nalézt jeho nejdelsi vlastni prefix, ktery je soucasné suffixem.

13.3 Vice fetézcl najednou: algoritmus Aho-Corasickova

vvvvvv

L1,-..,LN, jejich délky oznacime J; = |¢;|. Dostaneme néjaké seno o délky S a chceme
nalézt vSechny vyskyty jehel v sené.
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Opét si nejdiiv musime ujasnit, co ma byt vystupem. Dokud byla jehla jedna jedina, bylo
to zfejmé — chtéli jsme nalézt mnozinu vsech pozic v sené, na kterych zacinaly vyskyty
jehly. Jak tomu bude zde? Chceme se dozvédét, ktera jehla se vyskytuje na které pozici.
Jinymi slovy vypsat vSechny dvojice (k,%) takové, ze o[k : k + J;] = ;.

Téchto dvojic mize byt pomérné hodné. Pokud je totiz jedna jehla suffixem druhé, na
jedné pozici v sené mohou koncit vyskyty obou. Celkova velikost vystupu tak mize byt
vétsi nez linedrni v délce vstupu (viz cviceni . Budeme proto hledat algoritmus, ktery
bude linearni v délce vstupu plus délce vystupu, coz je evidentné to nejlepsi, ceho muzeme
dosahnout.

Algoritmus, ktery si nyni ukdzeme, objevili v roce 1975 Alfred Aho a Margaret Corasicko-
va. Je elegantnim zobecnénim Knuthova-Morrisova-Prattova algoritmu pro vice retézci.

Opét se budeme snazit sestrojit vyhleddvaci automat, jehoz stavy budou odpovidat prefi-
xum jehel a doptedné hrany budou popisovat rozsirovani prefixt o jeden znak. Hrany tedy
budou tvofit strom orientovany smérem od kofene (pismenkovy strom pro dany slovnik,
ktery uz jsme potkali v oddilu @

Kazdy list stromu bude odpovidat nékteré z jehel, ale jak je vidét na obrazku, nékteré
jehly se mohou vyskytovat i ve vnitinich vrcholech (pokud je jedna jehla prefixem jiné).
Vyskyty jehel ve stromu si tedy néjak oznac¢ime, prislusnym staviim budeme tikat koncové.

Déle potfebujeme zpétné hrany (na obrézku tenké Sipky). Jejich definice bude iplné stejné
jako u automatu KMP. Z kazdého stavu ptujde zpétna hrana do jeho nejdelsiho vlastniho
suffixu, ktery je také stavem. Cili se budeme snazit jméno stavu zkracovat zleva tak
dlouho, nez dostaneme jméno dalsiho stavu. Z korene — prazdného stavu — pak evidentné
zadna zpétna hrana nepovede.

Funkce pro hledani v sené bude vypadat stejné jako u KMP: zacne v pocateénim stavu
(to je kofen stromu) a postupné bude rozsifovat seno o dalsi pismenka. Pokazdé zkusi
jit doprednou hranou a pokud to neptijde, bude se vracet po zpétnych hranach. Pritom
se budto dostane do vrcholu, kde vhodnd dopfedna hrana existuje, nebo se novy znak
nehodi ani v kofeni, a tehdy je zahozen.

Stejné jako u KMP nahlédneme, ze prochazeni sena trva ©(S) a zZe plati analogicky
invariant: v kazdém okamziku se nachdzime ve stavu, ktery odpovida nejdelsimu suffixu
zatim preCteného sena, ktery je prefixem nékteré jehly.

Hlaseni vyskytu

Kdy ohlasime vyskyt jehly? U KMP to bylo snadné: kdykoliv jsme dospéli do posledniho
stavu, znamenalo to nalezeni jehly. Nabizi se hlasit vyskyt, kdykoliv dojdeme do stavu
oznaceného jako koncovy. To ale nefunguje: pokud nés ukazkovy automat precte seno
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Obrazek 13.2: Vyhledavaci automat
pro slova ara, bar, arab, baraba, barbara

bara, skonc¢i ve stavu bara, ktery neni koncovy, a pfitom by zde mél ohlasit vyskyt jehly
ara. Stejné tak preCteme-li barbara, nevSimneme si, Ze na témze misté kondi i ara.

Plati ale, Ze vsechna slova, ktera bychom méli v daném stavu ohlasit, jsou suffixy jména
tohoto stavu. Mohli bychom se tedy vydat po zpétnych hranich az do kofene a kdykoliv
projdeme pres koncovy vrchol, ohlasit vyskyt. To ovSem trva prilis dlouho — jisté by se
stavalo, ze bychom podnikli dlouhou cestu do kofene a nenasli na ni vibec nic.

Dalsi, co se nabizi, je pfedpocitat si pro kazdy stav 8 mnozinu slov M (f), jejichz vyskyty
mame v tomto stavu hlasit. To by fungovalo, ale existuji mnoziny jehel, pro které bude
celkovd velikost mnozin M () superlinedrni (viz cviceni E) Museli bychom se tedy vzdat
lakavé moznosti stavby automatu v linearnim case.

Jak to tedy vyfesime? Zavedeme zkratky (na obrdzku vyznaceny teckované):

Definice: Zkratkovd hrana ze stavu a vede do nejblizsiho koncového stavu ((«) dosazitel-
ného z a po zpétnych hranich (a rizného od «).

Jinymi slovy, zkratka ((a) ndm fekne, jaky je nejdelsi vlastni suffix slova a, ktery je
jehlou. Pokud takovy suffix neexistuje, zadna zkratkova hrana ze stavu o nepovede. Po-
moci zkratkovych hran mtizeme snadno vyjmenovat vsechny vyskyty. Budeme postupovat
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stejné, jako bychom prochazeli po vSech zpétnych hranach, jen budeme dlouhé tseky zpét-
nych hran, na nichz neni nic k hlaseni, preskakovat v konstantnim case.

Reprezentace automatu

Vyhledévaci automat sestava ze stromu dopiednych hran, ze zpétnych hran a ze zkratko-
vych hran. Rozmysleme si, jak vSe ulozit do paméti. Stavy ocislujeme, treba podle toho
jak vznikaly, a pro kazdy stav s si budeme pamatovat:

® 7pét(s) — ¢islo stavu, kam vede zpétna hrana (nebo @), pokud ze stavu s zddna nevede),
® Zkratka(s) — kam vede zkratkova hrana (obdobné),
e Slovo(s) — zda tu kon¢i néjaké slovo (a pokud ano, tak které),

e Dopredu(s,z) — kam vede dopfednd hrana oznaCend pismenem x (pro malé abecedy
si to muzeme pamatovat v poli, pro velké viz cviceni E)

Cely algoritmus pro zpracovani sena automatem pak bude vypadat takto:

Procedura ACKROK (jeden krok automatu)
Vstup: Jsme ve stavu s, precetli jsme znak x
1. Dokud Dopredu(s,z) =0 A s # koten: s < Zpét(s).
2. Pokud Dopredu(s, ) # 0: s < Dopredu(s, ).
Vijstup: Novy stav s

Algoritmus ACHLEDEJ (spusténi automatu na dany fetézec)
Vstup: Seno o, zkonstruovany automat

1. s < koren

2. Pro znaky = € o postupné provadime:

3. s < ACKROK(s, z)

4. j4s

5. Dokud j # 0:

6. Je-1i Slovo(j) # 0:

7. Ohlasime Slovo(j).
8. J « Zkratka(j)

Stejnym argumentem jako u KMP zdivodnime, ze vSechny kroky automatu dohromady
trvaji ©(S). Mimo to jesté hlasime vyskyty, coz trvd ©(pocet vyskyti). Zbyva ukédzat, jak
automat sestrojit.
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Konstrukce automatu

Opét se inspirujeme algoritmem KMP a nahlédneme, ze zpétnd hrana ze stavu § vede
tam, kam by se automat dostal p¥i hledani ve slové S bez prvniho znaku. Chtéli bychom
tedy zacit sestrojenim doptednych hran a pak spousténim jesté nehotového automatu na
jednotlivé jehly dopliiovat zpétné hrany, doufajice, Ze si vysta¢ime s uz sestrojenou ¢éasti
automatu.

Kdybychom vsSak automat spoustéli na jednu jehlu po druhé, dostali bychom se do tizkych,
protoze zpétné hrany mohou vést krizem mezi jednotlivymi vétvemi stromu. Mohlo by
se nam tedy stat, ze bychom pri hledani potrebovali zpétnou hranu, kterd dosud nebyla
vytvorena.

Budeme tedy zpétné hrany radéji konstruovat po hladinach. Kazda takova hrana vede ale-
spon o jednu hladinu vys, takze se pri hledani vzdy budeme pohybovat po té ¢asti stromu,
kterd uz je bezpecéné hotova. Muzeme si predstavit, ze paralelné spustime vyhledavani ve
vsech slovech bez prvnich pismenek a vzdy udélame jeden krok kazdého z téchto hledani,
coz nam da zpétné hrany v dalsim patie stromu.

Navic kdykoliv vytvorime zpétnou hranu, sestrojime také zkratkovou hranu z téhoz vr-
cholu: Pokud vede zpétna hrana ze stavu s do stavu z a Slovo(z) je definovdno, musi vést
zkratka z s také do z. Pokud v z zadné slovo nekonci, musi zkratka z s vést do téhoz
vrcholu, kam vede zkratka ze z.

Algoritmus ACKONSTRUKCE
Vstup: Slova t1,...,tn
1. Zalozime strom, ktery obsahuje pouze koten r.
Vlozime do stromu slova ¢1. .. t,, nastavime Slovo ve vSech stavech.
Zpét(r) < 0, Zkratka(r) < 0
Zalozime frontu F' a vlozime do ni syny korene.
Pro vSechny syny s kotene: Zpét(s) < r, Zkratka(s) < 0.
Dokud F # (:
Vybereme i z fronty F.
Pro vSechny syny s vrcholu i:
z + ACKROK(Zpét(i), pismeno na hrané is)
Zpét(s) < z
Pokud Slovo(z) # 0: Zkratka(s) + z.
Jinak Zkratka(s) < Zkratka(z).
13. Vlozime s do fronty F.
Vijstup: Strom, pole Slovo, Zpét a Zkratka

© 0N W

—
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Pro rozbor casové slozitosti si uvédomime, ze konstrukce zpétnych hran hledd vsechny
jehly, jen kroky jednotlivych hleddni vhodnym zpisobem st¥idd (jakoby je provadéla pa-
ralelné). Casovou sloZitost tedy miizeme shora omezit souctem slozitosti hledani jehel,
coz, jak uz vime, je linearni v délce jehel.

Chovani celého algoritmu shrneme do nésledujici véty:

Véta: Algoritmus Aho-Corasickova najde vsechny vyskyty v case © (>, J; + 5 + V), kde

T, ...

, Jn jsou délky jednotlivych jehel, S je délka sena a V' pocet vyskytt.

Cviceni

1.

Naleznéte priklad jehel a sena, v némz je asymptoticky vice nez linearni pocet vysky-
tu. Presnéji receno ukazte, ze pro kazdé n existuje vstup, v némz je soucet délek jehel
a sena ©(n) a podet vyskytu neni O(n).

Uvazujme zjednoduseny algoritmus AC, ktery nepouziva zkratkové hrany a vzdy
projde po zpétnych hranach az do korene. Ukazte vhodnymi piiklady vstupt, ze
tento algoritmus je asymptoticky pomalejsi.

Jednoduchy zptisob, jak si poradit s hlaSenim vyskytt, je predpocitat si pro kazdy
stav s mnozinu M (s) slov k ohldseni. Dokazte, Ze tyto mnoZiny neni mozné sestrojit
v linedrnim case s velikosti slovniku, protoze soucet jejich velikosti muze byt pro
nékteré vstupy superlinearni.

Rozmyslete si, Ze mnoziny M (s) z pFedchoziho ptikladu by bylo mo7né reprezentovat
jako sristajici spojové seznamy — tedy takové, kde si kazdy prvek pamatuje ukazatel
na svého naslednika, ktery ovSem muze lezet v jiném seznamu. Presvédcte se, Zze nami
zavedené zkratkové hrany lze interpretovat jako ukazatele ve sriustajicich seznamech.

Upravte algoritmy z této kapitoly, aby si poradily s velkymi abecedami.

Co kdybychom chtéli pro kazdou pozici v sené hlasit jenom jeden vyskyt jehly? Mohl
by to byt tieba ten nejdelsi, ktery na dané pozici konc¢i. Ukazte, jak to zaridit bez
vyjmenovani vsech vyskyta. Jak by se situace zménila, kdybychom misto nejdelsiho
hledali nejkratsi?

Méjme seno a jehly. Popiste algoritmus, ktery v linedrnim case pro kazdou jehlu
spocitd, kolikrat se v sené vyskytuje. Casova slozitost by neméla zaviset na poctu
vyskytl — ten, jak uz vime, mize byt superlinearni.

Cenzor dostane mnozinu zakdzanych podretézcu a text. Vzdy najde nejlevéjsi vyskyt
zakdzaného podfretézce v textu (s nejlevéjsim koncem; pokud jich je vice, tak nejdelsi
takovy), vystiihne ho a postup opakuje. Ukazte, jak text cenzurovat v linedrnim Case.
Chovani algoritmu si vyzkousejte na textu a”b" a zakazanych slovech a”t!, b.
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13.4 Rabintv-Karplv algoritmus

Na zaver ukazeme jesté jeden pristup k hledéni jehly v sené, zalozeny na hesovani. Casova
slozitost v nejhorsim ptipadé sice bude srovnatelné s hledanim hrubou silou, ale v primeéru
bude linearni a v praxi tento algoritmus ¢asto prekond KMP.

Predstavme si, ze mame seno délky S a jehlu délky J. Poridime si néjakou hesSovaci
funkci H, kterd J-ticim znaku pfifazuje ¢isla z mnoziny {0,..., N — 1} pro néjaké dost
velké N. Budeme posouvat okénko délky J po sené, pro kazdou jeho polohu si spocteme
hes znaka uvnitt okénka, porovname s hesem jehly a pokud se rovnaji, porovname okénko
s jehlou znak po znaku.

Pokud je hesovaci funkce ,kvalitni“, malokdy se stane, Ze by se heSe rovnaly, takze misto
¢asu ©(J) na porovnavani fetézcu si vystacime s porovndnim hesu v konstantnim case.
JenZe ouha, ¢as ©(J) potfebujeme i na vypocteni hese pro kazdou polohu okénka. Jak
z toho ven?

Potidime si hesovaci funkci, kterou lze pii posunuti okénka o pozici doprava v konstantnim
case prepocitat. Tyto pozadavky splnuje tieba polynom

H(xy,...,x5) = (leJ_l + 9P’ 2+ . 4z 1P 4+ 2;P% mod N,

pricemz pismena povazujeme za prirozend Cisla a P je néjakd vhodna konstanta — potre-
bujeme, aby byla nesoudélnad s N a aby P’ bylo fadové vétsi nez N. Posuneme-li nyni
okénko z x1,...,xy na x3,...,x 11, hes se zméni takto:
H(zy,...,x541) = (2P 4+ 23P? 2+ .. 4 2;P" + 25,1 P°) mod N
=(P-H(xy,...,25) — 2P’ +2;,1) mod N.

Pokud si mocninu P’ piedpocitdme, probéhne aktualizace hese v konstantnim case. Cely
algoritmus pak bude vypadat nasledovneé:

Algoritmus RABINKARP
Vstup: Jehla « délky J, seno o délky S
1. Zvolime P a N a piedpoéitame P/ mod N.

2. j<« H() < hes jehly
3. h<« H(o[:J)]) < hes proni pozice okénka
4. Proiod 0do S —J: < mozné pozice okénka
5. Je-li h = j:

6. Pokud ofi : i + J] = ¢, ohldsime vyskyt na pozici i.

7. Pokud i < 5 — J: a4 prepocitame hes
8. h+ (P-h—oli]- P’ +oli+J]) mod N
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Pojdme prozkoumat slozitost algoritmu. Inicializace algoritmu a pocitani hest okének
trvaji celkem O(J + S). Pro kazdou polohu okénka ovSem muZeme stravit ¢as O(J)
porovnavanim fetézct. To mize celkem trvat az O(JS). Abychom ukézali, Ze prumér je
lepsi, odhadneme pravdépodobnost porovnani.

Pokud nastane vyskyt, urcité porovnadvame. Nenastane-li, hes jehly se shoduje s hesem
okénka s pravdépodobnosti 1/N (za predpokladu dokonale ndhodného chovan{ hesovaci
funkce, coz jsme o té nasi nedokdazali; blize viz cviceni .

V priméru tedy spotfebujeme ¢as O(J + S+ VJ + S/N - J), kde V je pocet nalezenych
vyskyti. Pokud ndm bude stacit najit prvni vyskyt a zvolime N > SJ, algoritmus pobézi
v primérném case O(J + 5).

Dodejme, Ze tento algoritmus objevili v roce 1987 Richard Karp a Michael Rabin. Pozdéji
se podobna myslenka stala zdkladem metod na detekci podobnosti soubori, které mutzete
ochutnat ve cviceni

Cviceni

1.  Polynomialni hesovaci funkce nejsou dokonale nahodné, ale kdybychom zvolili pr-
vociselné N a ndhodné P, mohli bychom vyuzit poznatkl o univerzalnim hesovani
zZ oddﬂu Spocitejte pomoci cviéeni kolik v prumeéru nastane kolizi, a po-
moci toho stanovte prumeérnou ¢asovou slozitost vyhledavani.

2. Bob a Bobek si povidaji po telefonu a pojali podezieni, ze kazdy z nich pouzi-
va trochu jinou verzi softwaru pro kouzelny klobouk. Bob navrhuje rozdélit soubor
s programem na 32 KB bloky, kazdy z nich zaheSovat do 64-bitového ¢isla a vy-
sledky si rici. Bobek oponuje, ze tak by snadno poznali par zménénych bytt, ale
vlozeni jediného bytu by mohlo zménit vSechny hese. Poradime jim, aby soubor pro-
sli ,,okénkovou“ hesovaci funkci a kdykoliv je nejnizsich B biti vysledku nulovych,
zacali novy blok. Rozmyslete si, ze toto déleni je odolné i proti vkladani a mazani
bytt. Jak zvolit B a parametry hesovaci funkce, aby primeérna velikost bloku ztistala
32KB?

13.5 Dalsi cvic¢eni

1. Jak zjistit, zda je zadané slovo a periodické? Tim myslime zda existuje slovo § a cislo
k > 1 takové, ze a = BF (zietézeni k kopif fetézce j3).

2* Navrhnéte datovou strukturu pro dynamické vyhleddvani v textu. Jehla je pevna,
v sené lze prubézné ménit jednotlivé znaky a struktura odpovida, zda se v sené pravé
vyskytuje jehla.
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Pestry budeme tikat takovému fetézci, jehoz vSechny rotace jsou navzajem ruzné.
Kolik existuje pestrych fetézcii v X" pro konecnou abecedu ¥ a prvocislo n?

Vyteste predchozi cvi¢eni pro obecné n.

Substituc¢ni sifra funguje tak, ze zpermutujeme znaky abecedy: napiiklad permutaci
abecedy abcdeo na dacebo zasifrujeme slovo abadcode na dadecoeb. ZaSifrovany
text je méné srozumitelny, ale naptiklad vyzradi, kde v origindlu byly stejné znaky
a kde ruzné. Bud dano seno zasifrované substitu¢ni Sifrou a nezasifrovana jehla.
Najdéte vSechny mozné vyskyty jehly v origindlnim sené (tedy takové pozice v sené,
pro néz existuje permutace abecedy, kterd prelozi jehlu na piislusny kousek sena).

Definujme Fibonacciho slova takto: Fy = a, F} = b, F,42 = F, Fj,41. Jak v zadaném
fetézci nad abecedou {a, b} najit nejdelsi Fibonacciho podslovo?

Pokracujme v predchozim cviceni. Dostaneme fetézec nad néjakou obecnou abece-
dou, chceme nalézt jeho nejdelsi podretézec, ktery je isomorfni s néjakym Fibonacci-
ho slovem (lisi se pouze substituci jinych znakt za a a b).

Je dan text a ¢islo K. Jak zjistit, ktery podretézec délky K se v textu vyskytuje
nejcasteéji?

Opét je dan text, tentokrat hledame nejdelsi podretézec, ktery se vyskytuje alespon
dvakrat.

Ukazte, jak pro dané dva Tetézce najit jejich nejdelsi spoleény podretézec.
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14 Toky v sitich

Posluchadi jisté univerzity méli radi ¢aj. Tak si fekli, ze by do kazdé pfednaskové mistnosti
mohli zavést cajovod. Nemuselo by to byt komplikované: ve sklepé velikanska cajova
konvice, vSude po budové trubky. Tlustsi by vedly od konvice do jednotlivych pater,
pak by pokracovaly tenc¢i do jednotlivych poslucharen. Jak ale ovérit, ze potrubi ma
dostatecnou kapacitu na uspokojeni pozadavkt vsech ¢ajechtivych studenta?

Yy 3 &b

Obrazek 14.1: Cajovod

Podivejme se na to obecnéji: Mame sit trubek prepravujicich néjakou tekutinu. Popiseme
ji orientovanym grafem. Jeden vyznacny vrchol funguje jako zdroj tekutiny, jiny jako jeji
spotrebi¢. Hrany predstavuji jednotlivé trubky s urc¢enou kapacitou, ve vrcholech se trubky
setkavaji a vétvi. Mame na vybér, kolik tekutiny posleme kterou trubkou, a prirozené
chceme ze zdroje do spotfebice prepravit co nejvice.

K podobné otézce dojdeme pri studiu prenosu dat v pocitacovych sitich. Roli trubek
zde hraji prenosové linky, kapacita rikd, kolik dat linka prenese za sekundu. Linky jsou
spojené pomoci routert a opét chceme dopravit co nejvice dat z jednoho mista v siti na
druhé. Data sice na rozdil od ¢aje nejsou spojitd (prendsime je po bytech, nebo rovnou
po paketech), ale pfi dnesnich rychlostech pfenosu je za spojitd mizeme povazovat.

V této kapitole ukazeme, jak sité a toky formalné popsat a predvedeme nékolik algoritmi
na nalezeni nejvétsiho mozného toku. Také ukdzeme, jak pomoci toku resit jiné, zdanlivé
nesouvisejici tlohy.

14.1 Definice toku

Definice: Sit je usporddand pétice (V) E, z, s, ¢), kde:

e (V,E) je orientovany graf,
e c: E — R{ je funkce pfitazujici hrandm jejich kapacity,
® 2,5 € V jsou dva rtzné vrcholy grafu, kterym fikdme zdroj a stok (neboli spotrebic).
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Podobné jako v predchozich kapitolach budeme pocet vrchola grafu znacit n a pocet
hran m.

Mimo to budeme ¢asto predpokladat, ze graf neobsahuje izolované vrcholy a je symetric-
ky: je-li uv hranou grafu, je ji i vu. Cinime tak bez 1jmy na obecnosti: kdyby néktera
z opa¢nych hran chybéla, mizeme ji pridat a prifadit ji nulovou kapacitu.

Definice: Tok v siti je funkce f: F — IRS' , pro niz plati:
1. Tok po kazdé hrané je omezen jeji kapacitou: Ve € E : f(e) < c¢(e).

2. Kirchhoffiv zdkon: Do kazdého vrcholu piitece stejné, jako z néj odtede (,,sit tésni®).
Vyjimku muze tvorit pouze zdroj a spotirebi¢. Formalné:

Vo e V\{z,s}: Z fluv) = Z f(vu).

uwuveE uvueE

a 7 c a 6 c
10 v 10 10 v 9
z S z S
10 A 10 6 A 7

b 3 d b 3 d
Obrazek 14.2: Nalevo sit, napravo tok v ni o velikosti 16

Sumy podobné tém v Kirchhoffové zdkoné budeme psét casto, tak pro né zavedeme sikovné
znadeni:

Definice: Pro libovolnou funkci f : F — R definujeme:

® fT(v) =3 wwer f(uv)  (celkovy pritok do vrcholu)
® f7(v) := 3 wucr f(vu)  (celkovy odtok z vrcholu)
o fA(w):= fr(v)— f~(v)  (prebytek ve vrcholu)

Kirchhoffiiv zédkon pak Fiké prosté to, ze f2(v) = 0 pro viechna v # z, 5.

Definice: Velikost toku f oznaéime | f| a bude rovna piebytku spotiebice f2(s). Rikd nAm
tedy, kolik tekutiny pritece do spotrebice a nevrati se zpét do sité.

Jelikoz sit tésni, mélo by byt jedno, zda velikost toku mérime u spotiebice, nebo u zdroje.
Vskutku — prebytky zdroje a spotiebice se lisi pouze znaménkem:
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Lemma: f2(2) = —f2(s).

Diikaz: Uvazime soucet prebytki vsech vrcholi
S=>" ).
v

Podle Kirchhoffova zdkona muze prebytek nenulovy pouze ve zdroji a spotrebici, takze
tato suma musi byt rovna f2(z) + f2(s). Soucasné ale musf byt nulova: je to totiz soucet
néjakych kladnych a zapornych tok po hranach, pricemz kazda hrana prispéje jednou
kladné (ve vrcholu, do kterého vede) a jednou zédporné (ve vrcholu, odkud vede). O

Poznamka: Kdyz vyslovime néjakou definici, méli bychom se ujistit, ze definovany objekt
existuje. S tokem jako takovym je to snadné: definici toku spliuje v libovolné siti vSude
nulova funkce. Maximaln{ tok je ale osidnéjsi: i v jednoduché siti mizeme najit nekonecné
mnoho ruznych toki. Neni tedy a priori jasné, Zze néjaky z nich musi byt nejvétsi. Zde
by pomohla matematickd analyza (cviceni E), ale my na to radéji pujdeme konstruktiv-
né — predvedeme algoritmus, jenZ maximalni tok najde. Nejprve se nam to podafi pro
racionalni kapacity, pozdéji pro libovolné redlné.

Cviceni

1.  Nase definice toku v siti iplné nepostihuje ,,cajovy* priklad z ivodu kapitoly: v ném
totiz bylo vice spotrebich. Ukazte, jak takovy piiklad pomoci naseho modelu tokl
popsat.

2. Doplite detaily do nasledujiciho dikazu existence maximalniho toku: Uvazme mno-
zinu vSech tokt coby podprostor metrického prostoru R™. Tato mnozina je omezena
a uzavrend, tedy je kompaktni. Velikost toku je spojita funkce z této mnoziny do R,
proc¢ez musi nabyvat minima i maxima.

14.2 Forduv-Fulkersontiv algoritmus

Nejjednodussi z algoritmt na hleddni maximalniho toku je zaloZen na prosté myslence:
zacneme s nulovym tokem a postupné ho vylepsujeme, az dostaneme maximalni tok.

Uvazujme, jak by vylepsovani mohlo probihat. Necht existuje cesta P ze z do s takova,
ze po vsech jejich hranach tece méné, nez dovoluji kapacity. Takové cesté budeme rikat
zlepsujict, protoze po ni muzeme tok zvétsit. Zvolime

¢ :=min (c(e) — f(e))

ecP
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a tok po kazdé hrané cesty zvysime o . Presndji feceno, definujeme novy tok f’ takto:

v, J fle)+e proeeP
() '_{f(e) proe ¢ P

Ovérime, ze [ je opét korektni tok: Kapacity neprekrocime, nebot € jsme zvolili nejvetsi,
pro néz se to jesté nestane. Kirchhoffovy zdkony zustanou neporuseny, jelikoz zdroj a stok
nijak neomezuji a kazdému jinému vrcholu na cesté P se zvétsi o e jak pritok fT(v),
tak odtok f~(v). Ostatnim vrcholtun se pfebytek nezménil. Také si vSimneme, Ze velikost
toku stoupla o €.

Napriklad v toku na obrazku mizeme vyuzit cestu zbcs a poslat po ni 1 jednotku.

Tento postup muzeme opakovat, dokud existuji néjaké zlepsujici cesty, a ziskdvat ¢im dal
vétsi toky.

A7 zlepSujici cesty dojdou (pomilime na chvili, jestli se to skuteéné stane), bude tok
maximalni? Prekvapivé ne vzdy. Uvazujme napriklad sif s jednotkovymi kapacitami na-
kreslenou na obrazku Najdeme-li nejdtive cestu zabs, zlepsime po ni tok o 1. Tim
dostaneme tok z levého obrazku, ve kterém uz zadnda dalsi zlepsujici cesta neni. Jenze jak
ukazuje pravy obrazek, maximéalni tok ma velikost 2.

Obrazek 14.3: Algoritmus v Uzkych (vSude c = 1)

Tuto prekérni situaci by zachranilo, kdybychom mohli poslat tok velikosti 1 proti sméru
hrany ab. Pak bychom tok z levého obrazku zlepsili po cesté zbas a ziskali bychom ma-
ximalni tok z pravého obrazku. Posilat proti sméru hrany ve skutecnosti nemiizeme, ale
stejny efekt bude mit odecteni jednicky od toku po sméru hrany.

Rozsitime tedy nas algoritmus, aby byl ochoten nejen pricitat po sméru hran, ale také
odditat proti sméru. Pokud checeme zvysit tok z u do v, miuzeme pfiéist k f(uv) nejvyse
c(uwv) — f(uv), abychom nepiekrocili kapacitu. Podobné odecist od f(vu) smime nejvyse
f(vu), abychom nevytvorili zdporny tok. Souétu téchto dvou mozngch zlepseni se F{kd
rezerva;

Definice: Rezerva hrany wv je ¢islo r(uv) = c(uv) — f(uwv) + f(vu). Hrané s nulovou
rezervou budeme fikat nasycend, hrané s kladnou rezervou nenasycend. O cesté rekneme,
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ze je nasycend, pokud je nasycena alespon jedna jeji hrana; jinak maji vSechny hrany
kladné rezervy a cesta je nenasycend.

Roli zlepsujicich cest tedy budou hrat nenasycené cesty. Budeme je opakované hledat
a tok po nich zlepsovat. Tim dostaneme algoritmus, ktery objevili v roce 1954 Lester
Ford a Delbert Fulkerson.

Algoritmus FORDFULKERSON
Vstup: Sit (V, E, z,s,¢)
1. f < libovolny tok, napft. vSude nulovy
2. Dokud existuje nenasycend cesta P ze z do s, opakujeme:

3. ¢ < min{r(e) | e € P} < spocitdme rezervu celé cesty
4. Pro vsechny hrany uv € P:

5. d < min{f(vu),e} < kolik miZeme odecist v protisméru
6. flou) «+ f(vu) — 6

7. fluv) « fluw) +e =196 < zbytek pricteme po sméru

Vijstup: Maximalni tok f
1 C
N

Obrazek 14.4: FordQv-FulkersonGv algoritmus v feci rezerv:
vlevo tok/kapacita, vpravo rezervy a nenasycena cesta

b 3/3 d

Rozbor algoritmu

Abychom dokézali, ze algoritmus vyda maximalni tok, nejprve si musime ujasnit, ze se
vzdy zastavi. Nemohlo by se tieba stat, ze bude tok bude rist donekonecna o stale mensi
a mensi hodnoty?

® Paklize jsou vSechny kapacity celd ¢isla, vypoctené toky budou také celoc¢iselné. Veli-
kost toku se proto v kazdém kroku zvétsi alespon o 1 a algoritmus se zastavi po nej-
vyse tolika krocich, kolik je néjaka horni mez pro velikost maximéalniho toku — napft.
soucet kapacit vSech hran vedoucich do stoku. (O moc rychlejsi ale byt nemusi, jak
uvidime ve cviceni [i])
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® Pro racionalni kapacity vyuzijeme jednoduchy trik. Necht M je nejmensi spole¢ny
nasobek jmenovatelii vSech kapacit. Spustime-li algoritmus na sit s kapacitami ¢(e) =
c(e) - M, bude se rozhodovat stejné jako v puvodni siti, protoze bude stile platit
f'(e) = f(e) - M. Nov4 sit je pFitom celociselnd, takZe se algoritmus jisté zastavi.

e Na siti s iraciondlnimi kapacitami se algoritmus muze chovat divoce: nemusi se za-
stavit, ba ani nemusi konvergovat ke spravnému vysledku (cviceni E)

Pro celociselné a racionalni kapacity se tedy algoritmus zastavi a vyda jako vysledek
néjaky tok f. Abychom dokézali, Ze tento tok je maximéalni, povoldme na pomoc Tfezy.
Definujeme je podobné jako v kapitole o minimalnich kostrach, ale tentokrat pro oriento-
vané grafy se zdrojem a stokem.

Definice: Pro libovolné dvé mnoziny vrcholit A a B oznaéime F(A, B) mnoZinu hran
vedoucich z A do B, tedy E(A, B) := EN (A x B). Je-li dle f né&jaka funkce pfifazujici
hranam disla, oznacime:

* f(A,B) =3 cpanp) f(e) (tok z A do B)
e fA(A,B):= f(A,B) — f(B,A) (¢isty tok z A do B)

Definice: Rez (piesnéji feéeno elementdrni rez, viz cvideni E) je mnozina hran, kterou
lze zapsat jako E(A, B) pro néjaké dvé mnoziny vrcholi A a B. Tyto mnoZiny mus{
byt disjunktni, musi dohromady obsahovat vSechny vrcholy a navic v A musi lezet zdroj
a v B stok. Mnoziné A budeme fikat levd mnozina Tezu, mnoziné B pravd. Kapacitu rezu
definujeme jako soucet kapacit hran zleva doprava, tedy c¢(A, B).

Lemma: Pro kazdy fez E(A, B) a kazdy tok f plati f2(A, B) = |f|.

Diikaz: Opét sikovné secteme prebytky vrcholi:

FAAB) = 37 A ) = FA(s).

vEB

Prvni rovnost ziskame pocitanim pres hrany: kazdd hrana vedouci z vrcholu v B do jiného
vrcholu v B k sumé prispéje jednou kladné a jednou zadporné; hrany lezici zcela mimo B
neprispéji vibec; hrany s jednim koncem v B a druhym mimo prispéji jednou, pricemz
znaménko se bude lisit podle toho, ktery konec je v B. Druhd rovnost je snadna: vsechny
vrcholy v B kromé spotiebice maji podle Kirchhoffova zdkona nulovy prebytek a zdroj
v B nelezi. O

Poznamka: Ptvodni definice velikosti toku coby prebytku spotiebice je specidlnim pripa-
dem pfedchoziho lemmatu — méfi tok pres fez E(V \ {s}, {s}).
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Disledek: Pro kazdy tok f a kazdy fez F(A, B) plati | f| < ¢(A, B). Jinak feceno, velikost
kazdého toku je shora omezena kapacitou kazdého rezu.

Dikaz: |f| = fA(A, B) = f(A, B) — f(B, A) < f(A, B) < ¢(A, B). O

Dusledek: Pokud |f| = ¢(A, B), pak je tok f maximélni a fez E(A, B) minimélni (tedy
s nejmensi moznou kapacitou). Velikost toku f totiZz nelze zvétSit nad kapacitu fezu
E(A, B), zatimco fez E(A, B) nejde zmensit pod velikost toku f.

Takze pokud najdeme k néjakému toku stejné velky fez, muzeme rez pouzit jako certifikat
maximality toku a tok jako certifikdt minimality rezu. Nésledujici lemma nam zaruci, ze
takovou dvojici toku s rezem vzdy najdeme.

Lemma: Pokud se Forduv-Fulkersoniuv algoritmus zastavi, vydd maximalni tok.

Diikaz: Nechf se algoritmus zastavi. Uvazme mnoziny vrchold
A :={v € V| existuje nenasycend cesta ze z do v} a B:=V\ A.

Situaci sledujme na obrézku Vsimneme si, ze mnozina E(A, B) je fez: Zdroj z
lezi v A, protoze ze z do z existuje cesta nulové délky, kterd je tim pddem nenasycena.
Spotrebi¢ musi lezet v B, nebot jinak by existovala nenasycené cesta ze z do s, tudiz by
algoritmus jesté neskoncil.

Déle vime, Ze vSechny hrany fezu maji nulovou rezervu: kdyby totiz pro néjaké u € A
a v € B méla hrana uv rezervu nenulovou (nebyla nasycend), spojenim nenasycené cesty
ze zdroje do u s touto hranou by vznikla nenasycena cesta ze zdroje do v, takze vrchol v
by také musel lezet v A, a nikoliv v B.

Proto po vSech hranach fezu vedoucich z A do B tece tok rovny kapacité hran a po hrandch
z B do A netece nic. Nalezli jsme tedy fez E(A, B), pro néjz f2(A, B) = ¢(4, B). To
znamena, ze tento fez je minimalni a tok f maximalni. O

Poznamka: Kdyby prisel kouzelnik a rovnou ze svého klobouku vytahl maximéalni tok,
jen tézko by skeptické publikum presvédcéoval o jeho maximalité. Fordtv-Fulkersoniv
algoritmus to mé snazsi: k toku vyda i certifikdt jeho maximality, totiz prislusny minimalni
fez. To, ze tok i fez jsou korektni a ze jejich velikosti se rovnaji, mize publikum ovérit
v linedrnim case.

Nyni koneéné mutzeme vyslovit vétu o spravnosti Fordova-Fulkersonova algoritmu:

Véta: Pro kazdou sit s raciondlnimi kapacitami se Forduv-Fulkersonuv algoritmus zastavi
a vydd maximélni tok a miniméalni fez.
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b 3/3 d B

Obrazek 14.5: Situace po zastaveni F.-F. algoritmu.
Nalevo tok/kapacita, napravo rezervy, v obou
obrazcich vyznacen minimalni fez E(A, B).

Disledek: Sit s celo¢iselnymi kapacitami ma aspon jeden z maximélnich toku celoc¢iselny
a Fordtv-Fulkersontuv algoritmus takovy tok najde.

Drikaz: Kdyz dostane Forduv-Fulkersonuv algoritmus celociselnou sit, najde v ni maxi-
malni tok. Tento tok bude jisté celociselny, protoze algoritmus ¢isla pouze scitd, odecita
a porovnava, takze nemuze nikdy z celych c¢isel vytvorit neceld. O

To, ze umime najit celociselné feseni, neni vibec samoziejmé. U mnoha problému je
raciondlni varianta snadné, zatimco celo¢iselnd velmi obtiznd (viz t¥eba celoéiselné linedrni
rovnice v kapitole. Ted si ale chvili uzivejme, ze toky se v tomto ohledu chovaji pékné.

Cviceni
1. Najdéte priklad sité s nejvyse 10 vrcholy a 10 hranami, na niz Fordav-Fulkersontiv
algoritmus provede vice nez milion iteraci.

2X* Najdéte sit s redlnymi kapacitami, na niz Forduv-Fulkersontiv algoritmus nedobéhne.
Lze dokonce zaridit, aby k maximéalnimu toku ani nekonvergoval.

3.  Navrhnéte algoritmus, ktery pro zadany orientovany graf a jeho vrcholy u a v nalezne
nejveétsi mozny systém hranové disjunktnich cest z v do v.

4.  Upravte algoritmus z pfedchoziho cviceni, aby nalezené cesty byly dokonce vrcholové
disjunktni (az na krajni vrcholy).

5. Obecna definice Tezu 1ikd, Ze Tez je mnozina hran grafu, po jejimz odebrani se graf
rozpadne na vice komponent (pfipadné mame-li uréeny zdroj a stok, skonéi oba
v ruznych komponentdch). Srovnejte tuto definici s nasi definici elementérniho fezu.
Ukazte, ze existuji i neelementarni rezy. Také ukazte, ze jsou-li kapacity vSech hran
kladné, pak kazdy minimalni ez je elementarni.
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8

9 .**

Profesor Forderson si precetl zacatek tohoto oddilu a pokusil se chybny algoritmus
(ktery zlepsuje tok pouze po sméru hran) zachrdnit tim, Ze bude vybirat nejkratsi
zlepsujici cesty. Ukazte, Ze zlepSovdk pana profesora nefunguje!

Pokrac¢ujme ve vynéalezech profesora Fordersona z predchoziho cviceni. Existuje vu-
bec néjaka posloupnost zlepsujicich cest po sméru hran, kterd vede k maximélnimu
toku? Pokud ano, plati to i pro posloupnost nejkratsich zlepsujicich cest?

Pro dany neorientovany graf naleznéte co nejvétsi k takové, ze graf je hranové
k-souvisly. (To znamend, Ze je souvisly i po odebrani nejvyse k& — 1 hran.)

Primocara implementace Fordova-Fulkersonova algoritmu bude nejspis graf prohle-
davat do sitky, takze vzdy najde mejkratsi nenasycenou cestu. Pak prekvapivé plati,
ze algoritmus zlepsi tok jen O(nm)-krat, nez se zastavi. Nédvod k dikazu: Necht ¢(u)
je vzdalenost ze zdroje do vrcholu u po nenasycenych hranich. Nejprve si rozmys-
lete, Zze ¢(u) béhem vypoctu nikdy neklesi. Pak dokazte, Ze mezi dvéma nasyceni-
mi libovolné hrany wv se musi £(u) zvysit. Proto kazdou hranu nasytime nejvyse
O(n)-krat.

14.3 Nejvétsi parovani v bipartitnich grafech

Problém maximalniho toku je zajimavy nejen sdm o sobé, ale také tim, ze na néj miazeme
elegantné prevadét jiné problémy. Jeden takovy si ukdzeme a rovnou pfi tom vyuzijeme
celociselnost.

Definice: Mnozina hran F' C E se nazyva pdrovani, jestlize zadné dvé hrany této mnoziny
nemaji spoleény vrchol. Velikosti parovani myslime pocet jeho hran.

Parovani v bipartitnich grafech ma zjevné aplikace: Jednu partitu miize tvorit tfeba mno-
zina mlsount, druhou mnozina zakuskt a hrany fikaji, kdo ma na co chut. Parovani pak
odpovida tomu, ze mlsounim rozddame jejich oblibené zakusky tak, aby zadny mlsoun
nedostal dva a zadny zakusek nebyl snéden vicekrat. Prirozené chceme nalézt parovani
0 co nejvice hranach.

Mgjme tedy né&jaky bipartitni graf (V, E). Pfetvoiime ho na sit (V', E’, z, s, ¢) ndsledovné:

e Nalezneme partity grafu, budeme jim tikat levd a pravd.

® Vsechny hrany zorientujeme zleva doprava.

® Priddme zdroj z a vedeme z néj hrany do vSech vrchold levé partity.

e Priddme spotiebi¢ s a vedeme do né&j hrany ze vSech vrcholu pravé partity.

® VSem hrandm nastavime jednotkovou kapacitu.
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Obrazek 14.6: Hledani nejvétsiho parovani v bipartitnim
grafu. Hrany jsou orientované zleva doprava a maji kapacitu 1.

Nyni v této siti najdeme maximalni celo¢iselny tok. Jelikoz vSechny hrany maji kapacitu 1,
musi po kazdé hrané téci bud 0 nebo 1. Do vysledného parovani vlozime praveé ty hrany
puvodniho grafu, po kterych tece 1.

Dostaneme opravdu parovani? Kdybychom nedostali, znamenalo by to, ze néjaké dveé
vybrané hrany maji spolecny vrchol. Pokud by to byl vrchol pravé partity, pak do tohoto
vrcholu pritekly alespon 2 jednotky toku, jenZe ty nemaji kudy odtéci. Analogicky pokud
by se hrany setkaly nalevo, musely by z vrcholu odtéci alespon 2 jednotky, které se tam
nemaji jak dostat.

Zbyva nahlédnout, Ze nalezené parovani je nejvétsi mozné. K tomu si staci vSimnout, ze
z toku vytvorime parovani o tolika hranach, kolik je velikost toku, a naopak z kazdého
parovani umime vytvofit celoc¢iselny tok odpovidajici velikosti. Nalezli jsme bijekci mezi
mnozinou vsech celociselnych toktt a mnozinou vsech parovani a tato bijekce zachovava
velikost. Nejvetsi tok tudiz musi odpovidat nejvétsimu parovani.

Navic dokazeme, ze Forduv-Fulkersoniv algoritmus na sitich tohoto druhu pracuje pre-
kvapivé rychle:

Véta: Pro sit, jejiz vsechny kapacity jsou jednotkové, nalezne Fordav-Fulkersontv algo-
ritmus maximalni tok v ¢ase O(nm).

Diikaz: Jedna iterace algoritmu béz v ¢ase O(m): nenasycenou cestu najdeme prohle-
danim grafu do sitky, samotné zlepseni toku zvladneme v case linedrnim s délkou cesty.
Jelikoz kazda iterace zlepsi tok alesporn o 1, pocet iteraci je omezen velikosti maximalniho
toku, coz je nejvyse n (uvazte fez okolo zdroje). O
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Dissledek: Nejvétsi parovani v bipartitnim grafu lze nalézt v case O(nm).

Diikaz: Predvedend konstrukce vytvori z grafu sit o n’ = n + 2 vrcholech a m’ = m + 2n
hrandch a spotiebuje na to ¢as O(m’ + n'). Pak nalezneme maximdlni celoéiselny tok
Fordovym-Fulkersonovym algoritmem, coz trvd O(n’m’). Nakonec tok v linedrnim case
prelozime na parovani. Ve dohromady trva O(n'm’) = O(nm). O

Cvic¢eni
1.V rozboru Fordova-Fulkersonova algoritmu v sitich s jednotkovymi kapacitami jsme
pouzili, Ze tok se pokazdé zvétsi alespon o 1. Muze se stat, ze se zvetsi vic?

2. Méjme sachovnici r X s, z niz polickozrout sezral néktera policka. Chceme na ni
rozestavét co nejvice sachovych vézi tak, aby se navzdjem neohrozovaly. Véz muze-
me postavit na libovolné nesezrané policko a ohrozuje vSechny véze v témze radku
i sloupci. Navrhnéte efektivni algoritmus, ktery takové rozestavéni najde.

3. Situace stejnd jako v minulém cviceni, ale dvé véze se neohrozuji pies sezrand policka.

4. Opét sachovnice po zasahu polickozrouta. Chceme na nesezrand policka rozmistit
kostky velikosti 1 x 2 policka tak, aby kazdé nesezrané policko bylo pokryto praveé
jednou kostkou. Kostky je povoleno otacet.

5% Hledani nejvétsiho parovani jsme prevedli na hleddni maximélniho toku v jisté si-
ti. Prelozte chod Fordova-Fulkersonova algoritmu v této siti zpét do feci parovani
v puvodnim grafu. Cemu odpovida zlepsujici cesta?

6* Podobné jako v minulém cvideni preformulujte FeSenf tdlohy E, aby pracovalo piimo
s kostkami na Sachovnici.

14.4 Dinicav algoritmus

V kapitole m jsme ukézali, jak nalézt maximalni tok Fordovym-Fulkersonovym algo-
ritmem. Zacali jsme s tokem nulovym a postupné jsme ho zvétSovali. Pokazdé jsme v siti
nasli nenasycenou cestu, tedy takovou, na niz maji vSechny hrany kladnou rezervu. Podél
cesty jsme pak tok zlepsili.

Neprijemné je, ze muze trvat velice dlouho, nez se timto zptisobem dobereme k maxi-
méalnimu toku. Pro obecné redlné kapacity se to dokonce nemusi stat vibec. Proto od-

vvvvv

Dinicem. Jeho zdkladni myslenkou je nezlepsovat toky pomoci cest, ale rovnou pomoci
tokt ...
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Sit rezerv

Nejprve preformulujeme definici toku, aby se ndm s ni 1épe pracovalo. Uz nékolikrat se
nam totiz osvédcilo simulovat zvysSeni priatoku néjakou hranou pomoci snizeni prutoku
opacnou hranou. To je prirozené, nebof preneseni x jednotek toku po hrané vu se chova
stejné jako preneseni —z jednotek po hrané uv. To vede k nasledujicimu popisu tokia.

Definice: Kazdé hrané uv prifadime jeji pritok f*(uv) = f(uv) — f(vu).

Pozorovani: Pritoky maji nasledujici vlastnosti:

(1) f*(w) = =f*(vw),

(2) f*(w) < C(uv)

(3) f*(wv) = —c(vu),

(4) pro vsechny vrcholy v # z,s plati > . - p f*(uv) = 0.

Podminka (3) pfitom plyne z (1) a (2). Suma ve (4) nenf nic jiného nez vztah pro pieby-
tek f2(v) piepsany pomoci (1).

Lemma P (o pritoku): Necht funkce f* : E — R spliiuje podminky (1), (2) a (4). Potom
existuje tok f, jehoz prutokem je f*.

Diikaz: Tok f uréime pro kazdou dvojici hran uv a vu zvlast. Pfedpoklddejme, ze f*(uv) >
0; v opacném piipadé vyuzijeme (1) a u prohodime s v. Nyni sta¢i polozit f(uv) := f*(uv)
a f(vu) := 0. Diky vlastnosti (2) funkce f neprekrac¢uje kapacity, diky (4) pro ni plati
Kirchhoffuv zdkon. O

Dusledek: Misto toku tedy staci uvazovat prutoky hranami. Tim se ledacos formélné
zjednodusi: prebytek f2(v) je prostym soué¢tem priitokt hranami vedoucimi do v, rezervu
r(uv) muzeme zapsat jako c(uv) — f*(uv). To ndm pomize k zobecnéni zlepsujicich cest
z Fordova-Fulkersonova algoritmu.

Definice: Sit rezervk toku f vsiti S = (V. E, 2, s, ¢) jesit R(S, f) := (V, E, z,s,7), kde r(e)
je rezerva hrany e pii toku f.

Lemma Z (o zlepSovani toki): Pro libovolny tok f v siti S a libovolny tok g v siti R(S, f)
lze v ¢ase O(m) nalézt tok h v siti S takovy, ze |h| = |f] + |g]-

Drikaz: Toky pfimo sc¢itat nemuzeme, ale prutoky po jednotlivych hrandch uz ano. Pro
kazdou hranu e polozime h*(e) := f*(e) + g*(e). Nahlédnéme, ze funkce h* ma vSechny
vlastnosti vyzadované lemmatem P.

(1) Jelikoz prvni podminka plati pro f* i g*, plati i pro jejich soucet.

(2) Vime, ze g*(uv) < r(uv) = c(uv) — f*(uv), takze h*(uv) = f*(uwv) + g*(uwv) < e(uv).
(4) Kdyz se sectou prutoky, seCtou se i prebytky.
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Zbyva dokazat, ze se spravné secetly velikosti toku. K tomu si stac¢i uvédomit, ze velikost
toku je prebytkem spotrebice a prebytky se secetly. O

Poznamka: ZlepSeni po nenasycené cesté je specidlnim pripadem tohoto postupu — odpo-
vida toku v siti rezerv, ktery je konstantni na jedné cesté a vsude jinde nulovy.

Dinicliv algoritmus

Dinictv algoritmus zacne s nulovym tokem a bude ho vylepSovat pomoci néjakych po-
mocnych tokl v siti rezerv, az se dostane k maximalnimu toku. Pocet potrebnych iteraci
pritom bude zaviset na tom, jak ,vydatné“ pomocné toky sezeneme — na jednu stranu
bychom chtéli, aby byly podobné maximalnimu toku, na druhou stranu jejich vypoctem
nechceme travit prilis mnoho casu. Vhodnym kompromisem jsou tzv. blokujici toky:

Definice: Tok je blokujici, jestlize na kazdé orientované cesté ze zdroje do spotiebice
existuje alespon jedna hrana, na niz je tok roven kapacité.

Blokujici tok ale nebudeme hledat v celé siti rezerv, nybrz jen v podsiti tvorené nejkratsimi
cestami ze zdroje do spotfebice. Muzeme si predstavit, ze provadime najednou mnoho
iteraci Fordova-Fulkersonova algoritmu pro vsechny nejkratsi cesty.

Definice: Sit je vrstevnatd (procisténd), pokud vSechny jeji vrcholy a hrany lezi na nej-
kratsich cestéch ze z do s. (Abychom vyhovéli nasi definici sité, musime ke kazdé takové
hrané ptridat hranu opac¢nou s nulovou kapacitou, ale ty algoritmus nebude pouzivat a ani
udrzovat v pameéti.)

Zaklad Dinicova algoritmu vypadé takto:

Algoritmus DINIC
Vstup: Sit (V, E, z, s, ¢)
1. f < nulovy tok

2. Opakujeme:

3. Sestrojime sit rezerv R a smazeme hrany s nulovou rezervou.

4. ¢ + délka nejkratsi cesty ze z do s v R

5. Pokud zadna takova cesta neexistuje, zastavime se a vratime tok f.
6. Procistime sit R.

7. g < blokujici tok v R

8. Zlepsime tok f pomoci g.
Vijstup: Maximalni tok f

Nyni je potieba domyslet ¢isténd site. Situaci mizeme sledovat na obrazku m Sit roz-

délime na vrstvy podle vzdalenosti od zdroje. Hrany vedouci uvnitt vrstvy nebo do minu-
Iych vrstev (na obrazku Sedivé) urcité nelezi na nejkratsich cestach. Ostatni hrany vedou
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o pravé jednu vrstvu doptedu, ale nékteré z nich vedou do ,slepé ulicky“ (na obrdzku
teckované), takze je také musime odstranit.

N,
Obrazek 14.7: Sit rozdélena na vrstvy. Sedivé
a te¢kované hrany béhem cisténi zmizi, plné zlstanou.

Procedura CISTENISITE
1. Rozdélime vrcholy do vrstev podle vzdéalenosti od z.
2. Odstranime vrstvy za s (tedy vrcholy ve vzdalenosti vétsi nez £).
3. Odstranime hrany do predchozich vrstev a hrany uvnitf vrstev.
4. Odstranime ,slepé ulicky*, tedy vrcholy s deg®™*(v) = 0:
F« {v# 25| deg®™ (v) =0} a0 fronta vrchold ke smazdni
Dokud F # @, opakujeme:
Odebereme vrchol v z F.
Smazeme ze sité vrchol v i vSechny hrany, které do néj vedou.
na 0, priddme ho do F.

© %N

out

Pokud néjakému vrcholu klesl deg

Nakonec doplnime hleddni blokujiciho toku. Za¢neme s nulovym tokem g a budeme ho
postupné zlepsovat. Pokazdé najdeme néjakou orientovanou cestu ze zdroje do stoku — to
se ve vrstevnaté siti déla snadno: staci vyrazit ze zdroje a pak vzdy nasledovat libovolnou
hranu. Az cestu najdeme, tok g podél ni zlepsime, jak nejvice to pujde.

Pokud nyni tok na néjakych hrandch dosahl jejich rezervy, tyto hrany smazeme. Tim
jsme mohli porusit procisténost — paklize néjaky vrchol prisel o posledni odchozi nebo
posledni prichozi hranu. Takovych vrcholu se opét pomoci fronty zbavime a sit docistime.
Pokracujeme zlepsovanim po dalsich cestach, dokud néjaké existuji.

Procedura BLokuJicfTok
Vstup: Vrstevnata sit R s rezervami r

1. g < nulovy tok
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2. Dokud v R existuje orientovana cesta P ze z do s, opakujeme:

3. € + mineep (r(e) — g(e))

4. Pro vSechny e € P : g(e) + g(e) +e.

5. Pokud pro kteroukoliv e nastalo g(e) = r(e), smazeme e z R.
6 Docistime sit pomoci fronty.

Vistup: Blokujici tok g

Analyza Dinicova algoritmu
Lemma K (o korektnosti): Pokud se algoritmus zastavi, vydd maximéln{ tok.

Diikaz: 7 lemmatu o zlepsovani toku plyne, ze f je stile korektni tok. Algoritmus se
zastavi tehdy, kdyz uz neexistuje cesta ze z do s po hranach s kladnou rezervou. Tehdy
by se zastavil i Forduv-Fulkersoniiv algoritmus a ten, jak uz vime, je korektni. O

Nyni rozebereme Casovou slozitost. Rozdélime si k tomu tcelu algoritmus na fdze — tak
budeme tikat jednotlivym prichodim vnéjsim cyklem. Také budeme predpokladat, ze sit
na vstupu neobsahuje izolované vrcholy, takze O(n +m) = O(m).

Lemma S (o sloZitosti fazi): Kazd4a faze trvd O(nm).

Diikaz: Sestrojeni sité rezerv, mazani hran s nulovou rezervou, hledani nejkratsi cesty
i konecné zlepSovani toku trvaji O(m).

Cisténi sité (i se vSemi docistovanimi béhem hleddni blokujictho toku) pracuje taktéz
v O(m): Smazéni hrany trvd konstantn{ ¢éas, smazéni vrcholu po smazani vSech incident-

nich hran taktéz. Kazdy vrchol i hrana jsou smazany nejvyse jednou za fazi.

Hledani blokujiciho toku projde nejvyse m cest, protoze pokazdé ze sité vypadne alespon
jedna hrana (ta, na niz se v kroku 3 nabyvalo minimum) a uz se tam nevrati. Jelikoz sit
je vrstevnatd, nalézt jednu cestu stihneme v O(n). Celkem tedy spotfebujeme ¢as O(nm)
plus ¢isténi, které jsme ale uz zapocitali.

Cela jedna faze proto dobéhne v ¢ase O(m + m + nm) = O(nm). O
Zbyvéa urcit, kolik probéhne fazi. K tomu se bude hodit nasledujici lemma:

Lemma C (o délce cest): Délka ¢ nejkratsi cesty ze z do s vypoctend v kroku 4 Dinicova
algoritmu vzroste po kazdé fazi alespon o 1.

Dikaz: Ozna¢me R; sit rezerv v i-té fazi poté, co jsme z ni smazali hrany s nulovou
rezervou, ale jesté pred procisténim. Necht nejkratsi cesta ze z do s v R; je dlouhd /.

Jak se lisi R;y1 od R;? Predevsim jsme z kazdé cesty délky ¢ smazali alespon jednu
hranu: kazda takova cesta totiz byla blokujicim tokem zablokovana, takze alespon jedné
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jeji hrané klesla rezerva na nulu a hrana vypadla. Zadna z pauvodnich cest délky ¢ tedy
jiz v R;y1 neexistuje.

To ovsem nestaci — hrany mohou také pribyvat. Pokud néjaka hrana méla nulovou rezervu
a béhem faze jsme zvysili tok v protismeéru, rezerva se zvétsila a hrana se v R; 11 najednou
objevila. UkaZeme ale, Ze vsechny cesty, které tim nové vznikly, jsou dostatecné dlouhé.

Rozdélme vrcholy grafu do vrstev podle vzdalenosti od zdroje v R;. Tok jsme zvySovali
pouze na hranach vedoucich o jednu vrstvu dopredu, takze jediné hrany, které se mohou
v R;y1 objevit, vedou o jednu vrstvu zpét. Jenze kazda cesta ze zdroje do spotfebice,
ktera se alespon jednou vrati o vrstvu zpét, musi mit délku alespon ¢ + 2 (spotfebic je
v (-té vrstvé a neexistuji hrany, které by vedly o vice nez 1 vrstvu dopfedu). O

Disledek: Probéhne maximéalné n fazi.

Diikaz: Cesta ze z do s obsahuje nejvyse n hran, takze k prodlouzeni cesty dojde nejvyse
n-krat. (]

Véta: Diniciiv algoritmus najde maximaln{ tok v ¢ase O(n?m).

Diikaz: Podle pravé vysloveného dusledku probéhne nejvyse n fazi. Kazda z nich podle
lemmatu S trvd O(nm), coz davé celkovou slozitost O(n?m). Specidlné se tedy algoritmus
vzdy zastavi, takze podle lemmatu K vyda maximalni tok. O

Poznamka: Na rozdil od Fordova-Fulkersonova algoritmu jsme tentokrat nikde nevyzado-
vali raciondlnost kapacit — odhad casové slozitosti se o kapacity viibec neopira. Nezavisle
jsme tedy dokazali, ze i v sitich s iracionalnimi kapacitami vzdy existuje alespon jeden
maximalni tok.

V sitich s malymi celo¢iselnymi kapacitami se navic algoritmus chova daleko lépe, nez
Fk& nas odhad. Snadno se d4 dokézat, Ze pro jednotkové kapacity dobéhne v ¢ase O(nm)
(stejné jako Forduv-Fulkersoniv). Uvedme bez diikazu jesté jeden silngjsi vysledek: v siti
vzniklé pri hledani nejvétsitho parovani algoritmem z minulé kapitoly Dinictiv algoritmus
pracuje v ¢ase O(y/n - m).

Cviceni
1. Vsimnéte si, Ze algoritmus skonéi tim, ze smaze vsechny vrcholy i hrany. Také si

vsimnéte, Ze vrcholy s nulovym vstupnim stupném jsme ani nemuseli mazat, protoze
se do nich algoritmus pii hledani cest nikdy nedostane.

2. Odsimululte béh Dinicova algoritmu na svém reseni cviceni [L4.2. 1]
3. Dokazte, ze pro jednotkové kapacity Dinicuv algoritmus dobéhne v case O(nm).

4.  Dokazte totéz pro celociselné kapacity omezené konstantou.
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5. Blokujici tok lze také sestrojit pomoci prohledavani do hloubky. Pokazdé, kdyz pro-
jdeme hranou, prepocitdme priubézné minimum. Pokud najdeme stok, vracime se
do korene a upravujeme tok na hranich. Pokud narazime na slepou ulicku, vratime
se o krok zpét a smazeme hranu, po niz jsme prisli. Dopliite detaily tak, aby zustala
zachovand éasova slozitost O(n?m).

6. Sestrojte vrstevnatou sit, v niz hledani blokujiciho toku trva Q(nm).
7. Sestrojte sit, na niz Dinictuv algoritmus provede Q(n) fazi.

8.  Zkombinujte predchozi dvé cviceni a vytvorte sit, na niz Dinicuv algoritmus bézi
v ¢ase Q(n?m).

9X*  Algoritmus tr7 Indi: Blokujici tok ve vrstevnaté siti lze nalézt chytiejSim zptusobem
v dase O(n?), &imz zrychlime cely Diniciiv algoritmus na O(n?). Nésleduje struény
popis, dopliite k nému detaily.

Pro kazdy vrchol v definujme r*(v) jako soudet rezerv na vdech hranach vedoucich
do v. Necht dale r~(v) je totéZ pies hrany vedouci z v a 7(v) = min(r™(v),r~ (v))
yrezerva vrcholu® Pokud je r(v) vSude 0, tok uz je blokujici.

V opaéném piipadé opakované vybirdme nejmensi r(v) a snazime se ho vynulovat.
Potfebujeme tedy dopravit r(v) jednotek toku ze zdroje do v a totéz mnoZstvi z v
do stoku. PopiSme dopravu do stoku (ze zdroje postupujeme symetricky): ve vrcho-
lech udrzujeme plan p(w), ktery ¥ikd, kolik potfebujeme z w dopravit do stoku. Na
zaCatku je p(v) = r(v) a vSechna ostatni p(w) = 0. Prochdzime po vrstvich od v ke
stoku a pokazdé plan prevedeme po hrandch s kladnou rezervou do vrcholi v dalsi
vrstvé. Jelikoz r(v) < r(w) pro vSechna w, vzdy ndm to vyjde. Pribézné cistime
slepé ulicky.

14.5 Goldberglv algoritmus

drewem Goldbergem. Bude daleko jednodussi nez Dinictiv algoritmus z predchozi kapitoly
a po par snadnych upravach bude mit stejnou, nebo dokonce lepsi casovou slozitost. Jed-

vvvvv

a efektivity.

Viny, prebytky a vysky
Predchozi algoritmy zacinaly s nulovym tokem a postupné ho zlepsovaly, az se stal maxi-
malnim. Goldberguv algoritmus naproti tomu za¢ne s ohodnocenim hran, které ani nemusi
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byt tokem, a postupné ho upravuje a zmensuje, az se z néj stane tok, a to dokonce tok
maximalni.

Definice: Funkce f : £ — ]Rar je vina v siti (V, E, z, s, ¢), splituje-li obé nésledujici pod-
minky:

eVec E: f(e) <c(e) (vlna neptekroéi kapacity hran),
e VueV\{zs}:f2w) >0 (prebytek ve vrcholech je nezaporny).

Kazdy tok je tedy vlnou, ale opac¢né tomu tak byt nemusi. V pribéhu vypoctu se te-
dy potrebujeme postupné zbavit nenulovych prebytkt ve vsech vrcholech kromé zdroje
a spotiebice. K tomu bude slouzit nasledujici operace:

Definice: Prevedeni prebytku po hrané uv miizeme provést, pokud f2(u) > 0 a r(uv) > 0.
Probéhne tak, Ze po hrané uv posleme § = min(f*(u),r(uv)) jednotek toku, podobné
jako v ptredchozich algoritmech bud prictenim po sméru nebo odectenim proti sméru.

Pozorovani: Pfevedeni zméni prebytky a rezervy nasledovneé:

Radi bychom postupnym prevadénim vsechny prebytky prepravili do spottfebice, nebo je
naopak prelili zpét do zdroje. Chceme se ovsem vyhnout prelévani prebytki tam a zase
zpét, takze vrcholum pfifadime viisky — to budou néjaka prirozend ¢éisla h(v).

Prebytek pak budeme ochotni prevadét pouze z vyssiho vrcholu do nizstho. Pokud se stane,
ze nalezneme vrchol s pfebytkem, ze kterého nevede zadnd nenasycend hrana smérem dol,
budeme tento vrchol zvedat — tedy zvysovat mu vysku po jedné, nez se dostane dostatecné
vysoko, aby z néj prebytek mohl odtéci.

Ziskdame tak nésledujici algoritmus:

Algoritmus GOLDBERG
Vstup: Sit (V, E, z, s, ¢)

1. Nastavime pocatecni vysky: < zdroj ve vysce n, ostatni ve viysce 0
2. h(z) < n

3. h(v) < 0 pro vSechny v # z

4. Vytvorime pocatec¢ni vinu: a4 vsechny hrany ze z na marimum
5. f < vsude nulova funkce
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6. f(zv) + c(zv), kdykoliv zv € E

7. Dokud existuje vrchol u # z, s takovy, ze f(u) > 0:

8. Pokud existuje hrana uv s r(uv) > 0 a h(u) > h(v),
prevedeme prebytek po hrané uv.

9. V opacném pripadé zvedneme u: h(u) < h(u) + 1.

Vistup: Maximalni tok f

Analyza algoritmu*

Algoritmus je jednoduchy, ale na prvni pohled neni vidét ani to, Ze se vzdy zastavi, natoz
ze by mél vydat maximalni tok. Postupné dokazeme nékolik invarianti a lemmat a pomoci
nich se dobereme diikazu spravnosti a ¢asové slozitosti.

Invariant A (zékladni): V kazdém kroku algoritmu plati:

1. Funkce f je vina.

2. Vyska h(v) zddného vrcholu v nikdy neklesa.
3. h(z) =na h(s) =0.

4. fA(v) >0 v kazdém vrcholu v # z.

Diikaz: Indukei dle poétu prichodu cyklem (7. — 9. krok algoritmu):

® Po inicializaci algoritmu je vSe v porddku: prebytky vsSech vrcholtt mimo zdroj jsou
nezaporné, vysky souhlasi.

® Pii prevedeni prebytku: Z definice prevedeni piimo plyne, Ze neporusuje kapacity
a nevytvari zdporné prebytky. Vysky se neméni.

® Pii zvednuti vrcholu: Tehdy se naopak méni jen vysky, ale pouze u vrcholt riznych
od zdroje a stoku. Vysky navic pouze rostou. O

Invariant S (o spadu): Neexistuje hrana uv, kterd by méla kladnou rezervu a spad h(u) —
h(v) vétsi nez 1.

Diikaz: Indukei dle béhu algoritmu. Na zac¢dtku maji vSechny hrany ze zdroje rezervu
nulovou a vsechny ostatni vedou mezi vrcholy s vyskou 0 nebo do kopce. V priabéhu
vypoctu by se tento invariant mohl pokazit pouze dvéma zptisoby:

® Zvednutim vrcholu u, ze kterého vede hrana uv s kladnou rezervou a spadem 1. Tento
pripad nemiize nastat, nebot algoritmus by dal prednost prevedeni prebytku po této
hrané pred zvednutim.

e Zvétsenim rezervy hrany se spadem vétsim nez 1. Toto také nemuze nastat, nebot
rezervu bychom mohli zvétsit jediné tak, Zze bychom poslali néco v protisméru — a to
nesmime, jelikoz bychom prevadéli prebytek z nizsiho vrcholu do vyssiho. O
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Lemma K (o korektnosti): Kdyz se algoritmus zastavi, f je maximéln{ tok.

Diikaz: Nejprve ukdzeme, ze f je tok: Omezeni na kapacity splnuje tok stejné jako vlna,
takze postaci dokazat, ze plati Kirchhoffiv zdkon. Ten pozaduje, aby prebytky ve vSech
vrcholech kromé zdroje a spotfebice byly nulové. To ovSem musi byt, protoze nenulovy
prebytek by musel byt kladny a algoritmus by se dosud nezastavil.

Zbyva zduvodnit, ze f je mazrimdini: Pro spor predpokladejme, ze tomu tak neni. Ze sprav-
nosti Fordova-Fulkersonova algoritmu plyne, ze tehdy musi existovat nenasycend cesta
ze zdroje do stoku. Uvazme libovolnou takovou cestu. Zdroj je stéle ve vysce n a stok
ve vysce 0 (viz invariant A). Tato cesta tedy prekonava spad n, ale mize mit nejvyse n—1
hran. Proto se v ni nachazi alespon jedna hrana se spadem alespon 2. Jelikoz je tato hrana
soucésti nenasycené cesty, musi byt sama nenasycend, coz je spor s invariantem S. Tok je
tedy maximalni. O

Invariant C (cesta do zdroje): Mé&jme vrchol v, jehoz prebytek f2(v) je kladny. Pak
existuje nenasycend cesta z tohoto vrcholu do zdroje.

Diikaz: Bud v vrchol s kladnym pfebytkem. Uvazme mnozinu
A = {u € V| existuje nenasycend cesta z v do u} .

Ukazeme, ze tato mnozina obsahuje zdroj.

Pouzijeme uz mirné okoukany trik: secteme prebytky ve vSech vrcholech mmnoziny A.
Vsechny hrany lezici celé uvnitt A nebo celé venku prispéji dohromady nulou. Staci tedy
zapocitat pouze hrany vedouci ven z A, nebo naopak zvenku dovniti. Ziskdme:

DfAw= > flba) - Y flab) <0

u€A bacE(V\A,A) abeE(A,V\A)

=0 >0
Ukazeme, ze prvni svorka je rovna nule (sledujme obr:izek. Méjme hranu ab (a € A,
b e V\ A). Ta musi mit nulovou rezervu — jinak by totiz i vrchol b patfil do A. Proto po
hrané ba nemize nic téci.

Druha svorka je evidentné nezaporné, protoze je to soucet nezapornych ohodnoceni hran.

Proto soucet prebytku pfes mnozinu A je mensi nebo roven nule. Zaroven vsak v A lezi
aspon jeden vrchol s kladnym ptrebytkem, totiz v, tudiz v A musi byt také néjaky vrchol
se zdpornym pirebytkem — a jediny takovy je zdroj. Tim je dokézano, ze z lezi v A, tedy
ze vede nenasycena cesta z vrcholu v do zdroje. U
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Obrazek 14.8: Situace v ddkazu invariantu C

Invariant V (o vySce): Pro kazdy vrchol v je h(v) < 2n.

Diikaz: Kdyby existoval vrchol v s vyskou h(v) > 2n, mohl se do této vysky dostat pouze
zvednutim z vysky alespon 2n. Vrchol pritom zveddme jen tehdy, méa-li kladny prebytek.
Dle invariantu C musela v tomto okamziku existovat nenasycend cesta z v do zdroje. Ta
nicméné prekonavala spad alespon n, ale mohla mit nejvyse n — 1 hran. Tudiz musela
obsahovat nenasycenou hranu se spadem alespon 2 a mame spor s invariantem S. O

Lemma Z (poéet zvednuti): Béhem vypocétu nastane nejvyse 2n? zvednuti.

Drikaz: 7 predchoziho invariantu plyne, ze kazdy z n vrcholi mohl byt zvednut nejvyse
2n-krat. g

Ted nam jesté zbyva urcit pocet provedenych prevedeni. Bude se ndm hodit, kdyz preve-
deni rozdélime na dva druhy:

Definice: Rekneme, Ze prevedeni po hrané uv je nasycené, pokud po prevodu rezerva
r(uv) klesla na nulu. V opa¢ném pifpadé je nenasycené, a tehdy urcité klesne prebytek
f2(u) na nulu (to se nicméné miize stat i pfi nasyceném prevedent).

Lemma S (nasycend pfevedeni): Nastane nejvyse nm nasycenych prevedeni.
Dikaz: Zvolime hranu uv a spocitame, kolikrat jsme po ni mohli nasycené prevést.

Po prvnim nasyceném prevedeni z u do v se vynulovala rezerva hrany uv. V tomto oka-
mziku muselo byt u vySe nez v, a dokonce vime, ze bylo vyse pfesné o 1 (invariant S). Nez
nastane dalsi prevedeni po této hrané, hrana musi opét ziskat nenulovou rezervu. Jediny
zpusob, jak k tomu muze dojit, je prevedenim casti prebytku z v zpéatky do u. Na to
se mus{ v dostat (alespon o 1) vySe neZ u. A abychom provedli nasycené prevedeni znovu
ve sméru z u do v, musime u dostat (alespon o 1) vySe nez v. Proto musime u alespori
0 2 zvednout — nejprve na uroven v a pak jesté o 1 vyse.
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Ukazali jsme tedy, ze mezi kazdymi dvéma nasycenymi prevedenimi po hrané uv musel byt
vrchol u alespon dvakrat zvednut. Podle lemmatu V k tomu ale mohlo dojit nejvyse n-krat
za cely vypocet, takze vsech nasycenych prevedeni po hrané wv je nejvyse n a po vSech
hranich dohromady nejvyse nm. O

Predchozi dvé lemmata jsme dokazovali ,,lokalnim“ zptisobem — zvednuti jsme pocitali pro
kazdy vrchol zvlast a nasycenda prevedeni pro kazdou hranu. Tento piistup pro nenasycena
prevedeni nefunguje, jelikoz jich lokalné mizZe byt velmi mnoho. Podafi se ndm vsak omezit
jejich celkovy pocet.

Pouzijeme potencidlovou metodu, kterd se jiz osvédcila pfi amortizované analyze v oddilu
E Poridime si potencidl, coz bude néjaka nezdpornd funkce, kterd popisuje stav vypoctu.
Pro kazdou operaci pak stanovime, jaky vliv ma na hodnotu potencialu. Z toho odvodime,
ze operaci, které potencial snizuji, nemuze byt vyrazné vice nez téch, které ho zvysuji.
Jinak by totiz potencidl musel nékdy béhem vypoctu klesnout pod nulu.

Nékdy byva potencidl primocara funkce, ale v nasledujicim lemmatu bude trochu slozitéj-
§$i. Zvolime ho tak, aby operace, jejichZ po¢ty uz zndme (zvednuti, nasycené prevedeni),
prispivaly nanejvys malymi kladnymi ¢isly, a nenasycena prevedeni potencial vzdy snizo-
vala.

Lemma N (nenasycena pievedeni): Pocet viech nenasycenych prevedeni je O(n?m).
Diikaz: Uvazujme nasledujici potencial:
o= Z h(v).
V#£2,8

A (0)>0

Kazdy vrchol s kladnym prebytkem tedy prispiva svou vyskou. Sledujme, jak se tento
potencial béhem vypoctu vyviji:

® Na pocatku je ® = 0.
® Béhem celého algoritmu je @ > 0, nebot potencidl je sou¢tem nezapornych c¢leni.

e Zvednut{ vrcholu zvysi ® o jednicku. (Aby byl vrchol zvednut, musel mit kladny
prebytek, takze vrchol do sumy jiz prispival. Ted jen prispéje ¢islem o 1 vyS$im.) Jiz
vime, ze za cely pritbéh algoritmu nastane maximalné 2n? zvednuti, prodez zvedanim
vrcholfi zvy§ime potencidl dohromady nejvyse o 2n2.

e Nasycené prevedeni zvysi ® nejvyse o 2n: Pokud vrchol v mél puvodné nulovy pieby-
tek, bude mit ted kladny a do sumy zacéne prispivat; tim se suma zvysi o h(v) < 2n.
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Vrchol u jiz prispival a budto bude prispivat nadale, nebo se suma snizi. Podle lemma-

tu S nastane nejvyse nm nasycenych prevedeni a ta celkové potencial zvysi maximalné
2

o 2n*m.

e Konecné kdyz prevadime po hrané uv nenasycené, tak od potencidlu urcité odecteme
vysku vrcholu u (nebot se vynuluje piebytek ve vrcholu w) a mozné pfi¢teme vysku
vrcholu v (nevime, zda tento vrchol pfedtim mél piebytek). Jenze h(v) = h(u) — 1,
a proto nenasycené prevedeni potencial vzdy snizi alespon o jedna.

Potenciél celkové stoupne o nejvyse 2n%+2n%m = O(n?m) a pii nenasycenych prevedenich
klesé, pokazdé alespoti o 1. Proto je vSech nenasycenych pfevedeni O(n?m). g

Implementace

Zbyva vytesit, jak sit a vysky reprezentovat, abychom dokazali rychle hledat vrcholy
s prebytkem a nenasycené hrany vedouci s kopce.

Budeme si pamatovat seznam P vSech vrcholt s kladnym prebytkem. Kdyz ménime pre-
bytek néjakého vrcholu, muzeme tento seznam v konstantnim case aktualizovat — budto
vrchol do seznamu pfidat, nebo ho naopak odebrat. (K tomu se hodi, aby si vrcholy pama-
tovaly ukazatel na svou polohu v seznamu P). V konstantnim case také umime odpovédét,
zda existuje néjaky vrchol s prebytkem.

Déle si pro kazdy vrchol v budeme udrzovat seznam L(u). Ten bude uchovdvat vSechny
nenasycené hrany, které vedou z u doli (maji spad alespon 1). Opét pfi zméndch rezerv
muzeme tyto seznamy v konstantnim case upravit.

Jednotlivé operace budou mit tyto slozitosti:
o Inicializace algoritmu — trividlné O(m).

o Vybér vrcholu s kladnym prebytkem a nalezeni nenasycené hrany vedouci doli — O(1)
(staci se podivat na pocatky prislusnych seznami).

e Prevedeni prebytku po hrané uv — zmény rezerv r(uv) a r(vu) zpusobi prepocita-
ni seznamtt L(u) a L(v), zmény prebytka f(u) a f2(v) mohou zpiisobit zménu
v seznamu P. Ve v ¢ase O(1).

® Zwvednuti vrcholu u muze zpusobit, ze néjaka hrana s kladnou rezervou, kterd ptivodné
vedla po roviné, zacne vést z u dol. Nebo se naopak muze stat, ze hrana, ktera
puvodné vedla s kopce do u, najednou vede po roviné. Musime proto obejit vsechny
hrany do u a z u, kterych je nejvyse 2n, porovnat vysky a pripadné tyto hrany uv
odebrat ze seznamu L(v), resp. pfidat do L(u). To trvd O(n).

Vidime, zZe zvednuti je sice drahé, ale zase je jich pomérné mélo. Naopak pfevadéni pre-
bytku je castd operace, takze je vyhodné, Ze trva konstantni cas.
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Véta: Goldbergiiv algoritmus najde maximalni tok v éase O(n?m).

Diikaz: Inicializace algoritmu trva O(m). Pak algoritmus provede nejvyse 2n? zvednuti (viz
lemma Z), nejvyse nm nasycenych prevedeni (lemma S) a O(n?m) nenasycenych prevedeni
(lemma N). Vynasobenim sloZitostmi jednotlivych operaci dostaneme ¢as O(n® + nm +

n?m) = O(n?m). Jakmile se algoritmus zastavi, podle lemmatu K vyd4 maximaln{ tok. O

Cviceni
1. Rozeberte chovani Goldbergova algoritmu na sitich s jednotkovymi kapacitami. Bude
rychlejsi nez ostatni algoritmy?

2. Co by se stalo, kdybychom v inicializaci algoritmu umistili zdroj do vysky n — 1,
n — 2, anebo n — 37

14.6* VylepSeni Goldbergova algoritmu

Zakladni verze Goldbergova algoritmu dosahla stejné slozitosti jako Dinicuv algoritmus.
Nyni ukadzeme, ze drobnou tupravou lze Goldbergiv algoritmus jesté zrychlit. Postaci ze
vSech vrcholi s prebytkem pokazdé vybirat ten nejvyssi.

Pii rozboru éasové slozitosti piivodntho algoritmu hral nejvyznamnéjsi roli ¢len O(n?m)
za nenasycena prevedeni. Ukazeme, ze ve vylepSeném algoritmu jich nastane radove méné.

Lemma N’: Goldbergiiv algoritmus s volbou nejvysstho vrcholu provede O(n?) nenasyce-
nych prevedeni.

Drikaz: Dokazovat budeme opét pomoci potencidlové metody. Vrcholy rozdélime do hladin
podle vysky. Specidlné nas bude zajimat nejvyssi hladina s prebytkem:

H :=max{h(v) |v# 25 A f(v) >0}

Rozdélime béh algoritmu na faze. Kazda faze konci tim, ze se H zméni. Budto se H zvysi,
coz znamend, ze néjaky vrchol s prebytkem v nejvyssi hladiné byl o 1 zvednut, anebo
se H snizi. Uz vime, Ze v pritbéhu vypoétu nastane O(n?) zvednuti, coz shora omezuje
pocet zvyseni H. Zaroven si muzeme uvédomit, ze H je nezdporny potencidl a snizuje
se i zvySuje presné o 1. Pocet snizeni bude proto omezen poctem zvyseni. Tim padem
nastane vieho viudy O(n?) fazi.

Béhem jedné faze pritom provedeme nejvyse jedno nenasycené pievedeni z kazdého vrcho-
lu. Po kazdém nenasyceném pievedeni po hrané uv se totiz vynuluje pfebytek v u a aby
se provedlo dalsi nenasycené prevedeni z vrcholu u, muselo by nejdrive byt co prevadét.
Muselo by tedy do u néco pritéci. My ale vime, Ze prevadime pouze shora dolu a u je
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v nejvyssi hladiné (to zajisti pravé ono vylepSeni algoritmu), tedy nejdiive by musel byt
néjaky jiny vrchol zvednut. Tim by se ale zménilo H a skoncila by tato faze.

Proto pocet vSech nenasycenych prevedeni béhem jedné fize je nejvyse n. A jiz jsme
dokézali, Ze faz{ je O(n?). Tedy pocet vsech nenasycenych pievedeni je O(n?). O

dokézat tésnéjsi odhad, ktery se hodi zvlasté u ridkych grafh.
Lemma N”’: Podet nenasycenych prevedeni je O(n?y/m).

Diikaz: Zavedeme faze stejné jako v dikazu predchozi verze lemmatu a rozdélime je na dva
druhy. Pro kazdy druh pak odhadneme celkovy pocet prevedeni jinym zpusobem.

Necht k je néjaké kladné ¢islo, jehoz hodnotu uréime pozdéji. Laciné nazveme ty faze,
béhem nichz se provede nejvyse k nenasycenych prevedeni. Drahé faze budou vsechny
ostatni.

Nejprve rozebereme chovani lacinych fazi. Jejich pocet shora odhadneme poctem vsech
fazi, tedy O(n?). Nenasycenych prevedeni se béhem jedné laciné faze provede nejvice k,
za vSechny laciné faze dohromady to ¢inf O(n?k).

Pro pocet nenasycenych prevedeni v drahych fazich zavedeme novy potencial:

U= Z p(’l}),

VH#£Z,8
F2()#0

kde p(v) je pocet vrcholi u, které nejsou vyse nez v. JelikoZ p(v) je nezdporné a nikdy
nepiesdhne pocet vech vrcholil, potencidl ¥ bude také vzdy nezdporny a neptekroéi n?.

Rozmysleme si, jak bude potenciél ovliviiovan operacemi algoritmu:
o Iniciali - Podatedni 4l PR 2
nicializace: Poc¢atecni potencidl je nejvyse n=.

o Zwvednuti vrcholu v: Hodnota p(v) se zvysi nejvyse o n a vSechna ostatni p(w) se budto
nezméni, nebo klesnou o 1. Bez ohledu na pfebytky vrcholt se tedy potencial zvysi
nejvyse o n.

® Nasycené prevedeni po hrané uv: Hodnoty p(...) se nezméni, ale méni se prebytky
— vrcholu u se snizuje, vrcholu v zvysuje. Z potencidlu proto muze zmizet ¢len p(u)
a naopak pribyt p(v). Potencidl ¥ tedy vzroste nejvyse o n.

e Nenasycené prevedeni po hrané uwv: Hodnoty p(...) se opét neméni. Prebytek v u se
vynuluje, coz sniz{ ¥ o p(u). Prebytek v se naopak zvysi, takze pokud byl predtim
nulovy, ¥ se zvysi o p(v). Celkové tedy ¥ klesne alespori o p(u) — p(v).
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Ted vyuzijeme toho, ze pokud prevadime po hrané uv, ma tato hrana spad 1. Vy-
raz p(u) — p(v) tedy udévd pocet vrcholti na hladiné h(u), coz je nejvyssi hladina
s prebytkem. Z predchoziho dikazu vime, Ze téchto vrcholu je alespon tolik, kolik je
nenasycenych prevedeni béhem dané faze.

Z toho plyne, Ze nenasycené pirevedeni provedené béhem drahé faze snizi potencial
alespon o k. Prevedeni v lacinych fazich ho nesnizuje tak vyrazné, ale dulezité je, ze
ho urcité nezvysi.

Potencidl ¥ se tedy muze zvétsit pouze pri operacich inicializace, zvednuti a nasyceného
ptevedeni. Inicializace pfisp&je n?. Viech zvednuti se provede celkem O(n?) a kazdé zvysi
potencidl nejvyse o n. Nasycenych prevedeni se provede celkem O(nm) a kazdé zvysi
potencial taktéz nejvyse o n. Celkem se tedy ¥ zvysi nejvyse o:

n? +n-0(Mn?) +n-O0(nm) = O(n®+ n’m).

Ted vyuzijeme toho, ze ¥ je nezadporny potencidl, tedy kdyz ho kazdé nenasycené preve-
den{ v drahé fazi snizi ¥ alespoii o k, miiZe takovych pfevedeni nastat nejvyse O(n3/k +
n?m/k). To nyni seéteme s odhadem pro laciné faze a dostaneme, Ze vsech nenasycenych
prevedeni probéhne

3 2 2
9 n n*my 9 n‘m
O(nk+k+ k‘>_0<nk+k>

(vyuzili jsme toho, Ze v grafech bez izolovanych vrcholii je n = O(m), a tedy n® =
O(n*m)).

Tento odhad ovsem plati pro libovolnou volbu k. Proto zvolime takové k, aby byl co
nejnizsi. Jelikoz prvni élen s rostoucim k roste a druhy klesd, asymptotické minimum
nastane tam, kde se tyto ¢leny vyrovnaji, tedy kdyz n’k = n’m/k.

Nastavime tedy k = v/m a ziskdme kyZeny odhad O(n?y/m). O

Cviceni

1.  Navrhnéte implementaci vylepseného Goldbergova algoritmu se zvedanim nejvyssiho
vrcholu s prebytkem. SnaZte se dosdhnout ¢asové sloZitosti O(n?y/m).

14.7 Dalsi cviéeni

1. Swisti: Na louce je n svisti a m dér v zemi (oboji je zaddno jako body v roviné
nebo radéji body v nepiili§ velké celo¢iselné miizce). Kdyz se objevi orel, zvliddne
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4%*

HX

i

svist ubéhnout pouze d metri, nez bude uloven. Kolik maximélné svist se miize
zachrénit itékem do diry, kdyz jedna dira pojme nejvyse jednoho svisté? A co kdyz
pojme k svista?

Parlamentni kluby: V parlamentu s n poslanci je m riznych klubi. Jeden poslanec
muze byt Clenem mnoha ruznych klubt. Kazdy klub nyni potfebuje zvolit svého
predsedu a tajemnika tak, aby vsichni predsedové a tajemnici byli navzajem rtzné
osoby (tedy aby nikdo ,nesedél na vice kieslech“). Navrhnéte algoritmus, ktery zvoli
vSechny pfredsedy a tajemniky, pripadné oznami, ze feSeni neexistuje. Mimochodem,
za jakych podminek je existence reSeni garantovana?

Dopravni problém: Uvazujme tovarny 11, ...,T, a obchody Oy, ..., O4. VSichni vyra-
béji a prodavaji tentyz druh zbozi. Tovarna T; ho denné vyprodukuje t; kust, obchod
O; denné spotiebuje o; kusti. Navic zndme bipartitni graf urcujici, kterd tovarna mu-
ze dodavat zbozi kterému obchodu. Najdéte efektivni algoritmus, ktery zjisti, zda je
pozadavky obchodti mozné splnit, aniz by se prekrocily vyrobni kapacity tovaren,
a pokud je to mozné, vypise, ze které tovarny se ma prepravit kolik zbozi do kterého
obchodu.

Prichod sachovnici: Je ddna Sachovnice n X n, kde néktera policka jsou nepristupna.
Cely dolni tadek je obsazen figurkami, které se mohou hybat o jedno pole dopredu,
sikmo vlevo dopredu, ¢i sikmo vpravo dopredu. V jednom tahu se vSechny figur-
ky nardz pohnou (mohou i ztstat stdt na misté), na jednom policku se vSak musi
vyskytovat nejvyse jedna figurka. Ocitne-li se figurka na nékterém policku horniho
radku sachovnice, zmizi. Navrhnéte algoritmus, ktery najde minimalni pocet tahi
takovy, ze z Ssachovnice dokdzeme odstranit vsechny figurky, pripadné oznami, ze
feseni neexistuje.

Minimdln{ izolace: Je dén neptilis velky celo¢iselny kvadr (dejme tomu s objemem
nejvyse 20000) a v ném k nebezpeénych jednotkovych kosti¢ek. Navrhnéte algo-
ritmus, ktery najde podmnozinu M kosticek kvadru takovou, ze kazdé nebezpecna
kosticka lezi v M a zdroven M mé minimdlni mozny povrch (povrch méfime jako
pocet takovych stén kosticek z M, které nesousedi s jinou kostickou z M).

Doly a tovdrny: Uvazujeme o vybudovani doli Dy, ..., D, a tovaren T1,...,T,. Vy-
budovani dolu D; stoji cenu d; a od té doby dul zadarmo produkuje neomezené
mnozstvi i-té suroviny. Tovdrna T} potiebuje ke své ¢innosti zadanou mnozinu su-
rovin a pokud jsou v provozu vsechny doly produkujici tyto suroviny, vydélame na
tovarné zisk t;. Vymyslete algoritmus, jenz pro zadané ceny dolt, zisky tovaren a bi-
partitni graf zdvislosti tovaren na surovinach stanovi, které doly postavit, abychom
vydélali co nejvice.
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Permanent matice n x n je definovany podobné jako determinant, jen bez alternace
znamének. Nahlédnéte, Ze na permanent se da divat jako na soucet pres vsechna
rozestaveni n neohrozujicich se vézi na policka matice, pricemz s¢itame souciny po-
licek pod vézemi. Jakou vlastnost bipartitniho grafu vyjadiuje permanent bipartitni
matice sousednosti? (4;; = 1, pokud vede hrana mezi i-tym vrcholem nalevo a j-tym
napravo.) Radost ndm kaz{ pouze to, Ze na rozdil od determinantti neumime perma-
nenty pocitat v polynomidlnim case.
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15 Paralelni algoritmy

vic vypocetniho vykonu. Rychlost a kapacita pocitact zatim rostla exponencialné, takze
se zda, ze staci chvili pockat. Jenze podobné rostou i velikosti problémiu, které chceme
resit. Navic exponencialni rust vykonu se urcité nékdy zastavi — necekame treba, ze by
bylo mozné vyrabét transistory mensi nez jeden atom.

Jak si poradime? Jedna z lakavych moznosti je zaptahnout do jednoho vypoctu vice pro-
cesoril najednou. Ostatné, vicejadrové procesory, které dneska najdeme ve svych stolnich
pocitacich, nejsou nic jiného nez miniaturni viceprocesorové systémy na jednom ¢ipu.

Nabizi se tedy obti{Znou tlohu rozdélit na nékolik ¢asti, nechat kazdy procesor (¢éi jadro)
spocitat jednu z c¢asti a nakonec jejich vysledky spojit dohromady. To se snadno fekne,
ale s vyjimkou trividlnich tloh uz obtiznéji provede.

Pojdme se podivat na nékolik zajimavych paralelnich algoritmi. Abychom se nemuseli
zabyvat detaily hardwaru konkrétniho viceprocesorového pocitace, zavedeme pomérné
abstraktni vypocetni model, totiz hradlové sité. Tento model je daleko paralelnéjsi nez
skuteény pocitac, ale presto se techniky pouzivané pro hradlové sité hodi i prakticky.
Konec konctl sama vnitini struktura procesoru se nasemu modelu velmi podoba.

15.1 Hradlové sité

Hradlové sité jsou tvoreny navzajem propojenymi hradly. Kazdé hradlo pritom pocita
néjakou (obecné libovolnou) funkei £* — Y. MnoZina ¥ je kone¢éna abeceda, stejné pro
celou sit. Prirozené ¢islo k& udava pocet vstupu hradla, jinak téz jeho aritu.

Piiklad: Casto studujeme hradla booleovskd pracujici nad abecedou ¥ = {0, 1}. Ta poéitajf
jednotlivé logické funkce, napriklad:

o nuldrni funkce: to jsou konstanty (FALSE = 0, TRUE = 1),
e undrnd funkce: identita a negace (NOT, —),

e bindrni funkce: logicky souin (AND, & ¢i A), soucet (OR, V), aritmeticky soucet
modulo 2 (XOR, ®), ...

Propojenim hradel pak vznikne hradlovd sit. Nez vyikneme formélni definici, pojdme se
podivat na piiklad jedné takové sité na obr. Sit ma tii vstupy, pét booleovskych
hradel a jeden vystup. Na vystupu je pritom jednicka pravé tehdy, jsou-li jednicky pti-
tomny na alespon dvou vstupech. Vraci tedy hodnotu, ktera na vstupech prevazuje, neboli
magjoritu.
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So Si S S S

Obrazek 15.1: Hradlova sit pro majoritu ze tfi vstuput

Obecné kazda hradlova sit ma néjaké vstupy, hradla a vystupy. Hradla dostavaji data ze
vstupt sité a vystupt ostatnich hradel. Vystupy hradel mohou byt pfipojeny na libovolné
mnoho vstupt dalsich hradel, pripadné na vystupy sité. Jediné omezeni je, ze v propojeni
nesmime vytvaret cykly.

Nyni totéz formalnéji:
Definice: Hradlovd sit je urcena:
e Abecedou X, coz je néjakéd koneénd mnozina symbold.

® Po dvou disjunktnimi kone¢nymi mnozinami
I (vstupy), O (vygstupy) a H (hradla).

e Acyklickym orientovanym multigrafem (V, E) s mnozinou vrchola V. =TUO U H
(multigraf potfebujeme proto, abychom uméli vystup jednoho hradla pfipojit sou-
¢asné na vice ruznych vstupu jiného hradla).

e Zobrazenim F, které kazdému hradlu h € H piifadi néjakou funkci Fi(h) : ¢ — ¥,
coz je funkce, kterou toto hradlo vykonava. Cislu a(h) fikdme arita hradla h.

® Zobrazenim z : E — N, jez o hranich vedoucich do hradel rik4, kolikatému argumen-
tu funkce odpovidaji. (Na hrandch vedoucich do vystupti nechdvdme hodnotu této
funkce nevyuzitu.)

Pritom jsou splnény nasledujici podminky:
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® Do vstupii nevedou zadné hrany.
® 7 vystupu nevedou zaddné hrany. Do kazdého vystupu vede pravé jedna hrana.

® Do kazdého hradla vede tolik hran, kolik je jeho arita. Z kazdého hradla vede alespon
jedna hrana.

® Vsechny vstupy hradel jsou zapojeny. Tedy pro kazdé hradlo h a kazdy jeho vstup
j€{l,...,a(h)} existuje pravé jedna hrana e, kterd vede do hradla h a z(e) = j.

Na obrazcich vétsinou sité kreslime podobné jako elektrotechnickd schémata: misto vice
hran z jednoho hradla radéji nakreslime jednu, kterd se cestou rozvétvi. V mistech kiizeni
hran teckou rozliSujeme, zda jsou hrany propojeny ¢i nikoliv.

Poznamka: Nékdy se hradlovym sitim také rika kombinacni obvody a pokud pracuji nad
abecedou ¥ = {0, 1}, tak booleovské obvody.

Definice: Vigpocet sité postupné pritazuje hodnoty z abecedy ¥ vrcholum grafu. Vypocet
probihd po taktech. V nultém taktu jsou definovany pouze hodnoty na vstupech sité
a v hradlech arity 0 (konstantdch). V kazdém dalsim taktu pak ohodnotime vrcholy,
jejichz vsechny vstupni hrany vedou z vrcholu s jiz definovanou hodnotou.

Hodnotu hradla h pfitom spocteme funkci F'(h) z hodnot na jeho vstupech usporadanych
podle funkce z. Vystup sité pouze zkopiruje hodnotu, ktera do néj po hrané ptisla.

Jakmile budou po néjakém poctu takttt definované hodnoty vsech vrchold, vypocet se
zastavi a sit vyda vysledek — ohodnoceni vystupii.

Podle pribéhu vypocétu muzeme vrcholy sité rozdélit do vrstev (na obrazku jsou
naznaceny teckované).

Definice: i-td vrstva S; obsahuje ty vrcholy, které vydaji vysledek poprvé v i-tém taktu
vypoctu.

Lemma (o pribéhu vypoétu): Kazdy vrchol vydd v koneéném case vysledek (tedy patii
do néjaké vrstvy) a tento vysledek se uz nikdy nezméni.

Drikaz: Jelikoz sit je acyklickd, mtizeme postupovat indukeci podle topologického poradi
vrchol.

Pokud do vrcholu v nevede zadna hrana, vyda vysledek v 0. taktu. V opacném piipadé

do v vedou hrany z néjakych vrcholi uy, ..., ug, ktefi lezi v topologickém poradi pred v,
takze uz vime, ze vydaly vysledek v taktech ¢y, ..., tx. Vrchol v tedy musi vydat vysledek
v taktu max;t; + 1. A jelikoz vysledky vrcholi wuq,...,u; se nikdy nezméni, vysledek
vrcholu v také ne. g
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Kazdy vypocet se tedy zastavi, takze mtzeme definovat casovou a prostorou slozitost
ocekdvanym zptusobem.

Definice: Casovou sloZitost definujeme jako hloubku sité, tedy pocet vrstev obsahujicich
aspon jeden vrchol. Prostorovd sloZitost bude rovna poctu hradel v siti. VSimnéte si, ze
¢as ani prostor nezavisi na konkrétnim vstupu, pouze na jeho délce.

Poznimka (o arité hradel): Kdybychom pfipustili hradla s libovolné vysokym poctem
vstupt, mohli bychom jakykoliv problém se vstupem délky n a vystupem délky ¢ vyte-
§it v jedné vrstvé pomoci £ kusu n-vstupovych hradel. Kazdému hradlu bychom prosté
prifadili funkci, kterda pocita prislusny bit vysledku ze vsech bita vstupu.

To neni ani realistické, ani pékné. Jak z toho ven? Omezime arity vSech hradel néjakou
pevnou konstantou, tfeba dvojkou. Budeme tedy pouzivat vyhradné nularni, unarni a bi-
narn{ hradla. (Kdybychom zvolili jinou konstantu, dopadlo by to podobné, viz cviceni ﬂ)

Poznamka (o uniformité): Od béznych vypocetnich modelt, jako je tfeba RAM, se hradlo-
vé sité lisi jednou podstatnou vlastnosti — kazda sit zpracovava vyhradné vstupy jedné
konkrétni velikosti. ReSenim tlohy tedy typicky neni jedna sit, ale posloupnost siti pro
jednotlivé velikosti vstupu. Vsechny sité pritom pouzivaji stejné typy hradel a stejnou
abecedu. Takovym vypocetnim modeltim se fika neuniformni.

Obvykle budeme chtit, aby existoval algoritmus (klasicky, neparaleln), ktery pro danou
velikost vstupu sestroji prislusnou sit. Tento algoritmus by mél bézet v polynomidlnim case
— kdybychom dovolili i pomalejsi algoritmy, mohli bychom béhem konstrukce provadét
néjaky narocny predvypocet a jeho vysledek zabudovat do struktury sité. To je malokdy
zadouci.

Hleda se jednicka

Abychom si novy vypocetni model osahali, zkusme nejprve sestrojit booleovsky obvod,
ktery zjisti, zda se mezi jeho n vstupy vyskytuje alespon jedna jednicka. To znamend, ze
pocité n-vstupovou funkci OR.

Prund resent (obrézek vlevo): Spoéitdme OR prvnich dvou vstupii, pak ORr vysledku
s tfetim vstupem, pak se ¢tvrtym, a tak dédle. Kazdé hradlo zavisi na vysledcich vSech
predchozich, takze vypocet bézi striktné sekvencné. Casova i prostorova slozitost ¢ini
O(n).

Druhé reseni (obrézek vpravo): Hradla budeme spojovat do dvojic, vysledky téchto
dvojic opét do dvojic, a tak déle. Sit se tentokrat sklada z ©(logn) vrstev, které celkem
obsahuji n/2 +n/4 + ...+ 1= 0O(n) hradel.

Logaritmicka casova slozitost je pro paralelni algoritmy typickd a budeme se ji snazit
dosdhnout i u dalsich problému.
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Obrazek 15.2: Dvé hradlové sité pro n-bitovy ORr

Cviceni

1.

2.

Jak vypadd vsech 16 booleovskych funkci dvou proménnych?

Dokazte, ze kazdou booleovskou funkci dvou proménnych lze vyjadrit pomoci hradel
AND, OR a NOT. Proto 1ze kazdy booleovsky obvod s nejvyse dvouvstupovymi hradly
upravit tak, aby pouzival pouze tyto tii typy hradel. Jeho hloubka pfitom vzroste
pouze konstanta-krat.

Pokracujme v predchozim cviceni: dokazte, ze staci jediny typ hradla, a to NAND
(negovany AND). Podobné by stacil NOR (negovany OR). Existuje néjaka dalsi funkce
s touto vlastnosti?

Sestavte hradlovou sit ze ¢tyf hradel NAND (negovany AND), kterd pocitd XOR dvou
bitii.

Dokazte, ze n-bitovy OR nelze spocitat v mensi nez logaritmické hloubce.
Sestrojte hradlovou sit pro majoritu ze 4 vstupt.

Ukazte, ze libovolnou booleovskou funkci s k vstupy lze spocitat booleovskym obvo-
dem hloubky O(k) s O(2F) hradly. To specidlné znamen4, ze pro pevné k lze boo-
leovské obvody s nejvyse k-vstupovymi hradly preklddat na obvody s 2-vstupovymi
hradly. Hloubka pritom vzroste pouze konstanta-krat.
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— 15.2 Paralelni algoritmy — S¢itani a nédsobeni bindrnich ¢isel

8X

10.

11.

Exponencialni velikost obvodu z minulého cviceni je neptijemnd, ale bohuzel nevy-
hnutelna: Dokazte, ze pro zadné k neplati, ze vSechny n-vstupové booleovské funkce
Ize spocitat obvody s O(n*) hradly.

Ukazte, jak hradlovou sit s libovolnou abecedou prelozit na ekvivalentni booleov-
sky obvod s nejvyse konstantnim zpomalenim. Abecedu zakdédujte bindrné, hradla
simulujte booleovskymi obvody.

Definujeme wvghybku — to je analogie operatoru 7: v jazyce C, tedy ternarni boo-
leovské hradlo se vstupy xg, 1 a p, jehoz vysledkem je x,. Ukazte, Ze libovolnou
k-vstupovou booleovskou funkci lze spocitat obvodem slozenym pouze z vyhybek
a konstant. Srovnejte s cvicenim ﬂ Jak by se naopak sklddala vyhybka z binarnich
hradel?

Dokazte, ze kazdou booleovskou formuli 1ze prelozit na booleovsky obvod. Velikost
obvodu i jeho hloubka pritom budou linearni v délce formule.

12 Ukazte, ze obvody z minulého cvideni si vystaéi s logaritmickou hloubkou v délce

13.

formule.

Misto omezeni arity hradel bychom mohli omezit typy funkci, feknéme na AND, OR
a NOT, a pozadovat polynomidlni pocet hradel. Tim by také vznikl realisticky model,
byt s trochu jinymi vlastnostmi. Dokazte, ze sit tohoto druhu s n vstupy lze prelozit
na sit s omezenou aritou hradel, kterd bude pouze O(logn)-krat hlubsi. K ¢emu bylo
nutné omezeni poc¢tu hradel?

15.2 Séitani a nasobeni binarnich cisel

Nalezli jsme rychly paralelni algoritmus pro n-bitovy OR. Zajimavéjsi tlohou, jejiz pa-
ralelizace uz nebude tak trivialni, bude s¢itani dvojkovych ¢isel. Méjme dvé cisla z a y
zapsané ve dvojkové soustavé. Jejich ¢islice oznacme z,,—1 ... 29 & Yp—1 - . . Yo, priCemz i-ty
f4d m4 vahu 2°. Chceme spoéitat dvojkovy zapis 2y, ...z ¢isla z = x + y.

Skolni algoritmus

Thned se nabizi pouzit stary dobry ,Skolni algoritmus sc¢itani pod sebou“. Ten funguje
ve dvojkové soustavé stejné dobre jako v desitkové. Sc¢itame cCisla zprava doleva, vzdy
seCteme x; s y; a pricteme pienos z nizstho fadu. Tim dostaneme jednu ¢islici vysledku
a prenos do vyssiho radu. Forméalné bychom to mohli zapsat tieba takto:
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— 15.2 Paralelni algoritmy — S¢itani a ndsobeni bindrnich ¢isel

kde z; je i-td Cislice souftu, @ znali operaci XOR (soufet modulo 2) a ¢; je prenos
z (i — 1)-niho ¥adu do i-tého. Pfenos do vyssiho fddu nastane tehdy, pokud se ndm potkaji
dvé jednicky pod sebou, nebo kdyz se vyskytne alespon jedna jednicka a k tomu prenos
z nizstho ¥adu. Cili tehdy, jsou-li mezi tfemi xorovanymi ¢slicemi alespoti dvé jednicky —
k tomu se ndm hodi jiz zndmy obvod pro majoritu:

Co = 0,
Cit+1 = (LUZ A yz) \Y ((El A Ci) \Y (yZ A Ci).
O tomto predpisu snadno dokdzeme, ze funguje (zkuste to), nicméné pokud podle néj
postavime hradlovou sit, bude pomérné pomala. MuzZeme si ji predstavit tak, zZe je sloZena

z né&jakych podsiti (,krabi¢ek“), které budou mit na vstupu z;, y; a ¢; a jejich vystupem
bude z; a ¢;4+1. To je hezky vidét na obra’,zku

Zo Yo 1 Y1 T2 Y2 Tn Yn

Co C1 Co c3 Cn—1 Cn

O
O
O
fon

20 21 22 Zn
Obrazek 15.3: S¢itani skolnim algoritmem

Kazda krabicka m4a sama o sobé konstan